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Передмова

Математика — це могутній засіб забезпечення точності пізнання. 
Мабуть, саме тому видатний німецький філософ Іммануїл Кант вва
жав, що наука тим більше заслуговує назви науки, чим більше в ній 
математики.

Природно, що процес математизації не однаковою мірою торкається 
різних наук. Гуманітарні науки тривалий час були ізольовані від 
математики, якщо не враховувати застосування статистичних ме
тодів у дослідженні окремих соціальних процесів, зокрема проблем 
демографії, а також проблем структурної лінгвістики, де застосуван
ня математики дало позитивні результати.

Значним науковим досягненням стало впровадження матема
тичних методів у економічну науку і в управління економічними 
процесами. У наш час наукове управління цими процесами може 
бути здійснено тільки на основі застосування точних математичних 
методів у всіх сферах господарювання — від прогнозування розмі
щення корисних копалин до вивчення попиту на товари широкого 
вжитку і побутові послуги, від вивчення потреби в робочій силі до 
планування транспортних артерій тощо. Ось чому сьогодні матема
тика як навчальна дисципліна посідає чільне місце в навчальних 
планах практично всіх спеціальностей вищих навчальних закладів.

Автор підручника І.П. Васильченко — професор механіко-мате
матичного факультету Київського національного університету іме
ні Тараса Ш евченка, відомий в Україні та за її межами фахівець у 
галузі математичного моделювання — має великий досвід викладан
ня вищої математики студентам різних спеціальностей і різних форм 
навчання, у тому числі й студентам економічних спеціальностей.

Іван Петрович — досвідчений автор. Його перу належать понад 
140 опублікованих наукових праць, декілька монографій і п ’ять 
підручників. Три із них — підручники з вищої математики, і, тре



ба сказати, вони визнані фахівцями і користуються великою попу
лярністю серед студентів.

Перед Вами, шановний читачу, підручник з вищої математики 
для економістів. Це нова праця професора І.П. Васильченка, яку я із 
задоволенням рекомендую студентам економічних спеціальностей 
і економістам-практикам.

Багаторічний досвід педагогічної роботи, участь у роботі над еко
номічними проектами різного рівня, постійне спілкування із фахівця- 
ми-економістами, досконале знання проблематики, над якою працю
ють економісти і математики, дали можливість автору знайти опти
мальний варіант підручника як  за структурою, тематикою, обсягом 
матеріалу, так і за формою його подання.

За змістом підручник відповідає програмам з вищої математики 
для студентів економічних спеціальностей вищих навчальних за
кладів. Кожний розділ, кожна глава, кожний параграф написані з 
необхідною повнотою і разом з тим компактно, чітко і ясно, що 
відповідає його практичній  спрямованості. Наводяться велика 
кількість прикладів і задач, а також методичні рекомендації та роз
в ’язки  типових і складних задач. У необхідних випадках розкри
вається економічний зміст математичних понять.

Все це дає підстави стверджувати, що за своїм потенціалом підруч
ник дає змогу забезпечити ґрунтовне засвоєння теоретичного матері
алу по кожній темі, а також — що, мабуть, більш важливо — допо
могти студентам сформувати навички застосування інструментарію 
вищої математики до розв’язання задач економічної спрямованості, 
оволодіти сучасними підходами до аналізу економічних проблем, 
пошуків оптимальних ш ляхів їх вирішення.

Підручник пройшов апробацію у ряді київських вищих навчаль
них закладів, зокрема Київському славістичному університеті, Київ
ському інституті інвестиційного менеджменту, Академії муніципаль
ного управління.

Вдале поєднання у підручнику належної повноти, обґрунтованості, 
логічної довершеності і простоти подання матеріалу дає можливість 
рекомендувати цю книгу як  підручник студентам не тільки еконо
мічних, а й природничих факультетів вищих навчальних закладів, 
особам, як і займаються самоосвітою за програмами підготовки бака
лаврів, спеціалістів та магістрів.

Я переконаний, що ця книга буде корисною всім, хто прагне пра
цювати над економічними проблемами і практичними завданнями 
економічного спрямування на сучасному рівні.

Доктор економічних наук, професор,
Заслужений діяч науки і техніки України Т.Т. Ковальчук

1 0 _________________________________________________________________ Передмова
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Вступ

Підручник відповідає програмі з вищої математики для економіч
них спеціальностей вищих навчальних закладів. Мета його — за
безпечити ґрунтовне засвоєння теоретичного курсу з вищої матема
тики, сприяти формуванню навичок у застосуванні методів вищої 
математики з підсиленням її прикладної економічної спрямованості, 
допомогти студентам при самостійному розв’язанні задач. Відомо, 
що новий навчальний матеріал засвоюється студентами значно лег
ше, якщо він супроводжується достатньо великою кількістю прикла
дів, які його ілюструють. А тому в даному підручнику зроблено спро
бу поєднати теоретичний матеріал з методичними рекомендаціями 
та розв’язками багатьох типових задач, в тому числі й економічного 
змісту, включаючи задачі для самостійного розв’язку та відповіді до 
них. Отже, його можна використовувати і як  збірник задач.

Підручник складається з двох частин. У першій частині розгля
даються такі розділи вищої математики: лінійна та векторна алгеб
ра, аналітична геометрія, вступ до математичного аналізу, диферен
ціальне числення функції однієї змінної; у другій частині — інте
гральне числення функції однієї змінної, функції багатьох змінних, 
теорія рядів, диференціальні рівняння.

При розкритті основних понять перевага надавалась класичному 
підходу: наприклад, поняття неперервності функції розглядається 
після поняття границі, визначений інтеграл формулюється як границя 
інтегральної суми і т. ін. Скрізь, де це можливо, дається геометрич
ний і економічний зміст математичних понять (наприклад, похідної, 
інтегралу та ін.), наводяться математичні формулювання деяких еко
номічних законів, розглядаються найпростіші застосування вищої 
математики в економіці. Такі застосування розраховані на рівень



підготовки студентів першого курсу і майже не потребують додатко
вої економічної інформації.

При написанні підручника автором використано багаторічний 
досвід викладання вищої математики у Київському національному 
університеті імені Тараса Ш евченка студентам різних спеціальнос
тей та різних форм навчання, який дозволяє автору стверджувати, 
що підручник повинен містити багато задач та прикладів, в тому 
числі економічного змісту. Це сприятиме підвищенню інтересу сту
дентів до занять з математики, а також використанню математич
них методів фахівцями економіки і менеджменту.

Автор сподівається одержати від студентів та фахівців зауважен
ня, рекомендації та побажання, спрямовані на покращення підруч
ника при його подальшому виданні.

12_________________________________________________________Вступ



Ч А С Т И Н А  П Е Р Ш А  

Розділ І
ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ 
ТА АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ

Глава 1. Матриці. Визначники матриці.
Системи рівнянь першого степеня

§ 1. Основні поняття

Одним з найважливіших завдань математики є дослідження та 
розв’язання систем рівнянь першого степеня. Нехай така система 
містить т невідомих х 19 х 2, х т , зв’язаних п рівняннями першого 
степеня (число рівнянь може і не збігатися з числом невідомих). У 
загальному вигляді цю систему можна записати так:

аі1Х1 аі2Х2
< ^21^1 ^22Х2 •'-  + а 2тХт=Ь2’ (1)

1 а „1*1+ а „2*2+ -•• + а „ Л =  Ьп■
У системі (1) Ь19 Ь2, ..., Ьп — задані вільні члени, аік (і = 1 ,2 , . 71»

А = 1 ,2 , ..., т) — задані коефіцієнти при невідомих. При цьому пер
ший індекс у аік означає номер рівняння в системі, а другий — номер 
невідомого, при якому стоїть цей коефіцієнт. Тобто аік — коефіцієнт, 
який стоїть в і-му рівнянні системи при невідомому хк. Аналогічно 
Ь. означає вільний член в і-му рівнянні системи.

Розв’язком системи (1) називається така сукупність чисел х 19 
х29 ..., хт9 яка, будучи підставлена у всі рівняння системи (1), обертає ці 
рівняння в числові рівності.

Запишемо таблицю, складену з коефіцієнтів при невідомих у сис
темі (1):

ґап «12 -  а і т '

А  = а2і а22 — а2т

ап2

(2)
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Таку таблицю розглядатимемо як єдине ціле — це основна мат
риця системи.

Таблиця

« п « 1 2 ... « 1т Ь ,

а 21 « 2 2 ... « 2т Ь 2

... ... ... ... ...

« п і « л 2 ... « л т К

яка містить і стовпець, складений з вільних членів системи (1), нази
вається розширеною матрицею системи.

Очевидно, що і саме існування розв’язку системи (1), і можливі 
числові значення елементів розв’язку повністю визначаються мат
рицями (2) і (3). А тому, природно, розглянемо деякі загальні власти
вості матриць.

Числовою матрицею, або просто матрицею, називається прямокут
на таблиця чисел. Окремі числа цієї таблиці називаються елементом 
матриці. Елементи матриці А позначають символом аік, де і — номер 
рядка, к — номер стовпця, в якому стоїть вибраний елемент.

Якщо матриця містить п рядків і т стовпців, тоді говорять, що 
матриця має розмірність п х т .

Особливо часто доводиться мати справу з матрицями, в яких 
кількість рядків дорівнює кількості стовпців. Такі матриці назива
ються квадратними.

Кількість рядків, а отже, і кількість стовпців квадратної матриці 
називається порядком матриці.

§ 2. Визначники матриць другого порядку

Для квадратної матриці вводиться нове поняття — визначник 
матриці. Визначник квадратної матриці позначатимемо символом 
сіеі А  і визначатимемо його індуктивним методом.

Визначником матриці першого порядку (тобто матриці, яка скла
дається з одного елемента, одного числа) називається саме число, яке 
утворює задану матрицю.

Визначником матриці другого порядку — А  = *12 — нази-
^21 ^2  ;

вається число, обчислене за таким правилом: сіеі А  = апа22 -  а 12а 21.
Діагональ квадратної матриці від лівого верхнього елемента таб

лиці до правого нижнього називається головною діагоналлю мат
риці. Діагональ від правого верхнього елемента до лівого нижнього 
називається побічною діагоналлю матриці.
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Отже, для обчислення визначика матриці другого порядку потрібно 

від добутку елементів, які знаходяться на головній діагоналі матриці, 
відняти добуток елементів, які знаходяться на побічній діагоналі.

Для визначника матриці А  = 

Отже,

<ІеіА =
а
а

0,1 а

а 21 а

и а і2
21 а 22

\
вводиться символ

22 /

— а\\а22 а \2а2\9

*21

а 12

а 22

(4)

Як видно з означення (4), визначник матриці другого порядку є 
алгебраїчною сумою двох доданків. Кожний з доданків є добутком 
двох елементів, причому до нього входить один елемент першого 
рядка та один елемент другого рядка, один елемент першого стовпця 
та один елемент другого стовпця заданої матриці. Зі знаком “плюс” 
береться добуток елементів головної діагоналі і зі знаком “мінус” — 
добуток елементів побічної діагоналі.

З означення (4) легко дістати ряд властивостей визначників мат
риць.

Властивість 1. При перестановці рядків матриці на місце 
стовпців і навпаки визначник матриці не змінюється.

Нехай задана матриця А  = а\\ а\2  ̂ А*, а матриця А  = а\\ а2\
а̂ 21 а 22 ) ка\2 а22 }

здобута з А  перестановкою рядків на місце стовпців (така матриця 
А * часто називається транспонованою по відношенню до матриці А). 
Тоді

<1еіА* =
ап а21

— Піі#22 1̂2̂ 21 *” (ІЄІ А.

Властивість 2. При перестановці двох стовпців або рядків аб
солютне значення визначника матриці не змінюється, а його знак  
змінюється на протилежний.

Нехай задана матриця А 1 = 

стовпців. Тоді

а. п Ац І ,здобута з А  перестановкою
а 22 а21 )

(ІеіАх =
а по По ~ ^12̂ 21 ^11̂ 22 *” (#і 1̂ 22 ^12^21) (ІЄІ А.



16 Глава 1

Власт ивіст ь 3. Якщо матриця має два однакові стовпці (ряд
ки ), тоді визначник матриці дорівнює нулю.

Властивість 4. Якщо всі елементи будь-якого стовпця (рядка) 
матриці помножити на одне і те саме число, тоді визначник мат
риці виявиться помноженим на те саме число.

Властивість 5. Якщо всі елементи будь-якого стовпця (рядка) 
матриці дорівнюють нулю , тоді визначник матриці дорівнює нулю.

Властивість 6. Нехай всі елементи будь-якого стовпця (рядка) 
матриці А  є сумою двох елементів і відповідні стовпці матриць А1
і А 2 складаються з таких елементів:

А  =
+ а

\
п

*21 *22

, А1 - , А  =
*21

*12

*22

Тоді
<1еі А  = деі А^ + <1еі А 2

Таке твердження, як  і твердження 3, 4, 5, доводиться безпосеред
ньою перевіркою.

Властивість 7. Визначник матриці не змінюється, якщо до еле
ментів будь-якого стовпця (рядка) матриці додати величини, про
порційні елементам іншого стовпця (рядка).

Нехай

А  = 1а"  
Ка21

М ,  А  = 
<*22 ,

'« а  + 
[«21 +

*«12
*^22

«12 ' 
<*22 у)•

, а. * + 
( Ы А  = 11

«21 +
Ьа̂ 2 #і2 
^#22 <*22

= ° П 
«21

«12 +
#22

&#12
ка22

«12 =
«22

= <1еі А  + к *12

*22

*12

*22
= <1еі А.

§ 3. Визначники матриць третього порядку

Припустимо, що задана будь-яка матриця л-го порядку

« 1 1 <*12 ••• « і „

« 2 1 <*22 •"  « 2л

« „ 1 <*л 2 •• « л л



Виберемо довільний елемент аік цієї матриці і викреслимо із 
матриці А той рядок і той стовпець, в яких міститься цей елемент 
(тобто викреслимо і-й рядок та £-й стовпець). Тоді дістанемо матрицю 
(п -  1)-го порядку.

Називатимемо її субматрицею матриці А, що відповідає елементу 
аік, та позначатимемо її Оік.

Визначник субматриці Оік назвемо мінором матриці А, що від
повідає елементу аіку та позначимо символом М ік.

Звідси
М№- і і в і д а . (5)

Нехай вихідна матриця А була матрицею третього порядку. Тоді 
дев’ять її можливих субматриць Х>и , І>12, £>13, І>21,І>22, Х>23, ї>31, І>32, І>33, 
які відповідають різним елементам матриці А, будуть матрицями 
другого порядку.

Означення . Визначником матриці третього порядку

Матриці. Визначники матриці. Системи рівнянь першого степеня_________________ 1 7

4 1 Д» а і з

4і Л22 а 23

'зі а 32

еоео
в

називається число, визначене за таким правилом:

Д ц «1 2 а із
сЫ а  = Л 21 Д 22 Д 23

а з і а 32 а 33

— Ац Аі9-Л̂ 19 "і"12і *13̂ * ІЗ*

Оскільки для матриці А

А і =
*22

*32

*23

*33
. А« =

*21 *23

*33
> А з  “

*31
ТОДІ

М ц ^ е і  И п  а 22а зг а 23а 32> 

Лfl2 — det 1)12 — #21̂ 33 ~~ 2̂3̂ 31»
М 13= Аеі Я 13= а21а32- а22азУ

*22

*32

Звідси
(ІЄІ А — ^ц(^22^33 2̂3̂ 32̂  ~ ^12^21^33 ” 2̂3̂ 31̂  ^13^21 !̂

*12̂ 23̂ 31 а13а21а32*” а ііа23а32

(6)

* 22“

(ІЄІ А = 0'\\0'22а33 а\2а23аз\ а\3а2\а32 ~~ Д11̂ 23̂ 32 ” 1̂2̂ 21̂ 33 ”
32

12**21̂
Л22а3і)»

Як видно з цієї формули, визначник матриці третього порядку 
представляє собою алгебраїчну суму шести доданків. Кожний дода
нок є добутком трьох елементів — по одному з кожного рядка і
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кожного стовпця. Перший з доданків, взятих зі знаком “плюс”, є 
добутком елементів, розміщених на головній діагоналі матриці. Ос
танні два містять елементи, розміщені у вершинах трикутників з 
основою, паралельною головній діагоналі.

Добутки зі знаком “мінус” містять елементи, розміщені на побічній 
діагоналі, та елементи, розміщені у вершинах трикутників з основою, 
паралельною побічній діагоналі.

Безпосередньою перевіркою можна пересвідчитись у тому, що всі 
властивості, встановлені для визначників матриць другого порядку, 
притаманні і визначникам третього порядку.

§ 4. Визначники матриць вищих порядків

Визначники матриць четвертого і більш високих порядків вводи
тимемо аналогічно визначникам матриць третього порядку. Нехай 
задана матриця

«11 а і2  " ”  а і п

°2 1 а 2 2  • • •  а 2 п

а„і Дп2 *-  а п п



Означення. Визначником матриці А  п-го порядку називається 
число, обчислене за таким правилом:

Матриці. Визначники матриці. Системи рівнянь першого степеня 19

ап °12 ••• °1п

сієї А = °21 °22 "  а2п = аи М и - а 12М 12 + ... + (-1)п-1а1пМ 1п. (8)

о„і ап2 •'•• *пп
Відповідно до сказаного вище, в цій формулі М ік є мінором матриці 

А, який відповідає елементу а.к, тобто визначником субматриці І) |Л, 
здобутим з матриці А  викреслюванням і-го рядка і к-го стовпця.

Правило (8) є очевидним узагальненням правила (6). Воно дає 
можливість звести обчислення визначників матриць четвертого по
рядку до обчислень визначників третього порядку і т. ін.

Обчислення визначника матриці високого порядку за формулою 
(8) — операція достатньо трудомістка. А тому важливо, використо
вуючи властивості визначників матриць, скоротити обчислення.

Оскільки визначники матриць введені на основі принципу індукції, 
тоді природно сподіватися, що властивості визначників матриць ви
щих порядків будуть ті самі, що і властивості визначників другого 
порядку. Приймемо без доведення такі два твердження про власти
вості визначників матриць п-го порядку (ці властивості були пере
вірені для визначників матриць другого порядку, а властивість 1 
також і для матриць третього порядку).

Властивість 1. При перестановці рядків матриці на місце 
стовпців і навпаки визначник матриці не змінюється.

Властивість 2. При перестановці двох рядків або стовпців мат
риці абсолютне значення визначника матриці не змінюється, а знак 
змінюється на протилежний.

Перша властивість дає можливість всі положення, встановлені для 
рядків матриці, переносити на її стовпці. Наприклад, визначник мат
риці можливо обчислювати і за формулою

Леї А  = апМ п -  а 21М21 + ... + (-1 )" '1 а ЛІМ п1, (9)
тобто виконувати розклад визначника матриці не тільки за елемен
тами першого рядка, а й за елементами першого стовпця. На основі 
даних тверджень виведемо основну формулу для розкладу визнач
ника матриці за елементами будь-якого рядка або стовпця:

йеЬА = (-1)і+1апМ п + (~1)і+2аі2М і2 + ... + (-1  ) ^ а іпМ 1п =
= (-1 )1+*аиМ и + (-1  ) ^ а 2кМ 2к + ... + (-1 )-*  алкМ пк. (10)

Періїїа частина формули є розкладом визначника за елементами 
і-го рядка, друга половина — розкладом за елементами И-го стовпця.
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Д о в е д е н н я .  Нехай задана матриця л-го порядку

а и а і г  • • ° і л

°2 1 ° 2 2  • • ° 2 п

а і-11 ° і —12 • . а і-1п

« Я ° ,2  .

° / +11 °1+12 . ° М п
. . . . . .

<*„1 <*„2 • «лл

Переставимо /-й і (/ -  1)-й рядок матриці А , потім переставимо 
новий (/ -  1)-й рядок з (/ -  2)-м рядком І  Т .Д . ДОТИ, ДОКИ ВИХ ІДНИЙ /-Й  
рядок не стане першим рядком. Тоді дістанемо нову матрицю:

' «я аі2 • «іл '
аи Д12 • • Д1л
°21 °22 • • °2п

II

аі-п °1-12 . . а,-1п
аі+и амг • . °І+1я

а„,1 п1 °п2 • °лл ,
М атриця А ' здобута з А в результаті (і -  1) перестановок рядків. 

Кожна така перестановка у визначника матриці змінює тільки знак. 
Отже, (-1 )/_1сіе1 А' = беї А.

Субматриця матриці А \  яка відповідає елементу а ІЛ, повністю 
збігається із субматрицею 2)ІЛ, яка відповідає елементу аік матриці А. 

Тому

йеі 2)',* = (Іе і В ік = М ік, 
і на основі означення (8) дістанемо

йе* А'=апМ іГ аі2М і2+ ...+ {-іу-'а іпМ 1п.
Отже,

беї А  = (-1)'-1 <1еі А' = (-1)і+і (Іеі А' =
= (-1 )‘+1а(1М а + (-1  У+2а12Мі2+ ... + (-1 У+"аІпМіп,

і першу половину формули (10) здобуто.
Другу половину формули дістанемо, використовуючи можливість 

перестановки рядків і стовпців.
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Для спрощення запису формул розкладу зручно ввести поняття 

“алгебраїчне доповнення, яке відповідає заданому елементу матриці”.
Означення. Алгебраїчним доповненням елемента аіН матриці А  

називається мінор М іНцієї матриці, помножений на (-1 ),+А.
Алгебраїчне доповнення елемента аік матриці А позначається, як  

правило, символом А ік. Отже,

( ї ї )

Тепер формулу розкладу (10) можна записати так:

йеїА  = апАп + аІ2Аі2 + ... + а.А.п = а 1(Д ,  + а2Л *  + -  + <*„А »- (12>
Визначник матриці дорівнює сумі добутків елементів будь-якого 

рядка або стовпця матриці на відповідне алгебраїчне доповнення.
Для скорочення запису часто вводиться спеціальне позначення 

суми ряду доданків. Суму а 1 + а 2 + ... + ап записуватимемо символом
я

X  а * • Знак X у такому записі є символом підсумовування, запис к = 1
А=1
під знаком суми і п над знаком X означає, що індекс к в окремих 
доданках набуває значення від 1 до п. Очевидно, якщ о р — будь-яке 
число, тоді

я я

Х * ° .  = * Х а*.к=1 к=1
тобто сталий множник можна винести за знак суми. Вкажемо ще, що

п Я я

X  («* + Ь„К = І . А  + X  Ькск.А=1 А=1 А=1
Дійсно,

я

Х(а* + ьк)ск = (а, + + (а2 + Ь2)с2 + ... + (а„ + Ьп)сп = (а,с, + ^с , + а2с2 +
А=1

+ Ь2с2+...+ апсп+ Ьпса) = (а,с,+а2с2 + ...+  апсп) + (6,^+6,«?,+
п я

+ ...+  Ьпсп) = У, акск+ У, Ькск •
А=1 А=1

Використовуючи символ підсумовування, формулу (12) записують у 
вигляді я я

(Іеі А = X °/*4* = X  . (120
к=1 і=1

За допомогою формули розкладу легко встановить інші власти
вості визначників матриць будь-якого порядку.

Властивість 3. Якщо матриця має два однакові рядки або стов
пці, тоді визначник матриці дорівнює нулю.

Д о в е д е н н я .  Нехай в матриці А  збігаються 1-й і в-й рядок. 
Переставимо в цій матриці в-й рядок на місце /-го і навпаки. Оскіль
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ки ці рядки однакові, тоді ні сама матриця, ні її визначник не змінять
ся. Однак разом з тим при перестановці в матриці двох будь-яких 
рядків визначник матриці змінить свій знак, тобто деЬ А  = -беї А, і 
тому деЬ А  = 0.

Властивість 4 . Якщо всі елементи будь-якого рядка або стов
пця матриці помножити на одне і те саме число, тоді визначник 
матриці стане помноженим на те саме число.

Д о в е д е н н я .  Розглянемо матриці

аи а \2 ... а1я' ' « ї ї «12 ... а,„ '

а 2і а 22 ••• « 2  л «21 «22 -  «2л

А  =
а п а і2 ... аіп А ' =

Р « П Р « і  2 ••• Р « І Л

а п2 * • * «лл  ^ ,«•1 «я 2 • • * а пп ^

Розкладаючи визначник цих матриць за елементами і-го рядка, 
дістанемо

п п п

сіеі А  = ^ аік^ік\ (Іеі А '= ^ Р аік^ік— р ^ , аік^ік.
1 Л =1 *=1

Отже, Леї А! = р (Іеі А .
Властивість 5. Якщо всі елементи будь-якого рядка або стовпця 

матриці дорівнюють нулю, тоді визначник матриці дорівнює нулю.
Д о в е д е н н я .  Розкладаючи визначник матриці за елемента

ми рядка, всі елементи якого дорівнюють нулю, одержимо цю влас
тивість.

Властивість 6. Нехай всі елементи будь-якого рядка або стовпця 
матриці А  представляють собою суму двох доданків і нехай 
відповідні рядки матриць А х і А 2 складаються з цих доданків:

'  «її а \2 «1л '«11 а і2 ... а 1л

«21 й 22 «2л «21 а 22 -  «2л

А  =
а, і + а , аі2 + а 2 ... «/л +(Хл , А  = «11 а і2 ... а,п

, в-і а п2 «лл ^ ,«ЛІ <*п2 -  «лл
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л  =

«11 а із - «1»
«21 «22 «2л

“ і а 2 ... « Л

... .......... ...

«„1 «л 2  ~ «лл

тоді Аеї А  = Аеї А г + (Іеі А 2.
Д о в е д е н н я .  Розкладаючи визначники матриць А 19 А^9 А  за 

елементами і-го рядка, дістанемо
п

й е і А = ^ ( а ік + а к)Аік Х о ,Л *  + X  А . = <іеі А  + <іеі А 2.к=1 А=1
Властивість 7. Визначник матриці не зміниться, я/а^о до елемен

тів будь-якого рядка (або стовпця) матриці додати величини, про
порційні елементам іншого рядка (або стовпця) тієі самої матриці. 

Д о в е д е н н я .  Розглянемо матриці

Ч і «12 ... а .  ^1л
Ґ

« п «12 «1л
\

«21 «22 ••• «2л «21 «22 «2 л

А  =
« ї ї «12 -  « і»

,  А ' =
“ і ! + рап «12 +  Р а П  ""  «1л +  Р « 1 л

Л і «л2 ° л л  ^ 1 « л і « л 2 « л л /
і матрицю Б , здобуту заміною в матриці А і-го рядка /-м рядком (/ Ф /).

Як доведено раніше, АеЬ А  = сІеіА+р сієї Б . Проте матриця Б  містить 
два однакові рядки ап, а/2, ..., а1п — на /-му та /-му місцях, тому Леї В = 
= 0, тобто (іеі А! = деї А.

Встановлені властивості дають практичний метод обчислення 
визначників матриць високих порядків. Покажемо на кількох при
кладах зміст цього методу.

Приклад 1. Задано матрицю

А =
Ґ1
2
З

- 2
1

- 2

3 > 
1 .

у2

Знайти деі А.



24 Глава 1

Перетворимо задану матрицю так, щоб в одному рядку або в одно
му стовпці всі елементи, крім одного, стали рівними нулю. Перетво
рення при цьому проводимо такі, щоб визначник матриці не зміню
вався. Для цього до елементів першого і третього рядків додаємо 
подвоєні елементи другого рядка:

1 - 2  3 5 0 5
сієї А = 2 1 1  

3 - 2  2
2 1 1  
7 0 4

Розкладаючи визначник за елементами другого стовпця за фор
мулою (10), дістанемо

(іеі А  = -0
2 1 
7 4

5 5 
2 1

5 5 
7 4

-15 .

П риклад 2. Задано матрицю
(2 3 - 1  2 '
1 2 - 3 1А  =
4 - 2 1 0  
3 2 2 3

Знайти сієї А.
Перетворимо матрицю так, щоб всі елементи третього рядка, крім 

одного, обертались в нуль. Для цього до елементів першого стовпця 
додамо елементи третього, помножені на -4 , а до елементів другого 
стовпця — елементи третього, помножені на 2. Тоді

сіеі А =

2 3 -1 2 6 1 -1 2
1 2 -3 1 13 -4 -3 1
4 -2 1 0 0 0 1 0
3 2 2 3 -5 6 2 3

6 1 2  
1 3 - 4  1 .
- 5  6 3

Далі до елементів першого рядка додамо елементи другого рядка, 
помножені на -2 , і до елементів третього рядка — елементи другого, 
помножені на -3 . Тоді

сіеі А =
-2 0 9 0

13 -4 1
-44 18 0

-20
-4 4

9
18

= 4 9
5

11 = -36 .

Доведемо на довершення ще одну суттєву теорему, яку назвемо 
теоремою про алгебраїчні доповнення.
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Теорема. Сума добутків елементів будь-якого рядка або стовпця 

матриці на алгебраїчні доповнення, відповідні елементам іншого 
рядка або стовпця цієї самої матриці, дорівнює нулю . 

Д о в е д е н н я .  Нехай задано матрицю

А =

А  =

Ч  і аі2 •••• о1п
а21 а22 о2„
... ..................
аі1 а,2 ..• ° іп

аЧ аі2 •• оіп
... .........

°п2 "• о„„
атрицю

Ч і °12 *•• о1п

°21 °22 •• о2„

0/1 0/2 .. а.ІП

Лі Л2 ... А„
... ... ..........

Л і Ол2 •.. а пп

здобуту із матриці А заміною елементів /-го рядка числами к19 Л2, . . . ,  Нп. 
Розкладаючи беї А х за елементами /-го рядка, дістанемо беї А г =

^  НкА1к, де А 1к — алгебраїчні доповнення, відповідні елементам /-го
*=і
рядка як матриці А^ так і матриці А. Якщо кк = аік, дістанемо матрицю, 
у якій два рядки повністю збігаються. Тому при і Ф І визначник цієї

п
матриці, тобто ] ^ а .ЛА/Л, має дорівнювати нулю. Теорему доведено.

Л=1
Об’єднуючи доведену теорему і формулу (12'), можна записати

[беї А і — 19

І о
Аналогічно, розкладаючи за елементами /-й стовпець, маємо

( 13)

А  . (беї А к = І,
2^аіЛ ,= \  ~ . . (14)
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Контрольні запитання і завдання
1. Що називається матрицею? Які частинні випадки матриць ви 

знаєте?
2. Сформулюйте, що називається визначником другого, третього 

та п-го порядку.
3. Сформулюйте властивості визначників.
4. Що називається мінором та алгебраїчним доповненням еле

мента визначника? Наведіть приклад.
5. Що означає: розкласти визначник за елементами стовпця (рядка)?
6. Сформулюйте теорему про розклад визначника п-го порядку 

за елементами будь-якого рядка або стовпця.
7. Чому дорівнює визначник, у якого стовпець або рядок скла

дається з нулів?
8. Як зміниться визначник при транспонуванні матриці і чому?
9. Чому дорівнюватиме визначник, якщо в матриці поміняти місця

ми два стовпці?

Приклади розв,язування задач
1.1. Обчислити визначник другого порядку

5 З
6 4 ‘

5 З
6 4

= 5 - 4 - 6  3 2.
1.2. Обчислити визначник третього порядку

2 2 1 
1 2  1 
3 1 0

Згідно з правилом трикутника маємо
2 2 1 
1 2  1 
3 1 0

= 2 2 0  + 2 - 1 3  + 1 - 1 1 - 3 2 1 - 1 - 1 2 - 1 - 2 0  =

= 0 4 - 6  + 1 -  6 -  2 -  0 = -1.
1.3. Обчислити визначник третього порядку

5 3 2 
- 1 2  4 

7 3 6
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Розклавши визначник за елементами першого рядка, дістанемо 
5 3 2

= 5
2 4
3 6

- З
- 1  4 

7 6
+ 2

- 1
7

= 5 0 -  3(—34) + 2(-17) = 68.- 1 2  4
7 3 6
1.4. Обчислити попередній приклад інакш е, використавши влас

тивості визначників.
До елементів першого рядка додамо відповідні елементи другого 

рядка, помножені на 5, а до елементів третього рядка — відповідні 
елементи другого рядка, помножені на 7:

5 3 2 0 13 22 0 13 22
- 1 2 4 = - 1 2 4 = - 1 2 4

7 3 6 7 3 6 0 17 34
Розклавши визначник за елементами першого стовпця, дістанемо 

0 13 22
=  0- 1 2  4

0 17 34 
1.5. Обчислити визначник

2
17

4
34 - ( - 1 )

13 22 
17 34

+ 0

Л =

З
1

- 2
1

5
2

- З
З

13
2

7
З
З
5

22
4

= 13 3 4 -1 7  22 = 68.

Виконаємо такі дії: 1) до елементів першого рядка додамо помно
жені на -3  відповідні елементи другого рядка; 2) до елементів тре
тього рядка додамо подвоєні елементи другого рядка; 3) до елементів 
четвертого рядка додамо відповідні елементи другого рядка, помно
жені на -1 . Тоді вихідний визначник перетвориться до вигляду

Л =

Розклавши цей визначник за елементами першого стовпця, маємо
- 1  - 2  - 1 0  

И = -  1 9 10
1 2  0

Додамо до елементів першого рядка елементи третього рядка і 
віднімемо від елементів другого рядка елементи третього рядка. Діста
немо

0 - 1 - 2 - 1 0
1 2 3 4
0 1 9 10
0 1 2 0
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Б = -

И  =  -

О 0 - 1 0  
О 7 10
1 2  О

Розкладемо визначник за елементами першого стовпця:
0 -1 0  
7 10

1.6. Обчислити визначник п ’ятого порядку

= -70 .

10 - 2 - 2 - 1 3
0 - 1 - 4 - 7 2

- 1 0 3 3 5 - 5
6 2 - 2 1 2

- 3 0 - 1 2 3

І> =

Для перетворення в нуль всіх елементів (крім одного) будь-якого 
рядка чи стовпця вибираємо той рядок або стовпчик, який складається 
з найменших чисел. У визначнику таким буде другий стовпчик. 
Залишимо в ньому без змін елемент а 22= -1 , а решту перетворимо в
нулі. Для цього виконаємо: 1-й р., + (-2 ) • 2-й р
4-й р. + 2 • 2-й р.* 

Дістанемо
10 0 6 13 - 1

0 - 1 - 4 - 7 2
І> = - 1 0 - 9  -1 6 1

6 0 - 10 -1 3 6
- 3 0 - 1 2 3

Розкладемо визначник за елементами другого стовпця:

В = (-1)

В одержаному визначнику вже четвертого порядку з найменших 
елементів складається четвертий рядок. Перетворимо в нулі всі його 
елементи, крім а42 = -1 . Для цього виконаємо: 1-й ст. + (-3) 2-й ст., 
3-й ст. + 2 • 2-й ст., 4-й ст. + 3 • 2-й ст.** У результаті дістанемо

10 6 13 - 1
- 1 - 9 -1 6 1

6 - 1 0 -1 3 6
- 3 - 1 2 3

Тут і далі: р. — рядок.
Тут і далі: ст. — стовпець.
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Л = -

- 8  б 25 17
26 - 9  - 3 4  - 2 6
36 - 1 0  - 3 3  - 2 4  

0 - 1 0 0  
Розкладемо визначник за елементами четвертого рядка:

В = -(-1 )
- 8 25 17 - 8 25 17
26 - 3 4 - 2 6 = 6 13 - 1 7 - 1 3
36 - 3 3 - 2 4 12 -1 1 - 8

(Ми винесли за знак визначника спільний множник з елементів 
другого рядка і спільний множник з елементів третього рядка).

Для зменшення елементів цього визначника додамо перший сто
впець до другого та третього:

- 8  17 9
Л = 6 = 6-и-1) -9

13 - 4  
12 1

+ ( - 1)з+з - 8  17
13 - 4

=  - 1122.13 - 4  0 
12 1 4

Останній визначник розкладено за елементами третього стовпця. 
1.7. Обчислити визначник л-го порядку

5 З 3 ... З

Л  =
5
З

З
5

З
З

3 3 3
звівши його до трикутного вигляду.

Віднімемо перший рядок від усіх інших:

л  =

До першого стовпця додамо суму всіх інших:

5 3 3 ... 3 3
- 2 2 0 ... 0 0
- 2 0 2 ... 0 0

- 2 0 0 ... 0 2

3(л -1 ) 3 3 3 .... 3
0 2 0 0 .... 0
0 0 2 0 ..,. 0

0 0 0 0 ..,. 2

(Зл + 2)2Л“1.
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Задачі і вправи для самостійної роботи

Обчислити визначники
1.8. -1 4 1.9. а + Ь а -Ь

-5 2 ' а -Ь  а+Ь

1.10. 1 2  3 1.11. 3 4 - 5
4 5 6 . 8 7 - 2
7 8 9 2 - 1  8

1.12. 1 - 2 3 4
2 1 - 4 3

00 1 1 ь* 1 ьо

4 3 2 - 1

1.13 З
2
5
3
4
З
7

- З

7

1.14. 1
2
3
4

2 3 4
3 4 1
4 1 2  
1 2  3

1.15. 0
2
1
1

- 1

1
- 1

1
2
4

2 3 5
2 - 1 2  
1 - 1 3  
5 1 1
0 1 4

1.16. 5 5 5 ... 5 1.17. 1 2 3 ... п
5 0 5 ... 5 - 1 0 3 ... п
5 5 0 ... 5 • - 1 - 2 0 ... п

5 5 5 ... 0 - 1 - 2 - 3 ... 0

1.18 * 
* 

* 
* 

* 
*

X X 1
х 2 х 1.19. - 5 1 - 4  1

X X X . . .

X п X ...
X X X . . .

3 х х

X X X
X X X

1 4 - 1  5 
- 4  1 - 8  - 1  

3 2 6 2

00 (М
 і С

О
Ю
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§ 5. Розв’язування систем п рівнянь з п невідомими

Правило Крамера. Встановивши основні властивості і способи об
числення визначників матриць будь-якого порядку, повернемося до 
основної задачі — розв’язування і дослідження систем рівнянь пер
шого степеня. Почнемо вивчення цього питання з розбору того основ
ного випадку, коли кількість рівнянь збігається з кількістю невідомих.

Нехай задано систему

ап*1 + а 12* 2 + - +«!„*„ =&,.
Л21Х1 +а22Х2 + + 02пХп =Ь2,

Л і ^ . + « Л + -  + «ЛА  =К-

(15)

Приймемо, що система (15) має який-небудь розв’язок і потрібно 
тільки знайти його. Позначимо через А  основну матрицю системи:

„ \аи а і2 -  *1я
°21 а 22 **• а 2п

<*.1 а п2 а пп

Помножимо всі члени першого рівняння системи (15) на А п — 
алгебраїчне доповнення елемента ап матриці А , всі члени другого 
рівняння системи (15) на А 21 — алгебраїчне доповнення елемента а21 
матриці А , нарешті всі члени п-го рівняння системи (15) на А п1 — 
алгебраїчне доповнення елемента ап1 матриці А. Тоді дістанемо систему

а ііА і*1 + а і2^1*2 + ••• + аіп^11Хп “  ^1^11*
а21-̂ 21Х1 + °22А 21Х2 + - + а2пА21Хп = М и .

+ап2А тх 2 + — = К А і -  
Додамо почленно всі рівняння системи:

(15')

( п \  ̂ п ^ ґ п_ \
І * п А і *1 + ^  аі2^і1 х 2 + ...+

1/=1 ) 1і=1 ) /
Відповідно до теореми про алгебраїчні доповнення маємо

п п п

Х а ,Л і  = <іеі;А, Х а (2А(1 = 0, Х а іяАа = 0.
1=1 і =1 і=1
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Тому одержане рівняння можна переписати у вигляді
п

*Г  йеі; А = Х &Д і-
І = 1

Розглянемо матрицю
Ьг а 12 ... а,

К а 22 ... а.

К а п2 ... а,

Б 1 =

здобуту з матриці А заміною елементів першого стовпця стовпцем 
вільних членів рівнянь системи. Розкладаючи беї В 1 за елементамип
першого стовпця, дістанемо беї В 1 = а тому х х • беї А  = беї В г

х—1

Аналогічно, помноживши рівняння системи (15) відповідно на А і2 
(і = 1 , 2 , ... ті) і додаючи їх, одержимо х 2• беї А = беї В2, де

ґ г. и Л \

в 2 =

Роблячи так само і в подальшому, дістанемо систему рівнянь

а п Ь , • • • а іп

*21 Ь2 -  а 2п

... ... ..................

а п1 К -  а пп

х х • беї А  = беї В1, 
х 2 • беї А  = беї В2,

(16)

х п • беї А = беіВ л,

де матрицю Вк одержано з А заміною Л-го стовпця стовпцем вільних 
членів. Очевидно, будь-який розв’язок системи (15) є і розв’язком 
системи (16).

Покладемо тепер, що визначник основної матриці системи не до
рівнює нулю. Тоді система (16) має єдиний розв’язок

_ беІВ і 
беї А ’

і = 1 , 2 , . . . ,  п. (17)

Нагадаємо, що формулу (17) одержано з припущенням, що систе
ма (15) має розв’язок. Безпосередньою підстановкою знайдених зна
чень х { у систему (15) можна переконатися в тому, що вони є розв’яз
ком системи (15) і, отже, в припущенні, що беї А * 0, система (15) має 
розв’язок і при тому єдиний.

Теорема Крамера. Якщо визначник основної матриці системи 
п рівнянь першого степеня з п невідомими відмінний від нуля, тоді
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система має єдиний розв’язок. При цьому значення кожного з не
відомих дорівнює частці від ділення визначників двох матриць: в 
знаменнику стоїть визначник основної матриці системи, а в чи
сельнику — визначник матриці, одержаної з основної матриці сис
теми заміною стовпця, що відповідає вибраному невідомому, стов
пцем вільних членів.

Із цієї теореми виходить, що якщ о система рівнянь однорідна, 
тобто вільні члени у всіх рівняннях системи дорівнюють нулю, і 
якщо визначник основної матриці системи відмінний від нуля, тоді 
система має тільки нульовий розв’язок. Дійсно, в такому випадку 
матриці, визначники яких стоять в чисельнику формули (17), містять 
стовпець, який включає в себе лише нулі, і, отже, всі числа х1 дорівню
ють нулю. Із доведеного випливає така теорема.

Якщо система п однорідних рівнянь першого степеня з п невідо
мими має хоча б один ненульовий розв’язок , тоді визначник основ
ної матриці системи дорівнює нулю.

Дійсно, якби цей визначник був не рівний нулю, тоді система мала 
б тільки нульовий розв’язок, що суперечить умові.

У подальшому ми доведемо, що рівність нулю визначника систе
ми є не тільки обов’язковою та необхідною умовою існування нену- 
льового розв’язку, а й умовою, достатньою для існування такого роз
в’язку. Інакше кажучи, якщо визначник системи однорідних рівнянь 
дорівнює нулю, тоді система має ненульовий розв’язок (і при цьому 
нескінченну множину таких розв’язків).

Розв’язування і дослідження систем рівнянь першого степеня 
методом повного виклю чення (метод Гаусса). Формули Крамера да
ють можливість, використовуючи спосіб обчислення визначників, 
знайти числові значення розв’язку системи рівнянь у випадку, коли 
визначник основної матриці системи відмінний від нуля. Проте прак
тичне застосування цих формул у багатьох випадках ускладнене. 
Перш за все потрібно відмітити, що для знаходження розв’язків за 
формулою (17) треба обчислити п + 1  визначник л-го порядку, що 
являє собою досить трудомістку роботу, навіть при використанні тих 
способів, про які йшлося в § 4. Однак основним є те, що у випадку, 
коли коефіцієнти рівняння задані наближено (в реальних задачах 
це буває майже завжди), похибка розв’язку може бути досить вели
ка. Це пояснюється тим, що доданки, як і входять до кожного з ви
значників, через які визначається розв’язок системи, можуть бути 
досить великі (нагадаємо, вони є добутком п співмножників — різних 
коефіцієнтів розширеної матриці системи), а сам визначник — ал
гебраїчна сума таких доданків — може бути малий. Навіть в тому 
випадку, коли коефіцієнти в системі вихідних рівнянь відомі точно, 
але самі обчислення ведуться з урахуванням лише заданого числа 
значущих цифр, ми з тих самих причин зможемо одержати досить 
2 Васильченко І. П.
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великі похибки в результаті. А тому при практичному розв’язуванні 
систем рівнянь у більшості випадків використовують не формули 
Крамера, а інші способи обчислень.

У даному курсі ми розглянемо метод повного виключення стосов
но розв’язування систем рівнянь першого степеня також і в тому 
випадку, коли число рівнянь не збігається з числом невідомих. Про
те викладення цього методу почнемо з основного випадку: якщо 
кількість рівнянь збігається з кількістю невідомих.

Отже, нехай знову задано систему п рівнянь з п невідомими:

“ п * 1 + “ і 2 * 2  + - + “ »..*■ = Ь1>
“ 21*1 + “ 22*2  + -  +  “ 2 , * п  = & 2 .

(18)

а п \ Х \  +  а п2Х 2 +  • • • +  а ппХ т
Оскільки хоча б один з коефіцієнтів ап відмінний від нуля (інакше 

до системи взагалі не входило б і рівняння в системі можливо 
міняти місцями, тоді без будь-якого обмеження загальності можна 
покласти, що ап * 0. Поділимо перше рівняння системи на аи і при
ведемо ЙОГО ДО ВИ ГЛЯ ДУ  Х 1 + ^ 2*2  +  •••+ < * { п * п =  &}1*» ДЄ

„о) _ ілп _а1к ~ » “
Сіл у Ллл

Умножаючи всі члени одержаного рівняння на ап і віднімаючи з 
і-го рівняння системи (18), дістанемо нову систему

1  • *і + а™х2 +..
0  • х 1 + а $ х 2 + ..

.0 * 1  + “І 2 * 2  + »

+ < ,* „ = » Г \  

+ “ 2 ? * . = ^ .

+ ^ х = Ь [ 1),

(19)

де = аік -  Оцо}!’; Ь((1) = Ь, -  апЬ[1); і = 2 , п; А = 1 , 2 , п.
Оскільки рівняння системи (19) здобуті як лінійні комбінації 

рівнянь системи (18), то будь-який розв’язок системи (18) є також і 
розв’язком системи (19). Разом з тим, оскільки

а = а{1)а Ь = Ь{1)а а = л(1) + л а{1) Ь = Ь(1) + а Ь{1)а 1к а 1Аа 11> ° \  и \ а 11> а ік а ік ^  а 1\а \к  >°1 и і ^  и і \ ° \  >

то рівняння системи (18) можна здобути як лінійну комбінацію 
рівнянь системи (19). Отже, будь-який розв’язок системи (19) є і роз
в ’язком системи (18). Таким чином, системи (18) і (19) рівнозначні. 
(Лінійною комбінацією двох рівнянь спх 1-\- с12х2 + ... + с1пх п = (1Х і
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С2\Х\ + с2 2 * 2 + — +  с 2пх п = ( і 2 називатимемо рівняння Х,(сп^  + С1 2 д:2+ ... +
+  СШХ п)  +  К ( С21Х 1 +  С22Х 2 +  —  +  С2пХ п> =  \ * і +  \ й 2 ' Д Є \  ТЙ \  ~  Ч И С Л Я .)

Порівняймо тепер визначники І ) 1 і і ) 2  основних матриць систем
(18) і (19). Перший рядок основної матриці системи (19) одержано з 
першого рядка основної матриці системи (18) діленням на ап . Така 
операція відповідає діленню Ох на аи . Інші рядки здобуті відніманням 
з відповідних рядків основної матриці системи (18) величин, про
порційних першому рядку. Ця операція не змінює величини виз
начника. Звідси виходить, що визначник І >2  основної матриці системи

А_
(19) дорівнює . А тому І>2* 0, якщо £>. * 0, і І >2  = 0, якщ о £>. = 0.

а і 1

Зазначимо, нарешті, що обчислення ми проводили тільки з коефі
цієнтами рівнянь системи (18), тому немає потреби писати самі рів
няння. Достатньо написати лише розширену матрицю системи і 
перетворити тільки елементи цієї матриці.

Будемо позначати перехід від однієї розширеної матриці до іншої, 
тобто фактично перехід від однієї системи рівнянь до системи, їй 
рівнозначної, символом <=> або ~. Тоді проведені операції можна 
записати так:

а п  а і2 ... а1п *і ) ґ і а{1)а 12 -  « її
а 21 а 22 • ••  а 2п Ь2 <=> 0 «22  • •• * її

а п2 ... а• ••  **пп 0 « її •-  « її ьт
п У

Приймемо спочатку, що визначник І > 1 основної матриці системи 
(18) відмінний від нуля. Тоді, як  сказано вище, В г * 0, а тому в 
крайньому випадку одне з чисел аЦ] (і = 2 , ..., п) відмінне від нуля, 
оскільки якби всі аЦ] дорівнювали нулю, дорівнював би нулю і 
визначник І >2  основної матриці системи (19).

Оскільки рівняння в системі (19) можна поміняти місцями, тому 
без обмеження можна покласти, що * 0. Поділимо друге рівняння 
системи (19) на а2 2  » помножимо одержаний рядок на а^  (і = 1, 3, 4, ... 
...» п) і віднімемо від і-го рядка.

Тоді матимемо

ґ і 0 « ї ї  •'.. « ї ї ь{2)>

в 3 =
0 1 « ї ї  • .. « її Ь (2 )

и 2

0\ 0 « ї ї .. « її ь(2)" У
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Система рівнянь, що відповідає матриці В3, рівнозначна системі 
(19), а тому і вихідній системі (18). Визначник Б 3  основної матриці 
цієї системи відмінний від нуля, оскільки відмінний від нуля ви
значник Б 2. З в і д с и  в  крайньому випадку одне з чисел (і = 3, ..., ті) 
відмінне від нуля і можна знову провести ті самі операції, що і ра
ніше. Продовжуючи аналогічні міркування, після п операцій діста
немо матрицю

Ґ 1 0 0 ... 0

В п =
0 1 0 ... 0

, 0 0 0 ... 1 Ь(пП\

Відповідна система рівнянь має вигляд

1  • х х + 0  • * 2  + ... + 0  • хп = Ь[п\
0  • *, + 1  • * 2  + ... + 0  • *_ = ЬІп\

1 2  " 2 (20)

0 • х 1 + 0 • х 2 + ... +1 • х п = Ь(пп).

Її єдиним розв’язком є

х 1 = Ь '? \х2 = Ь ? ,. . . ,х п = Ь'ї\ (21)
Оскільки система (20) рівнозначна системі (18), має єдиний роз

в’язок, то має єдиний розв’язок, що визначається формулами (2 1 ), і 
вихідна система (18).

П риклад 1. Розв’язати систему

+ 2 * 2  -  х з + х4 = 1 ,
2х1 + 3* 2  + 2* 3  -  * 4  = -З, 
* 1  + * 2  + * 3  + 2*4 = 4, 
х 1 -  3 * 2  + 2 * 3  -  2 * 4  = 0 . 

Проведемо перетворення

Ґ1 2 - 1 1 г Ґ1 2 - 1 1 Г

в  =
2 3 2 - 1 - 3

<=>
0 -1 4 - 3 - 5

1 1 1 2 4 0 -1 2 1 3

а - 3 2 - 2 о, ,0 - 5 3 - 3 - 1 ,
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1 0 7 - 5 - 9 ' Ґ1 0 7 - 5 - 9 '
0 1

001 5 0 1 - 4 3 5
<=>

0 0 - 2  4 8

<=>
0 0 1 - 2 - 4

<=>

ІО 0 - 1 7  12 24, ,0 0 - 17 1 2 24,
Ґ1 0 0 9 19' Ґ1 0 0 0 1 '

0 1 0 1 С
Л

- 1 1 0 1 0 0 - 1

<=>
0 0 1  - 2 - 4

<=>
0 0 1 0 0

»

, 0 0 0 - 2 2 - 4 4 , ,0 0 0 1 2 ,
Х2 ~■ - 1 » 00 О = 2 .х 1 = 1;

Зазначимо якщо система однорідна, тобто всі числа Ь. ( і = 1, 2 , п) 
дорівнюють нулю, тоді дорівнюють нулю і всі числа Ь\п). Тому систе
ма (18) має в цьому випадку тільки нульовий розв’язок.

Нехай тепер визначник І ) 1 основної матриці системи (18) дорів
нює нулю. Тоді вже не можна стверджувати, що серед чисел а ^ _1) 
(і = т, т + 1 , ..., ті), одержаних після (т -  1 )-го етапу перетворень, 
буде хоча б одне, відмінне від нуля. Більше того, на якомусь етапі всі 
ці числа обов’язково стануть рівними нулю (інакше ми мали б роз
глянутий випадок). Отже, нехай дістано матрицю

В„._л =

Переставимо т-й стовпець матриці на місце л-го, а всі наступні за 
т -м  стовпцем, крім стовпця вільних членів Ь/(то_1), зсунемо на одне 
місце вліво (така операція, очевидно, означає перестановку невідомих 
у рівняннях системи або їх перенумерацію, що, звичайно, не змінює 
розв’язку системи). В результаті одержимо матрицю

Вт =

['і 0 . •• « ІГ Ц а (т -1 )
и 1{т +1) ... а Г - 11 ь[т-- і Л

0 і  . •• и 2 ( т + 1 ) а{т~х)••• и 2п ьГ -1 )

0 0 . . .  0 а{т~Х)и т ( т + 1) ... а (т_1) С ' -1 )

О 0 . . .  0 а (т-1)и п(т  + 1) . . .  а <т"1)••• **п п ьГ -1 )

/

1 0 -  « і ї а(т) 
. . .  а 1 л ь[т)Л

0 1 ••• а™ а(т) 
. . .  а 2 л ь‘т)

0 0 - .  в«,"» ... 0 Ь™
»

0 0 ... а(т)••• пт ... 0 Ь ? \
^т-і V II І-* II

1 +* 
£ І"сГс а<*т); £ = т ,  т + 1 ,..., п.

Продовжуючи ті самі перетворення, що і раніше, дістанемо кінець 
кінцем матрицю
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Ґ1 0 ... 0 а(п)и 1(к+1) ... «£> ь<п)'
0 1 ... 0 а(п)и 2 (к + і) ... < Ь?

Вп = 0 0 ... 1 а(п)а к (к + 1) ... а « ь? .
0 0 ... 0 0 ... 0 к:\

0 0 ... 0 0 ... 0

Матриці (22) відповідає система рівнянь
і • х [+ о • де;+ . . .+о • - 4 + . . . + < > •  х'п = ь[п\
0 х [ + 1 х '2 + ... + 0 х 'к + а'.

,(») ,х > , + а <»>.

<"> + + а(п) ■ х ' = Ь(л)2(А+1) Л А+1 ^  т  и 2п Д'" и ‘2 »

*і + 0  х 2  + ... + 1 *д;А + #*(*+1) • х к+1 + ... + 0 ^  • д:п - Ь А\  

+ 0д;2 + ... + 0д;А +0*х'к+1 +... + 0-х'п = ЬА”|,

(22)

(23)

х[ + 0 х 2  + ... + 0 л ; А +0* х'к+1 + ... + 0 ^ '  =Ь{пп\
в якій  невідомі х\ відрізняються від невідомих х. в системі (18) 
лише нумерацією. Оскільки система (23) рівнозначна системі (18), 
то висновок про розв’язність системи (18) рівносильний висновку 
про розв’язність системи (23).

Очевидно, що якщо хоча б одне з чисел Ь}п) (і = к + 1, ...» п) не 
дорівнює нулю, тоді рівняння системи (23), а тому і рівняння системи 
(18), несумісні. Якщо всі Ь\п) (і = к + 1, ..., п) дорівнюють нулю, тоді 
рівняння сумісні. При цьому невідомим д:А+1, ... х'п можна надати 
будь-які значення і система матиме такі розв’язки:

г ' =Ь(п)- ( а (п) * + +а(пЧ)х і  -  и х \ а ц к + і ) 1 і  +  . . .  +  и 1 п

г ' =Ь{п)- ( а (п) * + + а (л)Пх 2 °2  І а 2(*+1Г1 +  •••  ^  а 2п * //»

х' =Ь{п)- ( а (п) * + + а (л)Мх к и к Уа к (к + 1 )1 1 +  • * *  +  а кп 11>>

СА+ 1 “ *1 » к̂+2 — І2 , • • • ,  Х п -  Іп

де £2, . . . ,  (/ = П -  Щ — Д О В ІЛ Ь Н І.
Для того, щоб було зручно повертатися до вихідної системи не

відомих, корисно над стовпцями матриць, які одержують при прове
денні перетворень, надписувати позначення відповідних невідомих. 
Вкажемо, крім того, що якщ о вихідна система (18) однорідна, тоді
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всі числа Ь)"] (і = 1, 2, п) дорівнюють нулю. Тому справедливі такі 
два твердження.

1. Система однорідних р івнянь  перш ого ст епеня завжди 
сумісна.

2. Якщо визначник системи однорідних р івнянь  першого  
степеня дорівнює нулю , тоді система має нескінченну множину 
розв’язків.

Приклад 2.
х х + 2 х 2 -  2х3 -  2 х 4 = - 1 ,  

х х + Зх2 -  2х3 -  7х 4 = 2, 
2хх - х 2 + 2х3 + х4 = 3 ,
х х -  х2 + х3 + Здг4  = 0 . 

Проведемо перетворення

1 2 - 2 - 2 - Ґ Ґ1 2  - 2 - 2 - Ґ
1 3 - 2 - 7 2 0 1  0 - 5 3

—
2 - 1 2 1 3

<=>
0 - 5  6 5 5

- 1 1 3 о, <0

0
0

0
01 5 К

Ґ
1 0  - 2 8 “ 7Ї

< ■
1 0  - 2 8 - 7 '

0

6

З

0  0

0

0

1

0

- 5
- 2 0

- 1 0

4
З

- 5
1 0

З
20
1 0

З
З

1 0

0

1

З

- 5
1 0

З
-10

З
10
З

1 0

0  0

Система рівнянь, що відповідає одержаній матриці, має вигляд
, Л Л 4 11 х х + 0 х 2 + 0 х 3 + - х 4 = - - ,

0 • х х + 1 • х 2 + 0 • х 3 -  5х4 = З,
Л 10 10
Олг, + 0 х 2 + 1 -х 3  -  у  * 4  = у ,

0  • х х + 0  • х 2 + 0  • х3 + 0  • х 4 = 0 .
Система сумісна, х4= £ — довільне число. Система має нескінчен

ну множину розв’язків:
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*і = - - ( 1  + 4*), 

х2 = 3 + 5*,

* 3  = ™ ( 1  + *), 

х 4 = *
причому * — довільне число.

Зазначимо, що якби вільні члени в рівняннях були іншими, ніж 
задано в умові, система могла б бути несумісною. Нехай, наприклад, 
Ь4 = 1. Тоді перетворена матриця системи буде

З
- 5
10
З

0

_ 1 _
З
З

1 0

1

і останнє рівняння системи набуває такого вигляду: 0  • лг, + 0  • * 2  + 0  • *3+ 
+ 0  • х4 = 1 , що не має смислу.

Приклад 3.

* 1  + х 2 + х3 + х4 = 0 , 
хг + х 2 + 2*з -  х 4 = -4 , 

х\ + * 2  -  2*з -  3* 4  = 2,
2хх + 2 х 2  -  5*з -  6 * 4  = 6 .

Проведемо перетворення
І 1 1 1 0 ' 1 1 1 1 0 '

1 1 2  - 1  - 4 0 0 1 - 2 - 4
<=> <=>

1 1  - 2  - 3 2 0 0 - 3 - 4 2

2 2  - 5 - 6 1° 0 - 7 - 8

«3 * 4 * 2
> (*г *3 * 4 « 2

1 1 1 1 0 1 0 3 1 4
0 1 - 2 0 - 4 <=> 0 1 - 2 0 - 4
0 - 3 - 4 0 2 0 0 - 1 0 0 - 1 0

0 - 7 - 8 0 6 0 0 - 2 2 0 - 2 2
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* 1 * 3 * 4 * 2
N

ґ * і * 3 * 4 * 2
\

1 0 3 1 4 1 0 0 1 1

0 1 - 2 0 - 4 0 1 0 0 - 2

0 0 1 0 1 0 0 1 0 1

0 0 - 2 2 0 - 2 2 ] 0 0 0 0
° )

Система сумісна, х2 = ї — довільне число; х х = 1 -  *, х2= *, х 3 = -2 ,
*4 = 1 .

Розглянутий метод без будь-яких змін переноситься і на той ви
падок, якщо кількість невідомих не збігається з кількістю рівнянь.

Контрольні запитання і завдання

1 . Запишіть формули Крамера.
2. В якому випадку застосовується правило Крамера? За яких 

умов система лінійних алгебраїчних рівнянь має єдиний розв’язок?
3. Що можна сказати про систему рівнянь, якщ о її визначник 

дорівнює нулю?
4. За яких умов однорідна система п лінійних рівнянь з п невідо

мими має ненульовий розв’язок?
5. У чому полягає метод Гаусса розв’язування систем лінійних 

рівнянь?

Приклади розв’язування задач

1.20. Розв’язати систему

Зхх + 2 х 2 = 7, 
4*! -  5* 2  = 40.

Обчислимо визначник системи 

З 2

сієї А  = = 3 (-5) - 4  2 = - 1 5 - 8  = -23 .
4 - 5

Оскільки визначник системи відмінний від нуля, застосуємо прави
ло Крамера. Для обчислення визначника сіеі В 1 замінимо стовпець

визначника системи стовпцем із вільних членів 40 Маємо
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й е і ^  =
7 2

40 -  5|
= 7(-5) -  40 2 = -35  -  80 = -115 .

Визначник сієї В2 дістанемо заміною стовпця
2  '

визначника

системи стовпцем із вільних членів:
З 7

сіеі В2 =
4 40

= 92.

Згідно з правилом Крамера знаходимо *і
-115 = 5; * 2  = 92

23 -2 3
Сукупність чисел (5; -4 )  є єдиним розв’язком даної системи. 
1.21. Розв’язати систему

2х1 + 5д: 2  -  8 *з = 8 ,
4*, + 3* 2  -  9*з = 9,
2*, + 3*2 -  5*з = 7.

Визначник з коефіцієнтів системи відмінний від нуля:
2  5 - 8

сієї А = 4 3 " 9 
2 3 - 5

-  ( - 8 ) • 3 • 2 -  5 • 4 • ( -5 )  -  2 • 3 • (-9 ) = -14  * 0. 
Тому можна застосувати правило Крамера:

= -4 .

= 2 • 3 • ( -5 )  + 5 • (-9 ) • 2 + ( - 8 ) • 4 • 3 -

8  5 - 8 2  8 - 8

<1еіВ1 = 9 3 - 9  
7 3 - 5

= -42; сіеі В2 = 4 9 - 9  
2 7 - 5

СІеїВд =
2 5 8  

4 3 9 
2 3 7

= -14 .

= -28;

Звідси знаходимо х і =
-42

- 1 4
= 3 ; * , = -28

- 1 4
= 2

- І 4  ,* , = ------= 1 ,
- 1 4

Сукупність чисел (3; 2; 1) є єдиним розв’язком системи.
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1.22. Розв’язати систему

Зхг + 4х2 + 5лг3 + 7*4 = 1,
2х1 + 6*2 -  З*3 + 4*4 = 2,
4*х + 2*2 + 13*з + Ю*4 = О,
5*х +21*з +13*4 = 3.

Випишемо розширену матрицю системи
г3 4 5 7 г ґ3 4 5 7 Г

2 6 - 3 4 2 2 6 - 3 4 2

4 2 13 1 0 0 4 2 13 1 0 0

5 0 2 1 13 Зі 1° 0 0 0 4)
(4-й р. + 2-й р. -  1-й р. -  3-й р.)

Неважко побачити, що визначник з коефіцієнтів системи дорів
нює нулю, оскільки четвертий рядок його складається з нулів. Остан
ній рядок розширеної матриці свідчить про те, що система несумісна. 

1.23. Розв’язати систему

х х + 2 * 2  + 3*з + * 4  = 0 ,
2хх + 3 * 2  + * 3  -  2 * 4  = 1 ,
* !  -  2 * 2  -  3 * з  +  * 4  = 2 ,  

Зхі + * 2  -  5 * 3  -  * 4  = 0 .
Випишемо розширену матрицю системи

1 2 3 1  ... 0 " (1 2 3 1 ... 0 '
2 3 1 - 2  ... 1 0  - 1  - •5 - 4 ... 1

1 - 2 - 3 1  ... 2 0 - 4  - 6 0 ... 2

3
V 1 - 5 - 1  ...

(2 -й р.
0

-  2 • 1-й р., 3-й і
0  0  -

V
і. -  1 -й р.

3
»

0 ... - 3  
(3-й р. : ( - 2 ),

4-й р. 2-й р. -  3-й р.) 4-й р. : (-3

Ґ1 2 3 1  ... 0 " гі 2 1  3 ... 0

0 -1 - 5 - 4  ... 1 0 - 1 - 4  - 5 ... 1

0 2 3 0  ... - 1 0 0 - 8  - 7 ... 1

0 0 1 0  ... 1 0 0 0  1 ... 1

(2 • 2-й р. + 3-й р.)
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У результаті всіх перетворень дана система лінійних рівнянь 
зводиться до трикутного вигляду:

х 1 + 2х2 + х 4 + Злг3  = 0,
-  * 2  -  4 * 4  -  5*3 = 1,

-  8 * 4  -  7*3 = 1,
*з — 1 .

Вона має єдиний розв’язок: * 3  = 1, *4= -1 , *2= -2 , х 1 = 2.

1.24. Розв’язати систему
*! + 2*2 + 3*з + *4 =3,
х г + 4 * 2  + 5 * 3  + 2 * 4  = 2 ,

« 2хг + 9 * 2  + 8 * 3  + 3 * 4  = 7,
3х1 + 7 * 2  + 7*з + 2 * 4  = 1 2 ,
5*х + 7*2 + 9*з + 2*4 = 20.

Проведемо перетворення
1 2 3 1 3 1 (1 2 3 1 3 1 ( і 2 3 1 3^
1 4 5 2 2 0 2 2 1 - 1 0 1 - 2 - 1 3

2 9 8 3 7 <=> 0 5 2 1 1 <=> 0 2 2 1 - 1 <=>
3 7 7 2 1 2 0 1 2 - 1 3 0 5 2 1 1

5 7 9 2 2 0 0 -3 6 -3 5 0 -3 - 6 -3 5) / к )
Г 1 0 0

1 з п
Г1 0 7 3 - з 4 2 6

0 1 - 2 -] 1 3 0 1 0 0
2

О

<=> 0 0 6 3 -7 <=>
1

2

о
7

0 0 1 2 6 -14 0 0 1
і
в

0 0 - 1 2 - 6 14 0 0 0 0 0

V /
0 0 0 0 0V /

РІВНЯННЯ сумісні, * 4  = £ — довільне ЧИСЛО, * 1  = — * + —  , Х2 =
о СО

 І 
со
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1.25. Роз’вязати систему

х 1 + 2х 2 + х 3 -  х 4 =1,
- х 1 + Зх2 - х 3 + 2 х 4 = -4 , 
2х1 + х2 - * 3  + х4 = - 1 . 

Проведемо перетворення

Ґ1 2 1 - 1 г Г 1 2 1 - 1 Г Ґ1 0 5 -7 1 Г
1 3 - 1 2 -4 <=> 0 1 - 2 3 -5 <=> 0 1 - 2 3 -5
2\ 1 - 1 1 - 1 ) 0 -3

/
-3 3 -3 ) ч

0 0 -9 1 2 -1 8 У

1 0 5 -7
\

1 1

1 0 0
1

3
\

1

0 1 - 2 3 -5 <=> 0 1 0
1

з - 1

0 0 1
4
3

2
0

1

0 1
4
3

2

У
Система сумісна, х 4 = * — довільне число, х 1 = — * + 1, х 2 = -  — * -  1, 

4  3 3
х 3 — ■■ і + 2, Х4 — і .

1.26. Розв’язати систему
*! + 2*2 -  *3 + 3* 4  = 0, 
2*1 -  * 2  + 2*3 -  4 * 4  = 0,

« * 1  +  * 2  +  2 * 3  +  * 4  = 0 ,

* 1  + 5 * 2  + * 3  + 9 * 4  = 0 ,

* 1  -  5 * 2  -  2 * 3  -  1 1 * 4  = 0 . 
Проведемо перетворення

Ґ1 2 - 1 3 (Г (]1 2 - 1 3 О") Г1 2 - 1 3 0 "
2 - 1 2 - 4 0 0 - 5 4 - 1 0 0 0 1 - 3 2 0
1 1 2 1 0 <=> 0 - 1 3 - 2 0 0 - 5 4 - 1 0 0
1 5 1 9 0 0 3 2 6 0 0 3 2 6 0
1V - 5 - 2  - 11 °> 0 - 7 - 1 - 1 4 1° - 7 - 1 - 1 4 °>

'1 0 5 - 1 с '1 0 5 - 1 0 у '1 0  0 - 1 0 >
0 1 - 3 2 с> 0 1 - 3 2 0 0 1 0 2 0

<=> 0 0 - 1 1 0 с> > 0 0 1 0 0 0 0  1 0 0 .
0 0 11 0 с> 0 0 11 0 0 0 0  0 0 0

1° 0 - 2 2 0 с)
)

0 0 - 2 2 0 °> 0  0 0

Система сумісна, * 4  = і — довільне число, х 1= і, *2= -2 і , * 3  = 0 , *4= і.



Задачі і вправи для самостійної роботи

Розв’язати системи за правилом Крамера.

1 . 2 7 .  Гз*, -  бх2 = 1 3 ,  

[ 2 * !  +  7 х 2 =  8 1 .

1.28. ҐЗ*, -  4 х 2 = 1,
[З*! +  4 х 2 = 17.

1.29.

1.31.

7*! + 2* 2  + 3*з = 15, 1.30.
5*, -3*2  +2*з =15,
10*, - 11* 2  + 5*з = 36.

4*, + 4*2 + 5*з + 5* 4  = 0, 1.32. 
2*, + З* 3  -  * 4  = 10,
*, + * 2  -  5*з = - 1 0 ,
3 * 2  + 2 *з = 1 .

*, + * 2  -  2 *з = 6 ,
2 *, + 3*2 -  7*з = 16,
5*, +2*2 + * 3  = 16.

2*, -  * 2  + З* 3  + 2*4 = 4, 
З*, + 3*2 + З* 3  + 2 * 4  = 6 , 
З*, -  * 2  -  * 3  -  2 * 4  = 6 , 
З*, -  * 2  + 3*з -  * 4  = 6 .

Розв’язати системи методом Гаусса (метод послідовного виклю
чення невідомих).
1.33. *, + 2*2 + 3*з + *4 =0,

2*, + 3*2 + *3 -  2*4 = 1,
*, -  2*2 -  3*з + *4 =2,
З* ,  + * 2  -  5 * 3  -  * 4  = 0 .

1 . 3 4 , 12*, +14*2 ~ + 23*4 + 27*5 = 5,
16*, +18*2 ~ 2 2 *з + 29*4 + 87*5 = 8 ,
18*, + 20*2 ~ 21*з + 82*4 + 41*5 = 9, 
їв*, + 12*2 -  16*з + 20*4 + 23*5 = 4.

1.35

1.37

З*, + 4*2 + 5*з + 7*4 = 1, 1.36.
2*і + 6 * 2  -  З * 3  + 4*4 = 2,
4*, + 2*2 + 13*з + 19*4 = 9.
5*і + 21*з + 13*4 = 8.

2*і + 3*2 -  * 3  + * 4  =1, 1.38.
8*, +12*2 ~ 9*з + 8*4 = З,
4*, + 6 * 2  + З* 3  -  2*4 = З,
2 *, + 3*2 + 9*з -  7*4 = 3.

*і + З* 3  -  3*4 = - 6 ,
2 *, + * 2  + * 3 -  5*4 = 8 ,
З*, -  5*2 -  2*з -  5*4 =17,
12*2 + 7*з -  7*4 = -9 .

*, -  5*2 -  8 *з + * 4  =3,
З*, + * 2  -  З* 3  -  5*4 = 1 ,
*і -  7*з + 2*4 = -5,
11*2 + 20*з — 9*4 = 2.
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§ 6. Ранг матриці, теорема про сумісність систем рівнянь першого 
степеня

Для дослідження багатьох питань, пов’язаних з розв’язанням 
систем рівнянь першого степеня, часто вводять поняття ранг мат
риці.

Означення. Рангом матриці називається найвищий порядок 
відмінного від нуля визначника квадратної субматриці, отриманої 
із заданої матриці викреслюванням деяких рядків і стовпців.

Розглянемо, наприклад, матрицю
1 3 0  4"
3 2 0 1 .
1 3  0 4V У

Викресленням будь-якої кількості рядків і стовпців неможливо 
одержати із заданої матриці квадратну матрицю порядку вище тре
тього. Звідси випливає, що ранг її не може бути більше 3. Однак, 
викреслюючи один із стовпців, ми одержуватимемо квадратні мат
риці, які мають два однакових рядки, а тому їх визначники дорівню
ватимуть нулю. Отже, ранг вихідної матриці менше 3. Викресливши, 
наприклад, третій і четвертий стовпці і третій рядок, дістанемо квад-

ратну матрицю визначник якої не дорівнює нулю. Отже, всі

визначники субматриці третього порядку дорівнюють нулю, але се
ред визначників матриць другого порядку є відмінний від нуля. Та
ким чином, ранг вихідної матриці дорівнює 2 .

Д о в е д е м о  т е о р е м у :  ранг матриці не змінюється при лін ій
них операціях з її рядками.

Дійсно, лінійні операції з рядками якої-небудь матриці приво
дять до тих самих лінійних операцій з рядками будь-якої субматри
ці. Проте, як указано вище, при лінійних операціях з рядками квад
ратних матриць визначники цих матриць отримують один з одного 
множенням на число, відмінне від нуля. Звідси нульовий визначник 
залишається нульовим, а відмінний від нуля — відмінним від нуля, 
тобто не може змінитися найвищий порядок відмінного від нуля 
визначника субматриць. Не впливає, очевидно, на ранг матриці і пе
рестановка стовпців, оскільки така перестановка може впливати лише 
на знак відповідних визначників.

Із доведеної теореми виходить, що розглянуті в § 5 перетворені 
матриці мають той самий ранг, що і вихідні. Тому ранг основної 
матриці системи рівнянь першого степеня дорівнює числу одиниць 
на головній діагоналі перетвореної матриці.
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Д оведемо тепер теорем у про сумісність систем рівнянь першого 
степеня (теорема Кронекера — Капеллі): для того щоб система 
рівнянь першого степеня була сумісна, необхідно і достатньо, щоб 
ранг розширеної матриці збігався з рангом основної матриці.

Нехай ранг основної матриці системи дорівнює к. Якщо ранг 
розширеної матриці системи також дорівнює к , то або система містить 
тільки к рівнянь, або всі числа Ь/л) (і = к + 1 , п) у перетвореній 
матриці дорівнюють нулю (в противному випадку ранг розширеної 
матриці перетвореної, а тому і вихідної системи був би к + 1 ).

Припустимо, що ранг перетвореної (а тому і вихідної) розширеної 
матриці системи більше к , тобто більше ніж число одиниць на головній 
діагоналі перетвореної матриці. Тоді існує хоча б одна субматриця 
(й + 1)-го порядку, визначник якої не дорівнює нулю. Така субматриця 
може бути одержана тільки  додаванням до одиничної матриці 
порядку к (що знаходиться в лівому верхньому куту перетвореної 
матриці) якого-небудь одного рядка і стовпця, що складається з пер
ш их к вільних членів рівнянь перетвореної системи і будь-якого 
одного вільного члена з наступних п -  к рівнянь. Щоб визначник 
указаної субматриці був відмінний від нуля, відмінним від нуля має 
бути і цей останній доданий елемент, тобто число ь/п) (і = к + 1 , ..., п). 
Однак, як було доведено раніше, в цьому випадку (при Ь/л)* 0) система 
несумісна. Отже, система сумісна тоді і тільки тоді, коли ранг основної 
матриці збігається з рангом розширеної матриці.

Контрольні запитання і завдання

1. Що називається рангом матриці?
2. Що називається розв’язком системи лінійних рівнянь?
3. Які системи називаються сумісними (визначеними, невизначе- 

ними), несумісними?
4. Сформулюйте теорему Кронекера — Капеллі.
5. Як змінюється ранг матриці при лінійних операціях з її ряд

ками?
6 . Які ви знаєте способи знаходження рангу матриці?
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Приклади розв’язування задач

1.39. Обчислити ранг матриці з допомогою елементарних пере
творень

(З 2  1  2 Л
А  = 2  0  

0 4

1

- 1

5

/ 3 2 1 2 ' '  3 1 1 2 ' '  0  1 0 0 '
А  => 2  0 - 1 1 => 2 0 - 1 1 => 2  0 - 1 1  ,

- 6  0  3 - 3 - 6 0 3 -3 - 6  0 3 - 3у У У
(3-й р. -  2  • 1 -й р.) (2 -й ст. : 2 ) ( 1 -й ст. - 3 • 2 -й ст.,

3-й ст. -  2-й, 4-й ст. -  2 • 2-й ст.)

де знак => вказує, що з єднані ним матриці одержують одну з одної 
елементарними перетвореннями, а тому вони мають один і той са
мий ранг.

Далі додамо до 3-го рядка добуток (3 • 2-й рядок), 1-й стовпець 
поділимо на 2, додаючи його до 3-го стовпця і віднімаючи з 4-го. 
Переставивши місцями перші два стовпці, матимемо

' 0 1 0 0 " ' 0 1 0 0 ' ' 1 0 0 0 "
А  => 2 0 - 1 1 => 1 0 0 0 => 0 1 0 0

0\ 0 0 0 ) 0 0 0 0 ) 0 0 0 0 /
Ранг матриці А дорівнює 2, тобто г = 2.
1.40. За допомогою елементарних перетворень обчислити ранг 

матриці.
25 31 17 43 ' '25 31 17 СО

75 94 53 132 0 1 2 3
75 94 54 134 0 0 1 2

25 32 2 0 48 , о 1 3 5
([2 -й р. -- 3 1 -й р. , 3-й р. -  2-й Р-> 4-го Р- ~ 1 -Й ]

'25 31 17 4 3 '
=> 0 1 2 3

0 0 1 2\  і /
(4-й р. відкинемо, оскільки 4-й р. = 2-й р. + 3-й р.)
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Отримуємо г = 3, бо визначник трикутної матриці з перших трьох 
стовпців не дорівнює нулю.

Обчислення ранга матриці методом обрамлення. Вибираємо в 
даній матриці мінор другого порядку, відмінний від нуля. Потім 
обчислюємо мінори третього порядку, які обрамляють (містять в собі) 
вибраний, поки не знайдемо серед них відмінного від нуля. Далі 
обчислюємо мінори четвертого порядку, які обрамляють відмінний 
від нуля мінор третього порядку, поки не знайдемо серед них від
мінний від нуля, і т.д. Якщо знайшли відмінний від нуля мінор г-го 
порядку, а всі мінори (г + 1 )-го порядку, які його обрамляють, дорів
нюють нулю або їх уже немає, то ранг матриці дорівнює г.

1.41. Обчислити ранг матриці
Ґ1 3 5 - Г
2 - 1 - 3  4
5 1 - 1  7 '
7 7 9 1\ /

Викреслимо 3-й рядок, оскільки 2 • 2-й р. + 1 -й р. = 3-й р. 
Отримуємо

' 1 3  5 - Г
2 - 1 - 3  4 .
7 7 9 1V /

Виберемо, наприклад,
1

2
З

- 1

* 0 .

Обчислимо мінори третього порядку, як і обрамляють його:

1 3 5 1 0 0

2 - 1 - 3 2 - 7 -1 3 7 13

7 7 9 7 -1 4 -2 6 14 26

(2-й ст. -  3 • 1-й ст., 3-й ст. -  5 • 1-й ст.)

1  З
2 - 1
7 7

- 1

4
1

* 0 .

Мінор третього порядку відмінний від нуля. Він міститься у ви
значнику четвертого порядку заданої матриці, який дорівнює нулю. 
Отже, г = 3.
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1.42. Розв’язати системи рівнянь:
51

а)

в)

х х + 2 х 2 + Зх3 = 2, 

х \ -  х 2 + хз ~ 0 » 
х х + Зх2 -  х 3 = -2,
Зхх + 4 х 2 + Зх3 = 0; 

х х +  2 х 2 +  З* 3  -  х 4 = 0 , 
х х -  х 2 + х 3 + 2 х 4 = 4 ,  

х х + 5* 2 + 5лг3  -  4 х 4 = - 4 ,  

х х + 8 * 2  + 7х3 -  7 х 4 = 6 .

б) х х + 2 х 2 + З* 3  -  * 4  = 0 , 

х х ”  Х 2 + х з + 2 * 4  = 4» 
х х + 5лг2 + 5лг3  -  4 х 4 =  - 4 ,

х х + 8 * 2 + 7х3 -  7 х 4 =  -8;

а) Тут г{Л) = 3, г(В) = 3; система сумісна, визначена.
Оскільки

1 2  3
1 - 1  1  = 1 4 * 0 ,
1  3 - 1

тоді з перших трьох рівнянь системи, наприклад, згідно з формулами 
Крамера знаходимо:

х х = - 1 , х 2 = 0 , * 3  = 1 .
б) Тут г(А) = 2, г(В) = 2; система сумісна, але не визначена.

Визначник 1  2  

1  - 1

= - 3 * 0 , і з  перших двох рівнянь системи

Х х +2*2 = -З * 3  + х4, 
хх -  х2 = 4  -  х3 -  2 х 4

знаходимо
8  5

Хі з з х* х4’
4 2

Х2 = " 3  “ з^З
де невідомим х 3 і х4 можна надавати будь-які значення,

в) У цьому випадку г(А) = 2, г(В) = 3; система несумісна.
1.43. Методом Гаусса (послідовного виключення невідомих) роз

в’язати однорідну систему рівнянь
хх + 2лг2  + З* 3  + 4 х 4 + 5 х 5 = 0,
2хх + Зл: 2 + 4*з + 5* 4  + * 5  = 0,

< Зхх + 4 * 2  + 5*д + * 4  + 2 * 5  = 0, 
хх + 3 * 2  + 5*д + 1 2 * 4  + 9 * 5  = 9»
4хх + 5 * 2  + 6 *з -  3 * 4  + 3* 5  = 0 

і знайти її фундаментальну систему розв’язків.
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Випишемо розширену матрицю системи (при цьому нульовий 
стовпець можна не писати). Після зрозумілих перетворень матимемо

Ґ1 2 3 4 5> ( 1 2 3 4 5^
2 3 4 5 1 0 - 1 - 2 - 3 - 9
3 4 5 1 2 => 0 - 2  •- 4 - 1 1 - 1 3
1 3 5 1 2 9 0 1 2 8 4
4 5 6 - 3

1 ° - 3 ■- 6 - 19 " 17і
Ґ1 2 3 4 5] Ґ1 2 3 4 5 '

0 - 1 - 2 - 3 -9 0 1 2 3 9
=> 0 0 0 - 5 5 => 0 0 0 - 1  ]1 ,

0 0 0 5 -5 0 0 0 0  0

1 ° 0 0 - 1 0 ю ]
1 ° 0 0 о о ]

тобто задана система рівнозначна такій:
х1 + 2х2 + Зх3 + 4х4 + 5х5 = 0, 

х 2 + 2 * 3  + 3* 4  + 9 * 5  = 0,
-  * 4  + * 5  = 0 .

Тут г = 3, і три невідомих можна виразити через останні так:
*4= *5’
* 2  =  ~ 2 Х 3 ~  З Х 4 ~  9 * 5 =  “ 2 * 3  “  1 2 * 5 ,

х х = -2 х2 -  Зх3 -  4х4 -  5х5 = х3 + 15х5.
Фундаментальну систему можна одержати, якщ о вільним невідо

мим х 3, х 5 надавати значення х3 = 1 , х ь = 0  (тоді х х = 1 , х 2 = -2 , х4 = 0 ) 
і х 3 = 0, х 5 = 1 (тоді х г = 15, х 2 = -1 2 , х4 = 1). Це дає фундаментальну 
систему розв’язків:

(1, -2 ,1 , о, 0), е2  = (15, - 1 2 , 0 , 1 , 1 ).
З використанням фундаментальної системи загальний розв’язок 

часто записують у вигляді лінійної комбінації розв’язків ех та е2, 
тобто

е = а 1 е1 + а 2 е2  = (ах + 15а2, - 2 а х- 1 2 а 2, а х, а 2, а 2).
1.44. Знайти фундаментальну систему розв’язків системи лінійних 

рівнянь
2хх + Здг2  -  7х3 + Зх4 = 0,
2хх -  Зх2-З х 3 + 5х4 = 0,
2хх + 9х2 - 1 1лг3  + х4 = 0 ,
4хх + 6 л: 2  -  14*з + 6х4 = 0 

та записати її загальний розв’язок.
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Ґ2 3 - 7 З 4

3 '2 - 3 - 3 5 2 3 - 7

2 9 - 1 1 1
0 - 6 4 2

4 6 -1 4 6 )
0 6 - 4 - 2 /

(4-й р. = 2-й р. + 3-й р., 2-й р. -  1-й р., 3-й р. -  1-й р.)

Третій рядок відкинемо. Система звелась до ступінчастої з 
ГОЛОВНИМИ невідомими Х19 Х21 ВІЛЬНИМИ Х3у х 4:

І2х1 + Зх2 = 7х3 -  Зх4,
1 - 6 х 2 = -4 х3 -  2х4.

п 2 1 
З останнього рівняння знаходимо х 2 = — х3 + — х 4 , з першого —

о З
1 5

*і = —(5 * 3  - 4 л:4) = —х 3 - 2 х4. Вільних невідомих два. Тому беремо 
визначник другого порядку з одиничними елементами головної діа-

1  0  

0  1  ‘гоналі і нульовими — побічної:

Візьмемо х3 = 1 , х4= 0. Тоді х г = —, х 2 = —. Дістанемо вектор
2  З

5 2е = ( — , —, 1 , 0 ) .  Д алі візьмемо х 3 = 0, х 4 = 1. Одержимо вектор А З

е2= (-2, 0, 1). Вектори ех і е2 є фундаментальною системою
о

розв’язків.
Тепер загальний розв’язок можна записати у вигляді

,5  0  2  1  ,
£ = <4 «, +о.2е2 = (— а г -2 а г, - а , + - а 2> а ,, а 2).

Надаючи коефіцієнтам а х, а 2 будь-які (довільні) числові значення, 
одержуватимемо різноманітні частинні розв’язки.

1.45.
х\ + х2 -  Злг3  + х4 + х5 = 0, 
х1 -  х2 + х3 + Зх4 -  Зхь = 0 ,

- х1- 2 х2 + Зх3  + 4х4 - 5х5 = 0, 
х1- х3 + 2х4- х5=0, 
хх + Зх 2  -  7х3 -  х 4 + 5х5 = 0.
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Ґ1 1 -3 1 1 > ґ0 1 - 2 - 1 2 '
1 - 1 1 3 -3 0 - 1 2 1 - 2

1 - 2 3 4 -5 0 - 2 4 2 - 4
1 0 - 1 2 - 1 1 0 - 1 2 - 1

1 3 -7 - 1 5 ) 0V 3 - 6 - 3 V
(від усіх рядків віднімемо 4-й р.)

Ґ1 0 - 2  - 1  2 >
0 1 - 1 2 - 1 ’V /

Другий, третій та п ’ятий рядки, які пропорціональні першому, 
викреслимо. В одержаній матриці переставимо перший і другий 
стовпці.

Ранг матриці дорівнює 2.
Головні невідомі х 2 і х 1. Вільні — х 3, х4, х 5. Система тепер має 

вигляд
І * 2 =  2*3  + х4 -  2х5,

1*1 =  *3 -  2*4 +  *8-
Надаючи вільним невідомим послідовно значення, рівні елемен

там стовпців визначника

1 0  0  

0  1 0  

0 0 1

(х3= 1 , х4= 0 , х5= 0 ; х3= 0 , х4= 1 , * 5  = 0 ; *3= 0 , х4  = 0 , х5= 1 ), дістанемо: 
1 ) х 2 = 2 , х 4= 1 ; 2 ) х 2= 1 , х 1 = - 2 ; 3) х 2 = -2 , х 4 = 1 , тобто вектори 
с4 = (1 , 2 , 1 , 0 , 0 ), с2 =  ( - 2 , 1 , 0 , 1 , 0 ), с3  = (1 , - 2 , 0 , 0 , 1 ) складають фунда
ментальну систему розв’язків. Загальний розв’язок системи тепер 
запишеться:

с = а,С! + а 2 с2  + а 3 с3  = ( а , - 2 а 2  + а 3, 2 а , + а 2 - 2 а3, а 4, а2, а 3).

1.46, Здс, + х 2 -  8х3 + 2х4 +х5 = 0 ,
2х4 -  2х 2 -  Зх3 -  7х4 + 2х6 = 0, 
хх +1 \х г -  12х3  + 34х4  -  5х5  = 0, 
х 4 -  5х2 + 2х3 -  16х4 + Зх6 = 0.
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Матриця коефіцієнтів
5 5

' 3 1

2 - 2

1 1 1

1
\

- 5

- 8 2 Г

- 3 - 7 2

- 1 2 3 4 - 5

2 - 1 6 ч

м 2 =
3  1

2  - 2
*  0 .

А =

має ранг г = 2  (перевірте).

Тоді скорочена система матиме вигляд
ІЗ*! +х2 = 8х3 - 2х 4 - х 5,
[ 2 ^  -  2 х 2 =  Зх3 +  7 х 4 -  2 х 5 .

Звідси, прийнявши х 3 = сі9 х4 = с2, х 5 = с3, знаходимо

х і = ^ сі+ § с2-т:сз’1 8 8 2 3
Х2 -Щ~С2 + ^ С3 ‘2 8 1 8 2 2 3

Загальний розв’язок системи

е -

1 9 с + з с _ І С 1

8 Сі + 8  2 2 Сз
7 25 1

8 Сі ---ЇГС9
8  2

+ —Со 
2  3

\ ‘-з У
Із загального розв’язку знаходимо фундаментальну систему роз

в’язків

*і(1 , 0 , 0 ) =

(1 9 ^ ( 3  1
ґ

8 8

7 25
8

1

, е2 (0 , 1 , 0 ) = 8

0

, е3 (0 , 0 , 1 ) =

0 1

0 ) 0 ) V

О
 О

М
|и
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З використанням фундаментальної системи загальний розв’язок 
можна записати у вигляді е = с 1еі + с2е2 + с3ег

Задачі і вправи для самостійної роботи

Обчислити ранги матриць з допомогою елементарних перетворень. 

1.47.

1.49.

3 5 7" 1.48. ґ4 3 2 2 '

1 2 3 0 2 1 1

1 3 5 0 О со 3 )

-1 3 3 - 4 > 1.50. 24 19 36 72 -3 8
4 - 7 - 2 1 49 40 73 147 -8 0

- 3 5 1 0 73 59 98 219 -118
- 2 3 0 [47 36 71 141 -7 2

Обчислити ранги матриць методом обрамлення.

1.51. {2 -1 3 - 2 4^ 1.52. Ґ1 3 5 - V
4 - 2 5 1 7 . 2 -1 - 3 4

2 -1 1 8 2 5 1 -1 7/
7 7 9 1 /

1.53. '3 -1 3 2 5^ 1.54. (1 2  3 4 '
5 - 3 2 3 4 2 3 4 5
1 - 3 - 5 0 - 7 3 4 5 6

7 - 5 1 4 А І4 5 6 7 )

Знайти фундаментальну систему розв’язків і загальний розв’язок.

1.55. З * ! + 2х 2 +х 3 = 0, 
2х1 + 5х 2 + Зх3 = 0, 
Зх, + 4 х 2 + 2х3 = 0.

1.56. х х + 2х 2 + 4д; 3  -  Зх 4  = 0,
З х х + 5х 2 + 6 х 3 -  4 х 4 = 0, 

4 х х + 5х 2 -  2лг3 + З х 4 = 0, 
Зх, + 8х2 + 24*3 -19*4 = 0.
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1.57. 2х1 -  4х2 + 5х3 + Зх4 = 0,
■ Зхг -  6х2 + 4х3 + 2х4 = 0, 
4х 1 - 8х 2 + 17х3 + 11х4 = 0.

1.58. З*! + 2х 2 + х3 + Зх 4  + 5х5  = 0 , 
6 лг1 + 4х2 + Зх 3  + 5х4  + 7х 5  = 0, 
9л;, + 6 х 2  + 5х3  + 7 х 4 + 9х 6  = 0,
Зд:! + 2х2 + 4х4 + 8 х 5  = 0.

1.59. 5х1 + 6 д: 2  -  2х3 + 7х4 + 4хь = 0, 
2дг1 + Зх2 -  х3 + 4х4 + 2х6 = 0, 
7л;, + 9д; 2  -  Зд; 3  + 5д; 4  + 6 д; 5  = 0, 
5х1 + 9х 2 -  Зх 3  + х 4  + 6 х 5  = 0.

1.60. Зх, + 4х2 + х3  + 2х4 + Зхб = 0, 
5х, + 7х2 + х 3  + Зх 4  + 4х5 = 0, 
4х! + 5х2 + 2х3  + х 4  + 5х5 = 0, 
7х! + 1 0 х 2  + х 3  + 6 х 4  + 5х5 = 0

§ 7. Основні операції з матрицями

У § 6  широко застосовувались лінійні операції з рядками і стов
пцями різних матриць. Проте в деяких питаннях лінійної алгебри 
доводиться розглядати операції з матрицями як з єдиним об’єктом.

В основі вивчення операцій з матрицями лежить поняття рівності 
матриць. Будемо виходити з такого означення: дві матриці однієї і 
тієї самої розмірності називаються рівними, якщо рівні всі їх  
відповідні елементи.

Отже, матриці А і  В однієї і тієї самої розмірності п х т  рівні тоді 
і тільки тоді, колиАІІг= Вік,і = 1, 2, ..., п; к = 1, 2, ..., т. При цьому ще 
раз наголосимо, що порівнювати можна лише матриці однієї і тієї 
самої розмірності.

Сумою двох матриць А  і В однієї і тієї самої розмірності п х т  
називається матриця С тієї самої розмірності така, що

(С)Л-СА)Л+ (В )Л. (24)
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Отже, при додаванні матриць (додавати можна тільки матриці 
однієї і тієї самої розмірності) треба складати всі їх відповідні еле
менти.

Оскільки додавання матриць зводиться до додавання чисел — 
елементів цих матриць, очевидно, має місце комутативна й асоціа
тивна властивість:

А  + В = В + А; {А + В) + С = А  + (В + С). (25)
Добутком матриці А  на число X (або числа X на матрицю А) нази

вається матриця В така, що

(В)Л- Ц А )Л. (26)
тобто при множенні матриці на число (або числа на матрицю) по
трібно всі елементи матриці помножити на це число. Нагадаємо, що 
при множенні на число визначника матриці достатньо було помно
жити на це число лише елементи будь-якого рядка (або стовпця).

Легко перевірити, що при множенні матриці на число має місце 
розподільна властивість:

Х(А + В) =ХА + ХВ; (А. + ц)А =ХА + г\А. (27)

Визначимо тепер добуток двох матриць. Нехай дано матрицю А  
розмірності п х т і матрицю В розмірності т хр .

Означення. Добутком матриці А  розмірності п х т н а  матрицю В 
розмірності т х р  називається матриця С розмірності п х р  така, що

т

(С)л = £ ( А ) и(В)і*, (28)
1 = 1

інакше кажучи, для одержання елемента, що знаходиться в і-му ряд
ку і в Л-му стовпці матриці добутку, потрібно обчислити суму добут
ків елементів і-го рядка першого множника і відповідних елементів 
Л-го стовпця другого множника. Отже, для того щоб можливо було 
скласти вказану суму, потрібна рівність кількості стовпців у першій 
матриці (тобто кількості елементів у кожному рядку) кількості рядків 
у другій (тобто кількості елементів у кожному стовпці).

П риклад 1.
' 1 2̂ 1

ґ 2 
-1

г  
2 '

2

і 
о

; в  =
- 1 і

)
/

Знайти А  • В.
Матриця А має розмірність 3 x 2 ,  матриця В — 2 x 2 ;  добуток існує 

— це матриця розмірності 3 x 2 .
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'  1 2 ^ ' 2 (
2 0 Ч -

- 1 1)
- 1 V

V

1 1  + 2 - 2  ' Ґ 0 5^
2  1  + 0 - 2 = 4 2

- 1 ) - 1  + 1 - 2 у - 3 1 /

1 2 + 2( - 1)
2  • 2  + 0 ( - 1 )

- 1  2  + 1 ( - 1 )
Добуток матриць не має переставної властивості: А • Б , взагалі 

кажучи, не дорівнює В -А.
По-перше, з того, що можна обчислити А • В , зовсім не виходить, 

що має смисл В А. Наприклад, у тільки що розглянутому прикладі 
перестановка множників, тобто множення Б  на А неможливе, оскільки 
не можна матрицю розмірності 2 x 2  помножити на матрицю роз
мірністю 3 x 2  — кількість стовпців першої матриці тут не дорівнює 
кількісті рядків другої. Проте навіть якщ о добуток Б  • А існує, то 
нерідко АБ Ф  БА. Розглянемо такий приклад.

Нехай А =

Тоді АБ =

БА =

1  3>І •
. - 1 V
1 2 + 3(-1) 

- 1 2  + 2 ( - 1 )

2  1  + 1 ( - 1 ) 
- 1-1 +  0( - 1)

В = г 2 1

і " 1 0
1 1  + 3 -0  

- 1-1 +  2 0 

2 3 + 1 2  
- 1 3 + 0 2

л ( - і г
- 4 - 1) К

>1
1 Ь'

- 1 - 3
У /

Отже, АБ Ф  БА.
Разом з тим можна довести, що

(А • Б)С = А(Б • С), (29)
А(В + С )= А В  + АС 1 '

(звичайно, береться до уваги, чи всі ці добутки мають смисл).
Відповідно до визначення добутку матриць завжди можливо мно

ження квадратних матриць одного порядку, при цьому добуток буде 
матрицею того самого порядку. Зазначимо без доведення одну з вла
стивостей добутку квадратних матриць одного порядку: визначник 
добутку двох матриць одного і того самого порядку дорівнює 
добутку визначників матриць, що перемножуються.

Дуже часто доводиться розглядати добуток матриці розмірності 
п х т на матрицю розмірності т х 1 , тобто на матрицю з одним 
стовпцем. Очевидно, ми повинні одержати в результаті матрицю 
розмірності / і х і ,  тобто також матрицю з одним стовпцем. Нехай, 
наприклад, потрібно помножити матрицю
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Ч і °\2 ••• ^Ьп ^ ( * і )
А = °21 @22 ••• °2т на матрицю х  = * 2

^ 1 ап2 ••• Оуїт ̂ кХт У

У результаті дістанемо матрицю В  =

(Ьі )
ь2 елементи якої обчис

люються за формулами
т

= а ,,* , +а12х2 + ... + а1тхт = £ а1кх к,
к =1 

т

^2 =  а 21Х 1 +  а 22Х 2 + • • •  +  а 2тХ т =  ^ . а 2кХ к*
к=1

=  « я Л  +  <*п2* 2 +  =  1 а „ А *
* = 1

Проте це означає, що систему рівнянь першого порядку, розгляну
ту в § 5, можна записати в дуже зручній матричній формі: А Х  = В.

Суттєву роль в різних застосуваннях матричної алгебри відіграє 
квадратна матриця, у якої всі діагональні елементи (тобто елементи, 
як і знаходяться на головній діагоналі) дорівнюють 1 , а всі інші еле
менти — нулю. Така матриця називається одиничною матрицею. 
Очевидно, що визначник одиничної матриці

Ґ1 0 0 .. 0 ' 1 0 0 ... 0

0 1 0 ... 0 0 1 0 ... 0

det Е  = сієї 0 0 1 ... 0 = 0 0 1 ... 0

0 0 ... 0 , 0 0 0 ... 1

Характерні такі властивості одиничної матриці. Нехай задана 
квадратна матриця А  порядку п і Е  — одинична матриця того самого 
порядку. Тоді АЕ  = ЕА  = А.

Дійсно, (АЕ ) і 4  = ^ ( А ) и(Е)1к, але (Е)1к =
/=1

0 1 ф к,
1

-аіII
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Тому В сумі X  відмінні від нуля тільки ті складові, для
яких І = к. Отже, (АЕ)ік = (А)ік і звідси АЕ  = А . Аналогічно і для 
добутку ЕА.

Контрольні запитання і завдання

1. Як визначаються лінійні операції над матрицями та як і їх 
властивості? Наведіть приклади.

2. Що називається добутком двох матриць?
3. Які умови накладаються на розмірності матриць при відповід

них операціях над ними?
4. Що таке одинична матриця?
5. Які властивості має операція множення матриць?
6 . Чи можна перемножити матрицю з розмірами 2 х 3 на матри

цю з такими самими розмірами?

Приклади розв’язування задач

1.61. Знайти добуток А  В та В А  двох матриць:

( 4 2 1 3 )

Добуток А  В не існує, бо число стовпців матриці А не дорівнює 
числу рядків матриці Б.

Число стовпців матриці В дорівнює числу рядків матриці А. Отже, 
існує добуток В А:

ґ 1  - 1  2  ̂
3 0 4
2 4 - 3

- 2  5 0

4 2 і з
1 1 0  2

' 4 1  + 2 -3  + 1 2 + 3(-2) 
(-1) -1 + 1- 3 + 0- 2 + 2(-2)

( 1  - 1
2 >

со о 4
2 4 1 СО

- 2  5 0 )
4(—1) + 2 • 0  + 1 -4 + 3 -5
(-1К-1) + 1 0  + 0- 4 + 2- 5

4 • 2 + 2 • 4 + 1(-3) + 3-0  ̂ ґ 6 15 13' 
(-1)2 + 1-4 + 0(-3) + 2 - о ] ~ [ - 2  11 2у'
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1.62. Знайти матрицю 2А  + 5Б , якщо

"3 5 7Ч ґ 1 2 4Л
А  = 2 - 1 0 , В = 2 3 - 2

, 4
3 2І - 1

0 К
Проведемо перетворення:

2 А  + 5Б =
1 1  2 0  34^
14 13 - 1 0  

3 6  9

" 6 1 0 14^ " і 2

4 1

2 А  = 4 - 2 0 , В = 2 3 - 2

, 8
6 V Г 1

0

Задачі і вправи для самостійної роботи

1.63. Знайти добуток А-В і В А  двох матриць.
" 1 0 2 3' "3 2 1 оч

2 1 0 3 , в  =
0 3 4 1

3 2 1 0 0 1 2 3
1 - 1 2 , , 1

0 1 “ 2 ,
1.64. Знайти добуток матриць А  В.

" -3 2 _1] ґ2'
А = 0 - 1 3 , В = 4

1 2 3 - к {*)
1.65. Знайти добутки матриць АВ  і В А , якщо

" 1 3 г " 2 1 0 "
А  = 2 0 4 , В = 1 - 1 2

У 2 з] і 3 2

1.66. Знайти значення матричного многочлена 2А2+ ЗА + ЬЕ при

А  =
" 1 1 2  

1 3  1

,4 1  1

N

У

, якщ о Е — одинична матриця третього порядку.
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§ 8. Обернена матриця. Розв’язування матричних рівнянь

При розгляді дій з матрицями не вводиться операція ділення. 
Однак можна ввести поняття, яке дає змогу дати деякий еквівалент 
цій дії.

О значення . Квадратна матриця В називається оберненою 
квадратній матриці А, якщо добуток А  • В є одиничною матрицею.

Доведемо, що для будь-якої квадратної матриці А, визначник якої 
відмінний від нуля, існує одна і тільки одна обернена матриця, і наве
демо спосіб її обчислення.

Нехай задано матрицю

і сіеі А  * 0. 
Припустимо, що

ап а і2 ... а1п
а 2і а 22 • • * а 2п

... ... ...........
<*п2 •••  а п п )

А і 1̂2 ... О

в  =
&2і 2̂2 ... Ь2п

А і ЬП2 ••• ^ппу

є шуканою матрицею і
Ґ 1 о ... о"

0  1  ... оЕ =

, 0  0  ... 1 ,
— одиничною матрицею того самого порядку п.

Відповідно до умови АВ  = Е , тому для визначення п2 елементів Ьік 
матриці В маємо п систем рівнянь першого степеня, кожна з яких 
містить п рівнянь:
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а 11̂ 12 +  а 12̂ 22 +  ••• +  а \гРп2 -  О* 

а21̂ 12 + а22̂ 22 + ••• + а2п̂ п2 = 1*<

а п1̂ 12 +  а п2̂ 22 +  ••• +  а птРп2 ~
Такі системи мають одну і ту саму основну матрицю А.
Згідно з припущенням сієї А ф 0, тому кожна система має єдиний 

розв’язок, який можна обчислити за формулами Крамера. Оскільки 
в правій частині в кожній системі тільки один елемент дорівнює 
одиниці, а всі інші дорівнюють нулю, то

Ьп =

ьї2 =

А11 ь -  Аігіе їА 9 Ьгі~Аеі А ’ •••» °ПІ

Агі
Леї А 9

Ь -  "̂ 22
° 2 2 " а е і А ’

. . . ,  Ьп2

_  А» ,і.к  = 1 .  2 .  . .. • 1%.

-

_  ^ 2  п
сі еіА

Отже, матриця Б , обернена матриці А, яка позначається частіше 
символом А-1, має вигляд

(ЗО)

Раніше було зазначено, що для довільних матриць А і В А В ф В А. 
Проте можна довести, що А - 1  А = А А-1.

Б  -  І " 1 -  1

( АЛ 11

-^12

^21

^22

-н 
М

с 
с

сіє! А

Ч^-Іл А 2п >1• * * л пл у

Дійсно, (а  - 1 • а ]" = = § а '*А,г

Однак сума добутків елементів будь-якого рядка матриці на ал
гебраїчні доповнення, відповідні елементам другого рядка, дорівнює 
нулю, а сума добутків елементів будь-якого рядка матриці на 
відповідні алгебраїчні доповнення елементів того самого рядка до
рівнює самому визначнику.

, [О, і ф к,
Тому (А • А )ік = ]

[ 1 , і = к.
Отже, А - 1  А = Е = А А-1.
Поняття “обернена матриця” можна використовувати для роз

в’язання матричних рівнянь.
Нехай задано рівняння АХ = Б , де А і Б  — задані квадратні матриці 

порядку п, а X  — шукана квадратна матриця того самого порядку.



Нехай беї А  * 0. Тоді обчислюємо матрицю А - 1  і помножимо ліву і 
праву частини заданого рівняння зліва на А”1:

А - 1  (АХ) = А-1 В.
Оскільки
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А - 1  (АХ) = (А' 1 А )Х
(згідно з асоціативною властивістю множення матриць), то

А - 1  (АХ) = Е Х  = X
і дістанемо

X  = А 1 В.
Для обчислення матриці А-1, оберненої матриці А, можна, звичай

но, використати формули (ЗО). Проте, як правило, значно вигідніше 
використовувати для цього метод повного виключення. Це доцільно 
ще й тому, що всі п систем рівнянь, як і служать для визначення 
стовпців матриці А-1, відрізняються тільки правими частинами. Тому 
процес перетворення розширених матриць цих систем можна про
водити одночасно для всіх матриць.

§ 9. М одель багатогалузевої економіки

У макроекономіці виникає питання, пов’язане з ефективністю ве
дення багатогалузевого господарства: яким має бути обсяг вироб
ництва кожної з п галузей, щоб задовольнити всі потреби в про
дукції цієї галузі? При цьому кожна галузь виступає, з одного боку, 
як виробник деякої продукції, з іншого — як споживач продукції і 
своєї, і виробленої іншими галузями.

Розглянемо процес виробництва за деякий період часу (наприклад, 
рік). Введемо такі позначення:

х. — загальний (валовий) обсяг продукції і-ї галузі (і = 1 , 2 , ..., ті);
х і} — обсяг продукції і-ї галузі, що споживається в у-й галузі в 

процесі виробництва (і, у = 1 , 2 , ..., ті);
уі — обсяг кінцевої продукції і-ї галузі для невиробничого спожи

вання.
Оскільки валовий обсяг продукції будь-якої і-ї галузі дорівнює 

сумарному обсягу продукції, що споживається п галузями, і кінцевої 
продукції, то

х і = Т , х ч +Уі (і = 1 ,2 ,..., в). (31)

Рівняння (31) називається співвідношенням балансу. Розгляда
тимемо вартісний міжгалузевий баланс, коли всі величини, як і вхо
дять до рівняння (31), мають вартісне вираження.
З Васильченко І. П.
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Введемо коефіцієнти прямих витрат

а,7 = —  ( і , / = 1 ,2 , . . . , /і), (32)
х і

як і відображають витрати продукції і-ї галузі на виробництво оди
ниці продукції у-ї галузі.

Можна вважати, що на деякому проміжку часу коефіцієнти аі} 
будуть сталими і залежними від технології виробництва, що склала
ся. Отже, це визначає лінійну залежність матеріальних витрат від 
валового випуску, тобто

х і і =аііх ) (і,; = 1 , 2 , . . . .  л), (3 3 )
внаслідок чого побудована на цій основі модель міжгалузевого ба
лансу одержала назву лінійної.

Позначимо

НV_ Ч і <*12 • -  <*!„' Ґ И Ї

х  = * 2 , А  = <*21 <*22 ' •• <*2п . у  = У 2

X\ п ) Л * <*п2 ••* а пп )

(34)

де X  — вектор валового випуску; А — матриця прямих витрат; У — 
вектор кінцевого продукту. Тоді систему можна записати в матрич
ному вигляді

X  = А Х  -І- У. (35)

Основне завдання міжгалузевого балансу полягає у відшуканні 
такого вектора валового випуску X , який при відомій матриці пря
мих витрат А забезпечує заданий вектор кінцевого продукту У.

Перепишемо рівняння (35) у вигляді

(Е -  А )Х  = У. (36)

Якщо матриця (Е -  А) невироджена, тобто \Е -  А\ * 0 , то

Х  = ( £ - Л ) ' 1 У. (37)
М атриця в  = (Е -  А)~г називається матрицею повних витрат, кож 

ний елемент вц якої є величиною валового випуску продукції і-ї 
галузі, необхідного для забезпечення випуску одиниці кінцевого про
дукту у-ї галузі у .} = 1  (у = 1 , 2 ,..., п).

Відповідно до економічного змісту завдання значення х і мають 
бути невід’ємними при невід’ємних значеннях у1 > 0  та а.. > 0 , де і, у = 
= 1 , 2 ...,л.
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Матриця А  > 0 називається продуктивною, якщ о для будь-якого 
вектора У > 0 існує розв’язок X  > 0 рівняння (32). У цьому випадку і 
модель називають продуктивною.

Існує кілька критеріїв продуктивності матриці А. Один з них полягає 
у тому, що матриця продуктивна, якщо а.. > 0  для будь-яких і, у = 1 , 2 ,..., я, 
і максимум сум елементів її стовпців не перевищує одиниці:

шах
у = 1 , 2 . . . , л

1 ,

причому хоча б для одного зі стовпців сума елементів строго менше 
одиниці:

5 Х  < !•

Контрольні запитання і завдання

1. Дайте означення оберненої матриці.
2. Як можна відшукати обернену матрицю?
3. Які існують способи знаходження оберненої матриці?
4. Запишіть систему лінійних рівнянь у матричному вигляді.
5. Наведіть приклади застосування оберненої матриці.
6 . Як розв’язується система лінійних рівнянь у матричному ви

гляді з використанням оберненої матриці?

Приклади розв’язування задач

1.67. Методом Гаусса розв’язати у випадку сумісності систему 
лінійних рівнянь

+ х 2 -  х 3 + х4 = 2 , 
х 1 -  2 х2  + х3 -  х4 = -З,
2х1 + х 2 + 2 х 4 = 5,
5*! -  2 дс2  + х3 + х4 = 1 .

Указати вільні змінні, базисні змінні та базисний розв’язок, який їм 
відповідає. Перевірити цей розв’язок підстановкою.

Розрахунки за цим методом представимо у вигляді таблиці 1 , до 
якої заносимо розширену матрицю системи.

На кожній ітерації вибирають головний рядок та головний стов
пчик, на перетині яких знаходиться головний елемент.

За головний елемент для спрощення обчислень зручно вибирати 
елемент рівний 1 , та за головний стовпчик вибирати стовпчик, який 
містить якомога більше нулів.
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П ерш а ітерація. Вибираємо третій головний стовпчик і другий 
головний рядок. На їх перетині стоїть головний елемент а 23, який ми 
виділимо рамкою. Тут і надалі через адр позначимо елемент, який 
стоїть на перетині рядка з номером д і стовпчика з номером р.

Далі перераховуємо елементи головного рядка за формулою

де к = 0 , 1 , 2 , .. 
стовпчика; а'дк 
ітерації.

ЯР
(38)

п \д  — номер головного рядка; р — номер головного 
-  елементи нової матриці, яка відповідає першій

Таблиця 1

№ ітерації *1 * 2 *3 *4 «ІЛ
0 1 1 - 1 1 2

1 - 2 ' Т X ї ' - 1 -3
2 1 0 2 5
5 - 2 1 1 1

1 2 - 1 0 0 - 1

1 - 2 1 - 1 -3
2 1 0 2 5
4 0 0 2 4

2 4 0 0 4
5 0 1 3 7
2 1 0 2 5
4 0 0 2 4

3 2 0 0 1 2

- 1 0 1 0 1

- 2 1 0 0 1

0 0 0 0 0

3' 2 0 0 1 2

- 1 0 1 0 1

- 2 1 0 0 1

Оскільки для даного прикладу адр = а 2 3  = 1, то згідно з формулою 
(38) всі елементи головного рядка потрібно поділити на 1, а отже, 
переписати без зміни.

Елементи інших рядків обчислюються за формулою

або

V а/р»

а ',*=а , * а <р> (39)
де і = 1 , 2 , ..., п; к = 0 , 1 , 2 , ..., п; д — номер головного рядка (д = 2 ); 
р — номер головного стовпчика (р = 3).



Оскільки а 3 3  = 0, то третій рядок згідно з формулою (39) перепи
шеться без зміни. Для елементів першого рядка маємо

а ' п =  ап ~  а ' 2 і“ із = 1 - 1 ( - 1 )= 2 ;
° ' і 2 =  ° 1 2 -  а ' м а і з  =  1 _  ( - 2 ) ( - 1 ) =  - 1 ;
а 13 = °13 “ а 23а і3 =
а 'і 4 = 0и~  а '24а іЗ = 1_ (“ 1 ) ( - 1 )= 0 ;
а 'ю = а ю " а 'гоа із = 2~ (-3 )(-1 )=  -1 .

Елементи четвертого рядка обчислюють аналогічно: а'4Х = 4, а'42 = 0, 
а 4 3 = 0, а 4 4  — 2, а 4 0  — 4.

Після цих обчислень головний стовпчик має перетворитися в оди
ничний.

Зауважимо, що на наступних ітераціях ні другий рядок, ні третій 
стовпчик вже не можуть бути вибраними за головні.

Друга ітерація. За головний вибираємо елемент а ' 3 2  = 1 (головний 
рядок — третій, головний стовпчик — другий). Проводимо обчислення, 
аналогічні першій ітерації.

Третя ітерація. а " 1 4  = 2  — головний елемент.
На третій ітерації виник нульовий рядок, який можна відкинути 

(крок З').
Після останньої ітерації жоден рядок не може бути вибраний за 

головний, отже, розрахунки закінчено.
Через те що ми отримали три лінійно незалежних одиничних 

стовпчики при чотирьох змінних, то дана система рівнянь невизна- 
чена. Змінні, які відповідають лінійно незалежним одиничним сто
впчикам, можуть бути вибрані за базисні. Для нашого прикладу х 2, 
*з> х 4 — базисні змінні. Усі інші (тобто х х) — вільні.

Оскільки остання таблиця відповідає системі

2хх + х 4 = 2 ,
• - х 1 + х3 =1,
-  2х1 + х 2 = 1 ,

то загальний розв’язок вихідної системи має вигляд (базисні змінні 
виражаються через вільні)
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х 2 =  1 +  2 х 19 

< х3 = 1 + х 19 
х4 = 2 -  2х1.

Прирівнявши всі вільні змінні до нуля (тобто х х = 0 ), знайдемо 
базисний розв’язок: х х = 0 , х 2= 1 , х 3= 1 , х 4 = 2 .
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Перевіримо цей розв’язок підстановкою у вихідну систему:
0 + 1 - 1  + 2  = 2 ,
0 - 2 1  + 1 -  2 = -З,
2 0  + 1  + 2 - 2 = 5 ,
5 0 - 2 - 1  + 1 + 2 = 1.

Отже, ці значення є розв’язком.
1.68. Для виробництва продукції створено три фірми, кожна з 

яких випускає один вид продукції. В таблиці 2 задано:
— коефіцієнти прямих витрат а.Л, тобто кількість одиниць про

дукції і-ї фірми, яка використовується як  проміжний продукт для 
випуску одиниці продукції &-Ї фірми;

— кількість одиниць у1 продукції і-ї фірми, розрахованих на реалі
зацію (кінцевий продукт).

Визначити:
а) коефіцієнт повних витрат;
б) валовий випуск (план) для кожної фірми;
в) коефіцієнти непрямих витрат.

Таблиця 2

Фірми
Прямі витрати а ік Кінцевий продукт 

УіПерша Друга Третя
П ерш а о д 0 ,2 0 10
Д руга о д 0 0 ,2 ЗО
Третя 0 0 ,2 0 20

ґ

* І Ї
Нехай X  = * 2 — виробнича програма фірм, де х. — валовий

випуск продукції і-ї фірми (і= 1 , 2 , 3).

Позначимо через У = У 2 план випуску товарної продукції

[Уз
(розрахованої на реалізацію). Матрицю коефіцієнтів прямих витрат 
позначимо через II а1к\\. Вектор У та матрицю А задано в таблиці 2.

Згідно з умовою задачі і-та фірма віддає рівно апх х + аі2х 2 + аі3х 3 
одиниць продукції на внутрішні потреби фірм. Тоді виробничі зв’язки 
фірм можна представити за допомогою системи трьох рівнянь: х і = 
= УІ+ а і1х 1+ а і2х 2+ аІ3х 3, і  = 1 , 2 , 3 .

Іншими словами, валовий випуск продукції хі складається з випус
ку товарної продукції у. та випуску продукції для внутрішніх потреб.



У матричній формі цю рівність можна переписати:
У + А Х  = X, або X  -  А Х  = У.

Якщо Е — одинична матриця третього порядку, то останнє рівняння 
перепишеться у вигляді (Е -  А)Х  = У.

Його розв’язок у матричній формі має вигляд
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X  = (Е -  А)-1 У, (40)
де (Е -  А ) " 1 — обернена матриця.

а) Елементи матриці (Е -  А ) " 1 є ні що інше, як  шукані коефіцієнти 
повних витрат. Позначимо 5  = Е -  А, тобто

Ґ1 0 0 ' Ґ0,1 0 , 2 0 ' г 0,9 - 0 , 2 0 "
5  = 0 1 0 - од 0 0 , 2 = - 0 , 1 1 - 0 , 2

1 ° 0 к 0 0 , 2 о, 0 - 0 , 2 К
Знайдемо матрицю 5 " 1 методом Гаусса.
Розрахунки представимо у вигляді таблиці 3, в лівій частині якої 

запишемо вихідну матрицю 5, справа — матрицю Е.
Відповідні перетворення рядків таблиці проводимо так само, як  і 

при розв’язку системи рівнянь (див. табл.1 ), намагаючись отримати 
одиничні стовпчики (ітерації 1—3). Якщо вихідна матриця неви- 
роджена, то після проведення п ітерацій (п — порядок системи) діста
немо п одиничних стовпчиків. Якщо вихідна матриця вироджена, то 
після якоїсь ітерації в лівій частині таблиці з ’явиться нульовий р я 
док. Це буде свідчити про те, що оберненої матриці не існує.

Для нашого прикладу ми отримали три одиничних стовпчики. 
На останньому кроці (3') перестановкою рядків утворюємо в лівій 
частині таблиці одиничну матрицю. Тоді в правій частині таблиці 
буде записана обернена матриця.

Таблиця З
№ ітерації Матриця 5 Матриця Е

0 0 ,9 - 0 ,2 0 1 0 0
- о д 1 - 0 ,2 0 1 0

0 - 0 ,2 1 0 0 1
1 0 ,9 - 0 ,2 0 1 0 0

0 ,9 6 0 0 1 0 ,2
0 - 0 ,2 1 0 0 1

2 0 8 ,4 4 0 1 9 1,8
1 - 9 ,6 0 0 - 1 0 - 2
0 - 0 ,2 1 0 0 1

3 0 1 0 0 ,1 2 1 ,07 0 ,21
1 0 0 1 ,1 5 0 ,2 7 0 ,0 2
0 0 1 0 ,0 2 0 ,21 1 ,0 4

3' 1 0 0 1 ,1 5 0 ,2 7 0 ,0 2
0 1 0 0 ,1 2 1 ,07 0 ,21
0 0 1 0 ,0 2 0 ,21 1 ,04
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Отже, матриця коефіцієнтів повних витрат має такий вигляд:

г1,15 0,27 0,02^ 
в ' 1 = 0,12 1,07 0,21

0,02 0,21 1,04\ /
Наприклад, для випуску одиниці продукції першій, другій та третій 

фірмам потрібно витратити відповідно 1,15; 0,27 та 0,02 одиниць 
продукції першої фірми.

б) Для визначення валового випуску продукції використовуємо 
рівність (40)

/ 1,15 0,27 0,02'
0,12 1,07
0̂,02 0,21

Отже, х 1 = 20, х 2= 37,5, х 3= 27,3.
в) Коефіцієнти непрямих витрат знайдемо як  різницю між пов

ними витратами 5 " 1 та прямими витратами А, або в матричній формі

Х  = ( Е - А У 1 = 0,21
1,04

Л ' 1 0 ^ '  2 0  '
з о = 37,5

У 2 0 ̂ У 27,3
 ̂ У

5  і -  =
1,05 0,07 0 , 0 2

0 , 0 2 1,07 0 , 0 1

0 , 0 2 0 , 0 1 1,04

1.69. Знайти матрицю, обернену матриці

Розглянемо матрицю

В =

1 2 - Г
А  = 0  - 1 1

2  0 - 1 У

Ґ1 2  - 1 1  (
0 - 1 1 0  ]
2 0  - 1 0  (

Перші три стовпці цієї матриці — стовпці заданої матриці А, 
наступні три стовпці, відділені рискою, як і складають разом одинич
ну матрицю, — стовпці вільних членів для систем рівнянь, що визна
чають елементи оберненої матриці.
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Проводимо звичайні операції методом повного виключення:

( і 2 - 1 1 0  0 ' 1 2 - 1 1  0 0 '
В* <=> 0 1 - 1 0 - 1  0 <=> 0 1 - 1 0  - 1 0

2 0 - 1 0 0  1 0 - 4 1 - 2  0 1) /
Ґ1 0 1 1 2  0 ' Ґ1 0 1 1  2 0

<=> 0 1 - 1 0 - 1  0 <=І> 0 1 - 1 0  - 1 0

0 0 - 3 - 2 - 4  1 0 0 1
2 4 1

V / 3 3 3

Ґ1 о о 
0  1  о 
0 0 1

2
З
1
3
4

З З
Матриця, відокремлена рискою, і є шукана, оскільки кожний її 

стовпець є розв’язком відповідної системи рівнянь, тобто

А - 1

1 2  1 'і
3 3 3 /
2 1 1 _ 1
3 3 3 3
2 4 1 V
3 3 " з ]

1  2  

2  1  

2 4

1 '  
- 1  .
- 1

1.70. Знайти матрицю, обернену матриці

А  =

1  1  1  \ 2 " 
2  1 1 2

1  2  3 0  ‘
2 2 2 5 /

Розглянемо матрицю
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В ' =

Ґ1 1 1 2 1 0 0 0 ' Ґ1 1 1 2 1 0 0 0 '
2 1 1 2 0 1 0 0

<=>
0 - 1 - 1  - 2 - 2 1 0 0

1 2 3 0 0 0 1 0 0 1 2  - 2 - 1 0 1 0

2 2 2 5 0 0 0 0\ 0 0 1 - 2 0 0 ч
1 1 1 2 1

0 1 1 2 2

0 1 2 - 2 - 1

0 0 0 1 - 2

1 0 0 0 - 1

0 1 0 6 5
0 0 1 - 4 - 3
0 0 0 1 - 2

0  0  0  

- 1 0  0
0  1  о
0 0 1

1

- 2  
1  

О

А '1 =

\ Ґ1 0 0 0 - 1 1 0 0 '

<=>
0 1 1 2 2  - 1 0 0

0 0 1 - 4 - 3 1 1 0

) 0У 0 0 1 - 2 0 0 чоо

0 0 0 - 1 1 0 0 Л
і О

<=>
0 1 0 0 17 - 2 - 1 - 6

1  0 0 0 1 0 - 1 1 1 1 4
0  1 0 0 0 1 - 2 0 0 1к /

' - 1 1 0 0 "
17 - 2 1 - 6

- 1 1 1 1 4

, - 2
0 0

Другий спосіб знаходження оберненої матриці 
1.71. Знайти обернену А ' 1 матрицю до матриці.

А  =
(2 5 7 '

6  3 4 .
5 - 2  - З\  /

Обчислимо визначник матриці А:

2 5 7 1 0 0

сіеі А  = 6 3 4 = 6 3 4 =
5 - 2 - 3 5 - 2 - 3

(1-й р. + (3-й р. -  2-й р.))

4
З

- 1 .

М атриця А  неособлива, оскільки сієї А  = -1  Ф 0.
Обчислимо алгебраїчні доповнення елементів цього визначника.

А і а 12
6  4
5 - З

= 38; •4-13
6  З 
5 - 2

= -27;
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Аг і —
5 7 

- 2  - З
— 1 ; А%2 —

2 7 
5 - З

— 41; А 2 3  —

Ао1 —
5 7 
З 4

=  - 1 ; А 32 —
2 7 
б 4

= 34; А 3 3  =
2 5 
6  З

2 5 
5 - 2

= -24 .

= 29;

Згідно з формулою (ЗО) записуємо

( 1 - 1  ї ї
А ' 1  = - 3 8  41 - 3 4

27 - 2 9  24

1.72. Знайти матрицю, обернену до даної

Ґ 1  0  2 Ї
А  = - 1

0

1  2

1  - 1

Запишемо обернену матрицю у вигляді

'« і Рі Уі ^
А -‘ =

« 1 Рі Уі
« 2 Рг Уг
«3 Рз Уз

Згідно з правилом множення матриць дістанемо

«і + 2 а 3  Рі + 2 р3

-  + а 2  + 2 а 3  -  р! + р2  + 2 р3  -

~ ® 3  Рг Рз
Уі + 2 у 3 

- У і  + У 2 + 2 У3 
У2 "Уз

Для знаходження елементів матриці Аг1 запишемо системи

1 0 2  ' Р, У і '
/

- 1 1 2 « 2 Рг Уг =
0 1 - 1 ) а 3 ̂ 3

Рз со _ V
'1 0 0 '

= 0 1 0

) 0 0 1 /

а! + 2 а 3  = 1 ,
-  + а 2  + 2 а 3  = 0 ,
а 2  -  а 3  = 0 ,

Рі + 2 Р3  = 0 ,
— Рі Рг + 2 р3  = 1 , 
Рг — Рз = 0*
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Уі + 2у3 = О,
• - У і + у 2 + 2 у3  = 0 ,

У2 -  Уз = !•
Розв’язки  цих систем і дають нам елементи оберненої матриці:

"З 2  2 '
5 5 5

1.73. Знайти матрицю X  з рівняння

'  1 0 2 " ґ3 - 1 б ' 1

- 1 1 2 X  = 2 2 3
0 1 - 1 ) 4V 1 2 /

Помножимо обидві частини рівняння з лівого боку на матрицю, 
обернену до матриці

А  =
ґ 1  0  2 "

- 1 1  2  •
0  1  - 1 /

Згідно з попереднім прикладом А  1 = —
5

ґ3 - 2 2 '
1 1 4
1 1  - 1 /

У лівій частині рівняння за асоціативним законом маємо

А-ЧАХ) = (А 'А )Х  = Е Х  = X.
У правій частині

[З - 2  
1 4
1  - 1

\ г3 - 1 5^
2 2 3

/ 4
1

1 2 /

13 _ і 13
5

X
5

21 1 16
5 5
1 0 6
5 5

= X.

З а у в а ж е н н я .  Оскільки множення матриць некомутативне — 
А  В  * В А, то в задачах такого типу потрібно уважно визначати, з



якого боку слід множити обидві частини рівняння на матрицю, 
обернену до однієї з даних.

1.74. Розв’язати систему рівнянь

З*! + 2х2 + х 3 = 5,
- 2хх -  х 2 + х 3 = 6 , 
х 1 + 5*2 = -З ,

представивши її у вигляді матричного рівняння.
Перепишемо систему у вигляді А Х  = В, де
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ґ3 2 г г 5 >
А  = 2 - 1 1 , х  = * 2 , В = 6

1 5 0 ) *3k 3) - 3 ̂ /

Розв’язок матричного рівняння має вигляд X  = А~1В. Знайдемо А"1. 
Маємо

det А  = = 3 - 5  = - 2 * 0 .
3 2  1
2 - 1  1 = 1  2  1 - 5
1 5 0  _ 1  1

Обчислимо алгебраїчне доповнення елементів цього визначника.

З 1  

2  1

Ац =
- і  і  

5 0
= -5; А 12 —

2  1  

1  0

= 1; ■̂ 13 —
2 - 1  
1 5

= 11;

Л « = -
2  1  

5 0
= 5; A j2  =

З 1  

1  0

=  - і ; - 2̂3 —
З 2  

1 5
= -13;

Л .  =
2  1

- 1  1
— 3; 4 j2 -

З 1  

2  1

= -і; -^зз —
З 2  

2 - 1
= -7 .

Відповідно до формули (ЗО)
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Отже,

X  = А '1 В = -  — 
2

( - 5 5 3 ' 5 '
1

о

(-  25 + 3 0 - 9 '
1

О

Г -4>
1 - 1 - 1 6 5 - 6  + 3 2

1 1\ - 1 3 - 7 У - 3 ̂ У
А

5 5 -7 8  + 21 ̂ У
А

- 2 У

X  =
2 ^

- 1

1

, тобто х х = 2 , х 2 = - 1 , х3= 1 .

Задачі і вправи для самостійної роботи

Знайти обернені матриці.
1.75. ' 2 5 7>

6 3 4
5 - 2 - 3 /

1.77. Ґ1 1 1

1 1 - 1

1 - 1 0

0 1

1.79. Гі 2 2 '
2 1 - 2

2 - 2 1

1.76. (З - 4
2 - З

5^
1

З - 5  - 1

1.78. 2  7 З ї
3 9 4 
1 5  3

Розв’язати матричні рівняння. 

1.81.

1.80. з  з - 4  _ з

0  6  1 1  

5 4 2 1
2 3 3 2

(1 2  V . г3 5 ' 1.82. ^ (3 - 2 ^ 1 ґ - 1 2 "II

0
0

І 5
9 У

X II' N 
1

ю
___

' - 5 6 І

1.83. 1 2 - 3 ' ґ 1 - 3 0 '
3 2 - 4 Х  = 1 0 2 7
2 - 1 0 У 1 0 7 8 У

1.84.
5

3 Г ' - 8 3 0 ^
1 - 3 - 2 = - 5 9 0

- 5V 2 1 У - 2 15 0 У
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Розв’язати системи, перетворивши їх у матричні рівняння.
1.85. 1.86.

* 2  + * 3  = 6 ,
2хх + х2 +х3 = З, 
х \ + * 2  +2*з = 5.

2хх + 3* 2  + 2*з = 9,
« *! + 2* 2  -  З* 3  = 14,
З*! + 4*2 +*з = 16.

1.87. Для виробництва промислової продукції створено три фірми, 
кожна з яких випускає один вид продукції. В таблиці задано:

— коефіцієнти прямих витрат аік, тобто кількість одиниць про
дукції і-ї фірми, яка використовується як  проміжний продукт для 
випуску одиниці продукції &-Ї фірми;

— кількість одиниць у( продукції фірми, розрахованих на реалі
зацію (кінцевий продукт).

Визначити:
а) коефіцієнти повних витрат;
б) валовий випуск (план) для кожної фірми;
в) коефіцієнти непрямих витрат.

Таблиця

Варіант Фірми
Прямі витрати о ,і ь Кінцевий 

продукт у  іПерша Друга Третя
Перша 0.1 0 0,1 ЗО

1 Друга 0,3 0 0.1 40
Третя 0.1 0.2 0 50
Перша 0,2 0,1 0 50

2 Друга 0 0,3 0,1 60
Третя 0,2 0,1 0 20
Перша 0 0,2 0,2 40

3 Друга 0,3 0,1 0 50
Третя од 0,2 од 60
Перша 0,1 0,2 0 100

4 Друга 0,2 0,1 0,3 120
Третя 0 0,1 0 110
Перша 0 0,1 0,3 70

5 Друга 0,1 0.1 0 100
Третя 0 0,2 0,2 120
Перша 0,2 0,1 0 180

6 Друга 0,2 0 0,1 200
Третя 0,1 од 0 210
Перша 0 0,3 0,1 ЗО

7 Друга 0,3 0,2 0,1 60
Третя 0,1 0,2 0 100
Перша 0,2 0,1 0,1 400

8 Друга 0.2 0,1 0 300
Третя 0.1 0,1 0 200
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Відповіді до глави 1

1.8. 18. 1.9. 4аЬ 1.10. 0. 1.11. 0. 1.12. 900. 1.13. 1. 1.14. 160. 1.15.
п(п-1)

-9 8 . 1.16. ( -І )" -^ " . 1.17. п і  1.18. (-1) 2  • х(х -  1)(х -  2)...(х -  п).
1.19. -264 . 1.27. х ,=  16, х 2 = 7 .1 .28 . х, = З, х 2 = 2. 1.29. х 1 = 2, х2= -1 ,
х 3 = 1. 1.30. х {= 3, х 2 = 1, д;3= -1 . 1.31. х х = 1, х 2 = - 1 ,  х 3 = 2, х4 = -2 .
1.32 . х 1 = 2, х 2 = х 3 = х 4  — 0. 1 .33. х, = 2, х 2  = - 2 ,  х 3  = 1 , х 4 = -1 .

53 20 5 5 5 2 1
1 . 3 4 . х. = а . ------а . + —  , х , = — а. + — а 5 ----- , х 3  = —а 5 ------,

1 4  18 9 2 6  3 * 9 9 ’
х 4 = а 4  , х 5 = а 5; а4, а 5  — довільні числа. 1.35. Несумісна. 1.36. хх = З,

5 -  8 а. -  а 2

х 2 = 1, х 3 = -4 , х 4 = -1 . 1.37. х х =а19 х 2 = ------ —------ , х3 = а2,

5 *“ 1
х 4  = — • 1.38. Несумісна. 1.47. г = 2. 1.48. г = 3. 1.49. г = 2. 

4
1.50. г = 3. 1.51. г = 2. 1.52. г = 3. 1.53. г = 3. 1.54. г = 2. 1.55. Система 
має тільки тривіальний розв’язок. 1.56. схех + с2е2, (8 , - 6 , 1, 0),

5 7
е2= ( -7 , 5, 0, 1). 1.57. схех + с2е2, ех = ( 1 , 0 , - - , - )  , е2= (0, 1, 5, -7 ).

9 3 3 1
1.58. с,е1 + с2е2 + с3е3, ех = (1 ,0 ,0 , -  —, —), е2 = (0 ,1 ,0 , -  - ,  - ) ,  е3 = (0 ,0 ,

1 , - 2 , 1 ). 1 .5 9 . с1е1 + с2е2, с, = (0 , ^ , 1 , 0 , 0 ) ,  е2  = (0 , -  ^ , 0 , 0 , 1 ). 1.60. с1 с1 + 

+ с2е2, ех = ( -3 ,2 ,1 , 0,0), е2 = (-5 , 3, 0 ,0 ,1 ).

1.63. '9 4 8 0 ' ' 1 0 4 7 15 '

АВ = 9 7 9 - 5
, ВА =

18 1 2 3 1 1

9 13 13 5 8 8 - 1 9

І2 2 4 4 0 5

1.64. Ґ - Г 1.65. ' 8 0 7 ' '4 6 6 '
5 АВ  = 16 1 0 4 , ВЛ = 1 7 3

13 ̂ ) 13 5 7 ) 8 1 1 14 У

'28 15 1 6 ' 
19 36 15 . 
ЗО 19 28 /

1.66. 2А2  + ЗА + ЬЕ =
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1.75. ' 1 - 1 Г 1.76. ґ- 8 29 - 1 Г
- 3 8 41 - 3 4 . - 5 18 - 7

27 - 2 9 24
)

1 - 3 1/

1.77.
-  -  -  О
4 4
1 _ . 1

4 4
І  _ І
4 4
1 - І  0  -  —

2
1
2
О

 ̂ 1.78. (  7
З 
5
З

-2
V

- І  2  - і

- 1  

1

П
З
1

З
1

1.79. 1 2 2

9 9 9
2 1 2

9 9 9
2 2 1

9 9 9

1.83.

ґ - 7 5 1 2 - 1 9 '
3 - 2 - 5 8

41 -ЗО - 6 9 1 1 1

[ - 5 9 43 99 -1 5 9

ґ6 4 б ' 1 1.84. Ґ1 2 3 '
2  1 2 . 4 5 6

3 3 3 >

00ь- 9 /

* і - 2 . * 2  == 3, - 2 . 1.86. д

1.81. '-1  - 1 ' 1.82. еГ100

2 І5 - 4 І

-2 , х .=  3.
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Глава 2. Векторна алгебра

§ 1. Основні поняття

Розглядаючи різні процеси та явища, ми зустрічаємося з об’єкта
ми та величинами різної природи. Деякі з фізичних величин — такі 
як  маса, температура, об’єм, потенціал — характеризуються одним 
числом. Вони називаються скалярними величинами або просто ска
ляром . Поряд зі скалярами існують величини, для характеристики 
яких потрібно вказати також і напрямок. Такі, наприклад, як сила, 
швидкість, переміщення, напруження та ін. Ці фізичні величини на
зиваються векторними величинами або векторами.

Геометричною моделлю векторної величини є прямолінійний 
відрізок з вибраним на ньому напрямком .

У нашому курсі матимемо справу в основному з цією моделлю, а 
тому прямолінійний відрізок, для якого вказано, яка з обмежних 
його точок вважається початком, яка  кінцем, називатимемо геомет
ричним вектором або просто вектором.

Якщо А  — початок вектора, В — його кінець, тоді сам вектор 
позначатимемо символом А В . Символ ВА буде позначати вектор, 
початок якого знаходиться в точці В , а кінець — в точці А. Під 
довжиною вектора розумітимемо віддаль між початком і кінцем

вектора. Довжину, або, як часто говорять, модуль вектора АВ  , позна

чають символом \а в \ . Очевидно, вектори АВ  і ВА мають однакову

довжину, тобто |а в | = |б а | , і протилежні напрямки.
Вище було зазначено, що вектор повністю визначається своїм 

початком та кінцем. Він може бути заданий також початком, дов
жиною та напрямком. Проте для ряду питань точка прикладання 
(початок вектора) не обов’язкова — має значення лише довжина векто-
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ра та його напрямок. Такі вектори називають вільними. Оскільки 
точка прикладання (початок вектора) будь-яка, тоді вектор можна 
переносити, зберігаючи його довжину і напрямок, у будь-яку точку 
простору. А тому вектори, які мають рівні довжини та однакові на
прямки, називають рівними векторами. Тобто вектори рівні, якщ о  
при паралельному переносі векторів і збігі їх  початків будуть 
збігатися і їх  кінці.

Оскільки для вільних векторів можна не вказувати початок, то їх 
часто позначають одною літерою: вектор а , вектор Ь і т.д. Довжину

Введемо ще три терміни, які часто зустрічаються у векторній ал
гебрі.

Колінеарними називають вектори, як і лежать на паралельних 
прямих. Або вектори колінеарні, якщо при паралельному їх пере
носі та зіставленні їх початків вони лежать на одній прямій.

Компланарними називають вектори, як і лежать на паралельних 
площинах. Тобто вектори компланарні, якщ о при паралельному їх 
переносі і зіставленні їх початків вони лежать в одній площині. 
Очевидно, що два вектори завжди компланарні.

Нульовим вектором є вектор, у якого початок збігається з кінцем. 
Довжина нульового вектора дорівнює нулю, а напрямок довільний, 
тому нульовий вектор можна вважати колінеарним будь-якому іншо
му вектору. Позначатимемо нульовий вектор символом 0 .

§ 2. Лінійні операції з векторами

Вводячи різні операції з векторами, збережемо прийняті в алгебрі 
чисел терміни “додавання” та “множення” . Проте слід брати до ува
ги, що оскільки поняття “вектор” та “число” суттєво р ізн і, то і 
зміст указаних операцій може не збігатися з відповідними операці
ями алгебри чисел. А тому потрібно дослідити основні правила цих 
по суті нових операцій та перевірити виконання встановлених в 
алгебрі чисел законів: комутативного, асоціативного та дистрибу
тивного.

Означення. Сумою двох векторів називається третій вектор, 
початок якогор початком першого вектора, кінцем -  кінець другого, 
при чому початок другого вектора зіставлений з кінцем першого.

Із цього означення випливає, що при додаванні векторів має місце 
комутативна властивість, тобто

вектора а позначають символом

а +  Ь -  Ь +  а. (1)
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Дійсно, доповнимо трикутник, складений з векторів а , Ь , а + Ь9 
до паралелограма (рис. 3). Оскільки а = ОА = С В , & = АБ = ОС і 
згідно з означенням сума векторів ОА + АВ  = ОБ і ОС + СВ = ОБ, 
тоді а + Ь = & + а .

Рис. З

Із цього випливає, що суму двох векторів а і Ь можна визначити 
як діагональ паралелограма, побудованого на векторах а і Ь , які 
виходять із загального початку заданих векторів.

Легко перевірити, що при додаванні векторів має місце асоціатив
на властивість, тобто

(2)

а тому суму трьох векторів можна записати у вигляді а + Ь + с . Дійсно, 
побудуємо із векторів а і_Ь вектор а + Ь ; побудуємо також суму 
векторів а + Ь та вектора с (рис. 4).

Рис. 4
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Позначений пунктиром вектор АС згідно з означенням є сумою 
в е к т о р ів  Ь і Су ОС = ОВ + ВС = (а + ь)+ с . Р азо м  з ти м
ОС = ОА + АС = а + Ір + с), отже (а + &)+ с = а + (ь + с).

Проведені міркування дають прийом^додавання будь-якого числа 
векторів. Нехай задано Амзекторів а19а29 . . .9ак і потрібну знайти їх 
суму. До кінця вектора_а! прикладемо початок в е к т о р а ^ , Д° кінця 
побудованого вектора а2 прикладемо початок вектора а 3  і т.д. На
решті, до кінця вектора ан-\ прикладемо початок вектора ан (рис. 5 ).

Тоді вектор а , початком якого є початок вектора ах , а кінцем — 
кінець вектора а* , і буде сумою векторів а19а29. . .9ак : а = а х +

+ а 2  + ... + аА . При цьому байдуже, в якому порядку нумеруються 
задані вектори.

Отже, сума кількох векторів представляє собою вектор, який за
микає ламану, побудовану на заданих векторах. Може статися, що 
кінець останнього вектора збігається з початком першого і, отже, у 
замикального вектора кінець збігається з початком. У цьому випад
ку сума векторів є нульовим вектором.

Означення. Добутком вектора а на число X (або числа X на 
вектор а ) називається вектор Ь , довжина якого в |А.| раз більше 
довжини вектора а і напрямок збігається з напрямком вектора а , 
якщо X > 0 , та протилежний напрямку а , якщо X < 0 .

Оскільки ділення на число к * 0 є множенням на число — * то мож-п
на виконувати і ділення вектора на відмінне від нуля число.

1

Нехай а — ненульовий вектор. Оскільки т — додатне число, то
1 - а  а -вектор е = -=7 -а = р ї напрямлений так, як  і вектор а .  Довжина
\а\ \а\
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вектора е дорівнює, очевидно, 1. Вектор е , який має довжину, що 
дорівнює 1, і напрямлений так, як і вектор а , називається ортом 
вектора а . _

Добуток вектора а на число -1  (або, що те саме, добуток числа 
- 1  на вектор а), тобто вираз ( - 1  )а  (або а ( - і ) ) ,  записують як -  а . 
Оскільки вектори а та ( - і ) - а  мають відповідно до означення одна
кові довжини та протилежні напрямки, то

а + (- а)= 0 . (3)

Як і в алгебрі чисел, в алгебрі векторів немає_потреби розглядати 
окремо дію віднімання. Відняти від вектора а вектор Ь означає
додати до вектора а вектор -Ь: а -&  = а + (-& ).А  тому у векторних 
рівностях вектори можна переносити з однієї частини рівності в 
іншу, змінюючи_знак, який стоїть перед вектором, на протилежний. 
Тобто якщ о а + Ь = с , то а = с -Ь  .

Неважко переконатися, що при множенні вектора на число ма
ють місце асоціативна та дистрибутивна властивості. Покажемо, по- 
перше, що

А^а)=(А.р)а, (4)
тобто має місце асоціативна властивість_щодо числових множників. 

Дійсно, оскільки довжина вектора ра дорівнює |р| а , довжина

вектора А.((іа) дорівнює ІраІ = |Х] а та довжина вектора

дорівнює \Хр\ |а| = |А.| |р| |а | , тоді довжина векторів А.(|іа) та (Хр)а од
накова. Далі, якщ о, наприклад, числа X та р додатні, тоді вектори 

ра * х((іа)* (Я.р) а напрямлені так, як і вектор а , а тому всі вони мають 

однакові напрямки. Якщо X > 0 і р < 0 , тоді вектори р а , А.(ра), (А.р)а

напрямлені протилежно вектору а , а тому також однаково напрям
лені.

Аналогічні міркування проводяться і у всіх інших випадках. 
Доведемо тепер, що

?с(а + ь)= Ха + ХЬ. (5)
Нехай а = ОА, Ь = АВ, Ха = ОА19 ІЬ = А ХВХ (рис. 6  при X > 0 і 

рис. 7 при X < 0 ).
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А

А

Рис. 7

О скільки АХВХ то кути ОАВ та ОА1В 1 р івні. О скільки

|о д |/ |< м | = Х, І А, В, \АВ\ = X, то трикутники ОАВ та ОАхВ х подібні.

Звідси точки О, В, В 1 лежать на одній прямій і |о в , |/ |о я | = х ,  а тому
ОВ  ̂ = X• О В . Проте ОВх = Х-а + Х-Ь9 ОВ = а + Ь; твердження дове
дене.

Очевидно, має місце співвідношення

(А. + р)а = Ха+ ра. (6 )

Розглянуті операції — додавання векторів та множення вектора 
на число — називаються лінійними операціями, а вектор

ах + Х2а2 + ...  + Хкак9 (7)

отриманий в результаті проведення_кіль2 Сох лінійних операцій, — 
лінійною комбінацією векторів ах,а2, ..., ак. Числа Хх,Х2 ,...Д А нази
ваються коефіцієнтами цієї лінійної комбінації.
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§ 3. Лінійна залежність та лінійна незалежність системи векторів

Нехай задано к векторів: а19а2, ак. Назвемо таку задану мно
жину векторів системою векторів.

О значення . Система векторів називається лінійно залежною, 
якщо хоча б один з векторів системи може бути виражений як  
лінійна комбінація останніх._  _

Отже, система векторів а19а2, ..., ак лінійно залежна, якщо, напри
клад,

ак — (Х| а  ̂ "Ь &2 а2 -ь • • • -ь ^к—і * (®)
де а 19 а 2, ..., а А - 1  — деякі числа.

Якщо в задану систему (множину) векторів включений нульовий 
вектор, тоді система обов’язкове^ лінійно залежна. Дійсно, завжди 
можна написати, що ак = 0  = 0 а 1 + 0 а2 +. . .  + 0 - ак_г , тобто виража
ти нульовий вектор як лінійну комбінацію (з нульовими коефіцієн
тами) останніх векторів системи.

Приведене означення лінійної залежності системи векторів виді
ляє з інших якийсь один вектор системи. Щоб уникнути такого ви
ділення, часто вводять інше означеннялініш ю ї залежності.

О значення . Система векторів а19а29 . . . ,а А називається лінійно 
залежною, якщо існують числа Х1 9  А2 , . . .Д а , із яких хоча б одне 
відмінне від нуля , такі що

Х1а1 +Х2а2 + >.. + Хк_1ак_1 + К ан = 0* (9)
Таке означення рівнозначне попередньому. Дійсно, якщо маємо рівність 

ак = а 1а1 + а 2 а 2  + ... + о-к-іак-і*

тоді, переносячи ак у праву частину, дістанемо а  1а1 + а 2 а 2 +. . .

... + а А_1 а А _ 1 + ( - 1 )аА = 0  і* отже, маємо рівність (9) при Хг = а 1 9

Х2  = а29. . .9Хк_х = ак_19 Хк = - 1 * 0 .  Навпаки, якщо виконано умову (9) 
і, наприклад, Хк * 0 * тоді

і тим самим виконано умову (8 ).
У повній відповідності із зазначеним можна ввести і означення 

лінійної незалежності систем векторів як заперечення лінійної за
лежності.

О значення . Система векторів називається лінійно незалежною, 
якщо вона не є лінійно залежною.
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Приведемо інші рівнозначні означення.
Система векторів називається лінійно незалежною, якщо жоден 

з векторів системи не може бути виражений як лінійна комбіна
ція останніх.

Система векторів називається лінійно незалежною, якщо рівність 
нулю їх лінійної комбінації можлива тільки тоді, коли всі коефіці
єнти лінійної комбінації дорівнюють нулю.

Найпростішим прикладом лінійно залежних векторів є пара ко
лінеарних векторів. Нехай задано два колінеарні ненульові вектори
ах і а2 . Позначимо через а  відношення довжин цих векторів, тобто 
число |я2 |/ |а і | . Очевидно, що вектори а а1 і а 2  при зробленому ви

борі числа а  мають^однакові довжини. Отже, якщ о аг і а2 однаково 
напрямлені, тоді а2 = аа19 якщо вони напрямлені в протилежні боки, 
тоді а2 = -аа1. Таким чином, два колінеарних вектори завжди лінійно 
залежні. Ясно, що правильне й обернене твердження: якщо два век
тори лінійно залежні, тоді вони колінеарні.

Отже, умова

а2 = аа19 ( 1 0 )
тобто умова лінійної залежності двох ненульових векторів, є умовою 
необхідною і достатньою для колінеарності цих векторів.

Доведемо тепер, що лінійна залежність трьох векторів є умовою
необхідною і достатньою для їх к о м п л а н а р н о с т і ._______

Нехай задано три компланарні ненульові вектори а19а29аг  Відпо
відно до означення при зіставленні початків цих векторів вони бу
дуть в одній площині (рис. 8 ).

В , С

Візьмемо, що вектори а1 і а2 не колінеарні (в противному випад
ку вони лінійно залежні). Через кінець вектора а3 (точку С) прове
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демо прямі, паралельні векторам ах і а 2  . Ці прямі перетнуть прямі, 
на яких лежать вектори ах і а 2  , в точках А х і В х. Вектори ОА л і , 
очевидно, колінеарні. А тому ОАх = Х1а1 і аналогічно ОВх - Х 2а2 . 
Проте ОА1 + ОВх = ОС = а3 . Таким чином, а3 = \1а1+ Х2а2 і, отже, 
вектори ах,а2,...,ак лінійно залежні.

С п р а в ед л и в е  й об ерн ен е  т в е р д ж е н н я : я к щ о  в екто р и

ах, а2,..., ак лінійно залеж ні, то вони компланарні. Дійсно, нехай
а3 = Ххах + Х2а2 . Якщо вектори ах і а 2  не колінеарні, то вони визна- 
чають_деяку площину. В тій самій площині лежать, очевидно, векто
ри Ххах і Х2а2 , а тому і їх сума — вектор а3 . Якщо вектори ах і 
а2 колінеарні, тоді на тій самій прямій лежить і вектор а3 і три 
заданих вектори не тільки компланарні, а й колінеарні.

Звідси випливає, що якщ о на площині задано пару неколінеар- 
них векторів, то будь-який третій вектор, який лежить в тій самій 
площині, може бути поданий як  лінійна комбінація двох заданих.

О значення. Впорядкована пара (якщо вказано, який вектор пари 
вважається першим, а який другим) неколінеарних векторів нази
вається базисною системою векторів (базисом) на площині, визна
ченою заданими векторами.

Теорема розкладання. Будь-який вектор на площині може бути 
поданий як лінійна комбінація базисної системи векторів; це по
дання (розкладання за_базисною системою) єдине.

Нехай вектори ег і е2 базисні. Тоді, як показано вище, будь-який 
вектор а може бути поданий у вигляді а = а1е1 +а2е2 . Залишається 
довести єдиність розкладання.

Покладемо, що існує ще одне розкладання вектора за тією самою 
базисною системою:

а — + р2 ^2 *
при цьому хоча б одне з чисел рх та Р2  відмінне від чисел ах та а2 . 
Тоді отримаємо -а-і)е1 + (р2  - а 2 )е2  = 0. Отже, вектори ех і е2 
лінійно залежні, а тому колінеарні. Проте це суперечить тверджен
ню, що ех і е2 утворюють базисну систему. Таким чином, розкладан
ня заданого вектора за заданою базисною системою єдине.

Проведені міркування легко перенести і на вектори, задані в просторі.
Означення. Впорядкована трійка (якщо вказано, який вектор 

трійки вважати першим, який другим і який третім) некомпла- 
нарних векторів називається базисною системою векторів (бази
сом ) у просторі.

Теорема розкладання. Будь-який вектор може бути поданий як  
лінійна комбінація базисної системи векторів; таке подання (роз
кладання за базисною системою) єдине.



Д о в е д е н н я .  Нехай задана базисна система векторів е19 е2, е3 
і а — довільний вектор. Нехай О — загальний початок цих век
торів. Через точку В  — кінець_вектора а (рис. 9) — проведемо 
пряму В Е 9 паралельну вектору е3, і нехай Е — точка перетину цієї 
прямої з площиною, визначеною векторами ех і е2 .
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Через точку Е проведемо прямі, паралельні векторам ех і е2 . 
Нехай Б 1 і А х — точки перетину цих прямих з прямими, на яких 
лежать вказані вектори. Нарешті, через точку В  проведемо пряму, 
паралельну ОЕ, до перетину в точці С1 з прямою, на якій  лежить 
вектор е3-

ОЁ = ОА  ̂ + ОВ19 а = ОВ = ОЁ + ОСх.
Маємо

тому
ОАі = а хе і , ОВі = а 2е2 , ОС і = а 3е3 ,

а — а 1 єх + а 2  &2 аз^з*
Одержаний розклад єдиний, оскільки якби існував ще один розклад

а = + Р 2 е2  +Р 3 е3,
то виконувалася би рівність

(Рі — а і )^і +  (Рг — а 2 )^2 (ІРз ”* а з К  =
при цьому хоча б одне з чисел Рх -  а19 Р2  -  а 2, Р3  -  а 3  було б відмінне 
від нуля. Це означало б, що вектори е19е29е3 були б лінійно залежні, 
а тому і компланарні, що суперечить умові теореми.



92 Глава 2

Із доведеного випливає також, що будь-які чотири вектори лінійно 
залежні.

Введемо ще одне суттєво важливе поняття.
Означення. Координатами вектора в заданому базисі назива

ються коефіцієнти розкладання вектора за базисною системою век
торів. _ _ _ _ _

О тж е, як щ о  зад ан а  б ази сн а  систем а вектор ів  е19 е2, е3 і 
а = а1е1 + а2е2 + а3е3, то координатами вектора а в заданому базисі 
е19 е2, е3 називаються числа а19 а 2, а3. Записуються координати 
вектора в заданому базисі у вигляді рядка: а = {сц, а2, а3}.

Зустрічається також запис у вигляді стовпця

а =

Отже, якщ о задано базис е19 е29 е3 і в цьому базисі а = {3,1, -2 } , 
тоді а = 3е1 +е2 -  2е3 .

Очевидно, якщо задано деякий базис, то задания координат векто
ра в цьому базисі повністю визначає сам вектор і, отже, два вектори 
рівні тоді і тільки тоді, коли рівні їх координати в якому-небудь 
заданому базисі.

Використовуючи правила лінійних операцій, отримаємо такі тео
реми.

При множенні вектора на число всі його координати в заданому 
базисі перемножаються на це число.

При додаванні векторів складаються відповідні координати цих 
векторів. _  _  _

Дійсно, нехай задано базис е19 е2, е3 і в цьому базисі два вектори:

а і = {аі» а2» <*3} ’ а 2 = ІРі» Рг» Рз }*
Тоді

Х а 1 =  + а 2е2 +  а 3е3) =  + Ха2е2 + Ха3е3 =  Ха29 А л 3};

+ а 2 =(<4 *! + а 2е2 + аз«з)+ІРі«і + Р ге2 + Рзез)=

= (аі + Р і)в1 + (а2 Рг )е2 (а 3 + Рз)Є3 = { аі + Рі» а2 + Р2» аЗ+Рз}*
Зазначимо, що в просторі можна вибрати нескінченну множину 

базисних систем векторів і один і той самий вектор у різних базис
них системах буде мати різні координати. В багатьох задачах корис
но переходити від однієї базисної системи до другої і встановлюва
ти співвідношення між координатами вектора в різних системах.

<4
а 2

аз
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Контрольні запитання і завдання

1. Що називається вектором, модулем вектора?
2. Які вектори називаються колінеарними, компланарними, рів

ними?
3. Сформулюйте властивості лінійних операцій над векторами.
4. Що називається лінійною залежністю та лінійною незалежні

стю системи векторів?
5. Сформулюйте теорему про розкладання довільного вектора за 

базисними векторами.
6 . Наведіть приклади лінійно залежних та лінійно незалежних 

систем векторів.

Приклади розв'язування задач

2.1. У базисній системі еХ9 е2, е3 задано три вектори

= {і, 2 , о}, а2 = { - 1 , 1 , і}, а3 = {2 , 0 , і}.

У базисній системі а ,, а2, а3 вектор а має координати {-1, 2, і}.
Знайти координати вектора а в базисі е19 е2, е3.

а = -а х + 2  а2 + а 3;

ах = е1 + 2е2; а2 = -ех + е2 + е3; а3 = 2ех + е3;
а = — {рх + 2 е2)+ 2 (- €х + є2 + €3 )+ і^€х + €3 ) = — €х + 0  • є2 + Зе3.

Отже, а = { - 1 , 0 , З} у базисі ех, е2, е3 .
2 .2 . В стан о в и ти , чи є век то р и  а = {і, -  2, 0}, Ь = {і, 2, - 1}, 

с = {- 1 , -  6 , 2 }, задані своїми координатами в якій-небудь базисній 
системі, лінійно залежними, і якщо це так, то виразити один з век
торів через інші.

Відповідно до означення лінійної залежності відшукуються такі 
числа ХХ9 Х29 Х39 щоб Хха + Х2Ь + Х3с = 0. Оскільки при рівності век
торів мають бути рівні їх координати, то

+ Х«2 Х3 — 0, Х,2  = 2А,д,
4 — 2Хх + 2А. 2  _ 6 Х,д = 0 , Хх = —Х2 + Х,д,
- Х 2+2Х3 = 0 , Хх - Х 2 +ЗХ3 = 0 .

Третє рівняння є наслідком двох інших. Вибираємо Х3 = 1 . Тоді
= —1» Х2 = 2, — а, + 2Ь + с — 0, а — 2Ь + с.
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2.3. У базисі е19 е2, е3 задано чотири вектори

а і = {0, 1 , -  2}, аг = {2, 1 , і }, аз = {і , 0 , і }  а4 = {2, 1 , з }.

Знайти координати вектора а 4 в базисі а19 а 2, а3. __ __
Оскільки чотири вектори завжди лінійно залежні, то а 4  = а 1а1 + 

+ а 2 а 2  + а 3 а 3. Порівнюючи координати векторів, дістанемо:

2а 2  + а 3  = 2, аг = -2, а 2  = 3 , а 3  = -4 ,

< а х + а 2  = 1, а\ -  {- 2, 3, -  4},
- 2 ^  + а 2  + а 3  = 3 .

2 .4 . З ’я с у в а т и , чи є си стем а  в е к т о р ів  аі = {і, - 1 ,  2, і},
аг = {і, -1 ,  1, 2}, аз = {і,_-1, 4, - 1} лінійно залежною.

Нехай схаі + с2аг + с3аз = 0 , де с19 с2, с3 — деякі числа. 
Підставляємо в цю рівність вирази векторів

с ,(1, - 1 .  2 ,1)+ с2 (і, -1 ,1 , 2)+ с,(1, -1 , 4, - 1 )  = 0 .

Після множення векторів на числа с19 с29 с3 і додавання векторів 
отримаємо, що

Сі(і, - 1 ,  2, і ) + с 2 (і, - 1 ,  1, 2 ) +с 3 (і, - 1 ,  4, - 1)= 0,
ЗВІДКИ

сх + с2  + с3  = 0 ,
— Сі — с2 — с3 = 0 ,
2 сг + с2  + 4с3  = 0, 
сх + 2 с2 -  с3  = 0 .

Цю систему лінійних однорідних рівнянь розв’язуємо за мето
дом Гаусса:

'  1 1 Г /
1 1 1 ' Ґ1 і

Г1- 1 - 1 - 1

->
0 0 0

-> 0 і - 2 —> 1 1 '
2 1 4 0 - 1 2

0 0

0 1 - 2

0 \ /
1 2 - 1 0 1 - 2 V )) 1

Дістали трапецеїдальну систему. Отже, задана система є невизна- 
ченою, а тому крім нульового розв’язку сх -  с2 = с3 = 0  має і ненуль- 
овий розв’язок . Таким чином, розглядувана система векторів
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аі, аг, аз лінійно залежна. Можна знайти також коефіцієнти с19с2,с3 
лінійно залежної системи векторів аі, аг, аз. Для цього розв’язує
мо систему лінійних рівнянь

Вільними невідомими можливо вважати с3. Виражаючи головні неві
домі с1 і с2  через вільне невідоме с3, знаходимо, що с2  = 2  с3, с 1 = -3  с3.

Надамо с3  довільне значення, відмінне від нуля, наприклад -1 . 
Отримаємо сх = 3 , с2  = -2 , с3  = -1, тобто Заі -  2 аг -  аз = 0.

Задані і вправи для самостійної роботи

Дослідити на лінійну залежність систему векторів.

Знайти координати вектора х у базисі (е ', е2, е3), якщ о він за

даний у базисі (еІ9 е29 е3) .

^ 1  ^ 2  3̂ ”
с2 ~ 2 с3  = 0 .

2.5. а = {і, 4, 6 }, Ь = {і, - 1 ,  і}, с = {і, 1, 3}.

2 .6 . а = {2,-3, і}, Ь = {3, - 1 , 5}, с = {і, - 4 ,  з}.

2.7. а = {5, 4, З}, Ь = {З, 3, 2}, с = {8 , 1, З}.

2.8. а = {і, 1, і}, Ь = {0,1, і}, с = {0, 0, і}.

+ ^ 2  + 2 вд,

• е2 = 2е1 - е 2, х  = {б, - 1 , з},

* = {і, 2, 4},

е 3 =  ~ е \  +  е 2 + Є 3 -
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2 .11. 6} = + 2̂ + 4 ^ ,
-  4 -  -
Є2 — з Є1 Є2> х = {і, 3, 6},

Розкласти вектор х за векторами р, q9 г .

2.12. х  = {-2, 4, 7}, р = {0, 1, 2}, я = {і, 0, і}, г = {-1. 2, 4}.

2.13. х  = - 4 ,  4}, р  = {2. 1, - і } ,  я = ф, 3, 2}, г = {і, -1 , і}.

2.14. х  = {2, - 1 ,  і}, ~р = {і, 1, 0}, я = Ф. 1. -  2}. г = {і. 0, 3}.

§ 4. Проекція вектора на вісь

Називатимемо віссю пряму з вибраним на ній напрямком.
Нехай задано вектор АВ  і вісь Ь. Розглянемо вектор, початок 

якого є точка А х — проекція точки А  на вісь Ь9 а кінцем — точка Вх — 
проекція точки В на ту саму вісь. __

О значення . Проекцією вектора АВ на вісь Ь називається дов
жина вектора А1В1, взята зі знаком якщо напрямок А1В1
збігається з напрямком осі Ь, та зі знаком якщо напрямок АХВХ 
протилежний напрямку осі Ь. __

Проекція вектора АВ  на вісь Ь позначається як  прЬАВ  . Будемо 
називати ортом осі Ь вектор Ь0 , напрямок якого збігається з на
прямком осі Ь і довжина дорівнює 1.

Означення. Кутом між двома векторами (або між вектором 
та віссю) називається найменший кут, на який потрібно поверну
ти один з векторів, щоб його напрямок збігся з напрямком другого 
вектора.

При цьому немає значення, який з двох векторів повертається: 
вектор а до збігу з напрямком вектора Ь або вектор Ь до збігу з 
напрямком вектора а . Іншими словами, кут між векторами а і Ь є 
разом з тим і кутом між векторами Ь і а. Звідси випливає, що кут 
м іж  двома векторами не може бути від’ємним і не може бути більше 
к радіан.
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§ 5. Прямокутна декартова система координат у  просторі

Виберемо в просторі яку-небудь точку О, проведемо через неї три 
взаємно перпендикулярні осі і на кожній із них візьмемо одинич
ний вектор, напрямлений по цій осі (орт осі). Вісь з вибраним на ній 
початком відліку та одиницею довжини називається координатною 
віссю, а впорядкована система трьох взаємно перпендикулярних ко
ординатних осей із загальним початком відліку і загальною одини
цею довжини називається прямокутною декартовою системою ко
ординат у просторі.

У вибраній впорядкованій системі координатних осей першу вісь 
назвемо віссю абсцис (або віссю *), другу — віссю ординат (або віс
сю у), третю — віссю аплікат  (або віссю г). Оскільки на кожній осі 
вибраний орт осі, то маємо також базисну трійку векторів. Вектори 
цієї базисної трійки взаємно перпендикулярні. Таку базисну систе
му векторів називають ортогональною. Крім того, довжини усіх трьох 
базисних векторів дорівнюють одиниці. Така система векторів нази
вається нормованою (в багатьох випадках довжину вектора назива
ють нормою).

Отже, вибрана система базисних векторів — координатний базис — 
є ортогональною і нормованою, або, як часто говорять, ортонормова- 
ною. Перший вектор базисної трійки, напрямлений по першій осі 
(по осі абсцис), позначається символом і, другий вектор, напрямле
ний по другій осі (по осі ординат), — символом у, третііі вектор, 
напрямлений по третій осі (по осі аплікат), — символом к.

Базисні, тобто некомпланарні, трійки векторів у просторі розділя
ють на два типи. Якщо при спостереженні від кінця третього векто
ра базисної трійки коротший поворот від першого вектора до друго
го здійснюється проти годинникової стрілки, базисна система нази
вається правою. Якщо при спостереженні від кінця третього векто
ра найкоротший поворот від першого вектора до другого здійснюється 
за годинниковою стрілкою, трійка векторів називається лівою.

Прямокутна декартова система координат називається відповід
но правою, якщо правою є трійка її базисних векторів, і лівою, якщо 
трійка її базисних векторів ліва. Ми використовуватимемо тільки 
праву систему координат.

Як було показано раніше, будь-який вектор може бути розкладе
ний, і при тому в єдиний спосіб, за базисною трійкою векторів. _А 
тому будь-який вектор а можна записати у вигляді а = агі + а 2у + а3& . 
Оскільки початок вектора а завжди можна розмістити в початок 
координат (рис. 10), то числа а19 а2 , а3 , тобто координатиректора а 
в базисній трійці і , у , к , є одночасно проекціями вектора а на ці осі. 
4 Васильченко І. П.
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Для скорочення запису замість прха, пруа9 пр2а застосовують 
символи ах, ау9 аг . А тому вектор а можна записати у вигляді

а = ахі + ауі  + агй = \ах, ау, аг }. (11)

Оскільки вектор а внаслідок взаємної перпендикулярності ко
ординат осей є діагоналлю прямокутного паралелепіпеда, побудова

ного на векторах ахі , ауу, а2к, то

|в| = ^ |a f+ a [+ a f.  (12)

Кути, утворені вектором а з координатними осями, можна обчис
лити за формулами

Візьмемо в просторі із заданою прямокутною системою коорди
нат довільну точку М . Радіусом-вектором цієї точки називатимемо 
вектор ОМ  з початком у початку координат і кінцем у заданій 
точці (рис. 11).

Означення. Координатами точки в заданій прямокутній декар- 
товій системі координат називаються проекції радіуса-вектора 
цієї точки на координатні осі.
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Координати заданої точки М  у заданій прямокутній декартовій 
системі координат записуються, як правило, у вигляді ( х ,у ,г ), де

х -  прхОМ, у = пруОМ, 2  = пргОМ, (14)
і називаються відповідно абсцисою, ординатою та аплікатою точки М.

Три площини, визначені парами координатних осей, розбивають 
весь простір на вісім частин — октантів. Площини ці називаються 
координатними площинами. На площині дсу (яка проходить через 
осі х і у) апліката будь-якої точки дорівнює нулю, на площині хг  
(яка проходить через осі х і г) ордината будь-якої точки дорівнює 
нулю, на площині уг (яка проходить через осі у і г) абсциса будь- 
якої точки дорівнює нулю.

Очевидно, в заданій системі координат координати будь-якої фіксо
ваної точки визначаються єдиним способом і задания координат 
будь-якої точки (тобто задания впорядкованої трійки дійсних чи
сел) єдиним способом визначає положення самої точки. Іншими 
словами, в заданій системі координат має місце взаємнооднозначна 
відповідність між точками в просторі і впорядкованими трійками 
дійсних чисел. Оскільки вектор повністю визначається заданиям 
положення початку і кінця, то можна виразити координати в орто- 
нормованому базисі через координати його кінц ів .

Нехай у заданій прямокутній декартовій системі координат по
чаток вектора знаходиться в точці М х(х х, ух, г х), а кінець — у точці
М 2(х2, у2, г2) (рис. 12). Як відомо, ОМх + М ХМ 2 = ОМ2 . Однак вектор
ОМх є радіусом-вектором точки М ,, а ОМ2 — радіусом-вектором 
точки М 2.
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Тому

ОМх = х хі + ух) + г^і, ОМ2 = х 2і + у2] + г2&.
Отже,

М ,М 2 = (х2 - х 1)і + (у2 - у 1У + (г2 - г ^ й .  (15)
Можна використати й іншу систему запису:

ОМх = {х19 у19 гх\  ОМ 2 = {х29 у 29 г 2}9 

М±М2 = \х2 — х і9 у2 — Уі, 2 2 —2 ^
Апарат векторної алгебри і метод координат з успіхом викорис

товуються для розв’язання багатьох геометричних задач.
П р и к л ад  1. Знайти  віддаль м іж  двома заданим и точками 

М іЬі> Уі> гі ) і Угу г г \
Вектор М ХМ 2 має координати х 2 -  х19 у2 -У\> г2 “  г\ • Раніше було 

доведено, що довжина вектора дорівнює кореню квадратному із суми 
квадратів його координат в ортонормованому базисі. А тому

|м , м 2| = -\{х2 - х ,У  +(у2 - УіУ +(г2 - г 1У . (16)

П риклад 2. Задано дві точки М х(х х, ух, гх) і М 2(х 2, у2, г2). Знайти 
координати точки, яка лежить на відрізку М ХМ 2 і ділить довжину

. тцього відрізка у відношенні — =
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Нехай точка М(х, у , г) — шукана (рис. 12). Вектори М гМ  і М М 2 , 

очевидно, колінеарні й однаково напрямлені, тому вони можуть 
відрізнятися тільки довжиною. З умови

Отже,

М ХМ

М М 2
т
п

X.

І м хм \ = х\м м 2\.

При рівності векторів мають бути рівними їх координати. Оскільки
М гМ  = {* -  хи у -  уи г - г \  М М 2 = \х2 -  х, у2 -  у, г2 -  г}, 
тоді

X - х1 = х(х2 - х), у - Уі = Х(у2 - у ) ,  г - гх = і(г2 - г),

х = Сі +Ьх2 
1 + X

.. У і + Ьу2 . .  _ 2, + Хг2ч — , & —
1 + Х 1 +  А.

(17)

В окремому випадку, якщ о п = т ,Х =  1, тобто точка М  лежить в 
середині даного відрізка М ХМ 2 , то

х л + х9X = —----- - „ _ УІ + У 2 . _ _ *1 + *2 
У ~  2 ’  2

(18)

Отже, координати середини відрізка дорівнюють півсумам відповід
них координат його кінців.

Очевидно, що всі здобуті результати можна перенести і на випа
док прямокутної системи координат на площині. Векторами, як і 
утворюють ортонормований базис, тут будуть і та ; ,  а тому будь-

який вектор на площині дсу можна записати у вигляді а -  ахі л- ач '} -

= <*,}•
Щоб отримати з виведених формул відповідні формули в прямо

кутній декартовій системі координат на площині, достатньо поклас
ти рівними нулю всі проекції на вісь г .

§ 6. Скалярний добуток векторів

У фізичних, технічних, економічних застосуваннях математики 
велике значення має розв’язання задачі про визначення роботи, яку 
виконує задана стала сила при переміщенні матеріальної точки. Якщо 
точка переміщується прямолінійно, то, як відомо, робота дорівнює 
Добутку величини сили на величину переміщення і на косинус кута
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між напрямком сили і напрямком переміщення. Позначимо силу 
і? , а переміщення — АВ  , дістанемо для обчислення роботи вираз

ИГ = |]р |р^со8(р , АВ).
Оскільки подібна операція з двома векторами зустрічається до

сить часто, то для неї введено спеціальну назву, спеціальне позначен
ня і вивчені всі основні властивості.

Означення. Скалярним добутком двох векторів називається до
буток їх довжин і косинуса кута між ними.
_ Скалярний добуток двох векторів а і Ь позначимо символом 
а • Ь . Відповідно до означення

а • Ь = а| • \Ь\ совіз(а, ь). (19)

Безпосередньо з означення випливає, що скалярний добуток двох 
векторів є скаляром.

Кут між двома векторами не залежить від того, який вектор виби
рається першим і який другим, тому

а-Ь = Ь а , (20)
тобто скалярний добуток має комутативну властивість.

Оскільки |ь| сов(а, ь) є проекцією вектора Ь на вісь, напрямлену

так, як  і вектор а , |а|сов(а, &) є проекцією вектора а на вісь, напрям
лену по вектору Ь , то

а • Ь = |а|праЬ = |ь|пр6а. (21)

Тепер легко показати, що скалярний добуток векторів має розпо
дільну властивість, тобто

а • (& + с)= а-Ь + а с .  (22)
Дійсно,

а(р + с)= |а|пра(& + с) = |а|(праЬ + прас)=  |а|праЬ + |а|прас.

Однак |а|праЬ = а • Ь, |а|прас -  а с.
Отже,

а§) + с) = а Ъ + а с.
Неважко перевірити, що скалярний добуток має асоціативну вла

стивість по відношенню до скалярного множника:

>.(а ■ д)= (ха)- Ь -  а(хь). (23)
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З означення скалярного добутку векторів випливає, що

а • а = |а| • |а| cos (а, а) = |а| • |а| = |а| .

Отже, скалярний добуток вектора на самого себе дорівнює квадра
ту довжини вектора. Зокрема,

і • і = 1, у • у = 1, k • k = 1. (24)
Якщо два вектори взаємно перпендикулярні, то їх скалярний до

буток дорівнює нулю. Навпаки, якщо скалярний добуток дорівнює 
нулю, але жоден з векторів не є нулем, то в нуль має перетворюватися 
косинус кута між векторами, а тому вектори мають бути перпенди
кулярні.

Отже, для того щоб два вектори були перпендикулярні, необхід
но і достатньо, щоб їх скалярний добуток дорівнював нулю .

Оскільки напрямок нульового вектора вважається довільним, то 
можна вважати нульовий вектор перпендикулярним до будь-якого 
вектора. Тому в наведеній умові перпендикулярності двох векторів 
немає потреби особливо вказувати, що жоден з векторів не повинен 
бути нульовим.

З умови перпендикулярності отримаємо, зокрема, що

і j = 0, і • k = 0, j k = 0. (25)
Якщо вектори задані своїми координатами в ортонормованому 

базисі і9 у, k , то, використовуючи розподільну і сполучну по відно
шенню до скалярного множника властивості скалярного добутку, 
дістанемо

a b ={ахі +ayj +a2k j {bxi +byj +b2k^ = axbxi і +axbyi -y +

+ axb2i k +aybxj і +aybyj  y +aybzj k +a2bxk і +

+ a2byk j  +a2b2k k  =axbx +ayby +a2b2,

a b = axbx + ayby + a2b2, (26)

тобто скалярний добуток двох векторів дорівнює сумі добутків од
нойменних координат цих векторів.

З означення скалярного добутку двох векторів безпосередньо виво
дять формулу для обчислення косинуса кута між двома векторами

t~ z \ а 'Ъcos la, b)= .
lai - \b (27)
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§ 7. Векторний добуток векторів

О значення. Векторним добутком двох векторів називається 
третій вектор, який має довжину, чисельно рівну площі паралело
грама, побудованого на заданих векторах, який перпендикулярний 
до площини цих векторів і утворює з впорядкованою парою зада
них векторів праву трійку. _

Позначають векторний добуток заданих векторів а і Ь симво-

Оскільки площа паралелограма, побудованого на векторах а і Ь , 
дорівнює добутку довжини цих векторів і синуса кута між ними, то

| \ахЬ  ]| = |в||&|аіп (28)
Вкажемо на основі властивості векторного добутку векторів. Заз

начимо попередньо, що

[ахь]= -\ьха]. (29)
Дійсно, нехай

с = [ах б] і с -  [&ха].
Оскільки

с = |а||&|зіп(а, І)  і ^  = |&||а|зіп(&,а), то |с| = |с/|.

Вектори с і с перпендикулярні до одної і тої самої площини 
(площина, визначена векторами а і Ь). Вектори а , Ь9 с утворюють 
праву трійку. Праву трійку утворюють і вектори Ь, а , с', тому векто
ри с і с мають однакові довжини, перпендикулярні до одної і тої 
самої_площини, і напрямлені в протилежні боки. Це означає, що 
с = - с \  Отже, при перестановці векторів, що перемножуються, на
прямок векторного добутку змінюється на протилежний, а довжина 
не змінюється.

Можна довести, що векторний добуток двох векторів має сполуч
ну властивість щодо третього — скалярного — співмножника:

X • [а х б] = [(Ха)х ь] = [а х (хь)] (ЗО)
і розподільну властивість:

[а х  (ІЬ + с)] = [а х  &]+ [а х  с ] (31)
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З означення векторного добутку векторів випливає, що вектор

ний добуток колінеарних векторів є завжди нульовим вектором. 
Зокрема, завжди

[а ха] = 0.

Оскільки вектори і , }, к взаємно перпендикулярні, мають оди
ничні довжини і утворюють праву трійку, то

[/ х і] = 0, [іх /]= А , [і х &] =

І)х і]= -Л , 0 х /] = 0, \}хк]= і, (32)

[л х і] = Л [а х ; ] = - і, [а х а ] = о.
Використовуючи розподільну і сполучну по відношенню до ска

лярного множника властивості векторного добутку, можна дістати 
формули для обчислення векторного добутку векторів, заданих роз
кладом за ортонормованим базисом:

[аХЬ] = (ахї + ау]+агк)х(Ьхі + Ьу~і + Ьгк) = ахЬх [їхї]+ ахЬу [їхі~\+
+ахЬг [ їх Щ + ауЬх [ /х І ]  + ауЬу [)х }]+ауЬг [}х £] + агЬх [й х ї]+
+ агЬу [Л х ;]  + агЬг [£ х £ ] = ахЬу к + ахЬг (- ; ')+ ауЬх (~к)+
+ ауЬг і +агЬхі + агЬу (-1) = ї (ауЬг -  агЬу )+
+Ца2Ьх ~ ахЬг )+ЦахЬу - а уЬх ),

[ а х Ь] = (ауЬг -а гЬу)ї+ {агЬх - а хЬг)]+(ахЬу - а уЬх )к. (33)

Важливою геометричною задачею, яка розв’язується за допомо
гою введеної операції, є обчислення площини трикутника за коорди
натами його вершин.

Нехай задані координати вершин трикутника А, В, С. Знаючи їх, 
знаходимо АВ і АС . Площа трикутника АВС дорівнює половині 
площі паралелограма, побудованого на векторах АВ  і АС . Отже,

5 авс= | | [ а Б х і с ]|. (34)

Приклад. А(1; -2 ; 0); В(2; 1; -1); С(0; 3; 1). Знайти 5 ^ .

__  __  АВ = {і, 3, - 1}; АС = { -1 ,5 ,1 } ;
[А В хА С ]=  [3• 1 - ( - 1 ) •  5 ] ї+ [(-1) ( - і ) - 1 і ] / + [ і - 5 - 3 ( - і ) ] Л  = 8Ї + 8А,
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|[АВХАС]| = 8л/2,

«лас = * /2 .

Нарешті, формулу для обчислення векторного добутку векторів 
(33) зручніше записувати через визначник

г— -
і І k

[axb'] = аX
К

а
У аг

К
(35)

розкладаючи який за елементами першого рядка отримаємо формулу (33).

§ 8. М іш аний добуток векторів

Оскільки векторний добуток векторів Ь і с є вектором, то можли
во розглядати і скалярний добуток вектора а на [bxc], і векторний
добуток а на [&хс]. У нашому курсі ми розглянемо тільки перший 
із цих добутків. _

Означення. Скалярний добуток вектора а на векторний добу
ток векторів Ь і с називається мішаним добутком векторів а, Ь, с.

Отже, мішаний добуток векторів а , b і с — це вираз а[&хс]; він 
є, очевидно, скаляром.

З ’ясуємо геометричний зміст введеного поняття. Не^сай^точка О є 
загальним початком трьох некомпланарних векторів а , b , с .

Рис. 13
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Побудуємо на заданих векторах паралелепіпед (рис. 13) і знайде

мо вектор <і = [& х с\ . З означення скалярного добутку векторів діста
немо

а[Ьхс] = ай -  |5|пр^а.

Оскільки вектор (і перпендикулярний до площини векторів Ь і 
с , то проекція вектора а на вісь, напрямлену по вектору (і , або 
дорівнює висоті паралелепіпеда, якщ о ця проекція додатна (тобто 
якщо вектори а, Ь, с утворюють праву трійку), або дорівнює висоті, 
взятій зі знаком “мінус”, якщ о ця проекція від’ємна (тобто якщ о 
три заданих вектори утворюють ліву трійку).

Отже, мішаний добуток трьох векторів дорівнює об’єму паралеле
піпеда, побудованого на цих векторах, якщ о вони утворюють праву 
трійку, і дорівнює об’єму паралелепіпеда, взятому зі знаком “мінус”, 
якщо вектори утворюють ліву трійку.

Якщо у вибраний трійці їх переставити, то паралелепіпед, побудо
ваний на цих векторах, очевидно, не зміниться. Зокрема, не змінить
ся й абсолютна величина мішаного добутку. Зазначимо, що при кру
говій перестановці векторів права трійка векторів залишається пра
вою, а ліва — лівою. Тому при круговій перестановці векторів міш а
ний добуток векторів не змінюється.

Отже,
а[& х с\ = с[а х Ь] = Ь[с х а]. (36)

Якщо вектори задані своїми координатами в ортонормованому 
базисі і , у , к 9 то

а = Ьх’ау>аЛ  Ь = Ьх>Ьу,Ьг}, с = к х,су,сг},

й = -  Ьгсу, Ъгсх -  Ьхсг, Ьхсу -  Ьусх}, (37)

а р х с ]= а в(б,с, ~Ьгсу)+ау(Ьгсх -Ь хсх)+аг(Ьхсу -Ь усх ).

Якщо задані три вектори компланарні, то їх мішаний добуток, 
очевидно, дорівнює нулю. Навпаки, якщо мішаний добуток трьох век
торів дорівнює нулю, то ці вектори обов’язково компланарні. Дійсно, 
якщо скалярний добуток векторів а і <1 дорівнює нулю, то вектор (і 
перпендикулярний до вектора а , але (і перпендикулярний також 
до площини векторів Н е .  Отже, вектор а лежить в площині век
торів Н е .  Звідси вектори а , Ь , с компланарні.

Отже, рівність нулю мішаного добутку трьох векторів є необхід
ною і достатньою умовою їх компланарности.
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Формулу (37) можна записати, використовуючи визначник тре
тього порядку

а\Ьхс] = (38)

розкладаючи який за елементами першого рядка отримаємо форму
лу (37).

Контрольні запитання і завдання

1. Як визначається положення точки М  простору радіусом-век- 
тором? Які координати вектора і точки в просторі?

2. Що називається координатним базисом?
3. Як визначається проекція вектора на вісь? Назвіть власти

вості проекцій.
4. Як визначити довжину та напрямок вектора за відомими його 

координатами?
5. Дайте означення скалярного добутку двох векторів, сформу

люйте основні його властивості. Як визначається скалярний добу
ток через координати векторів-співмножників?

6. Сформулюйте необхідні та достатні умови перпендикулярності 
двох векторів. Запишіть формулу для знаходження кута між векто
рами та умову паралельності двох векторів.

7. Що називається векторним добутком двох векторів? Які його 
властивості?

8. Запиш іть векторний добуток через координати векторів- 
співмножників в ортонормованому базисі. Який геометричний зміст 
модуля векторного добутку?

9. Що називається мішаним добутком трьох векторів? Які влас
тивості має мішаний добуток?

10. Сформулюйте твердження, що розкриває геометричний зміст 
мішаного добутку.

11. Сформулюйте необхідну і достатню умову компланарності 
трьох векторів.

12. Як виражається мішаний добуток через координати векторів 
співмножників?
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Приклади розв’язування задач

2.15. У трикутнику АВС сторона АВ точками М  і N  розділена на 

три рівні частини: |АМ| = |м іу | = |іУб |. Знайти вектор СМ , якщ о

СА = а, СВ = Ь.

Маємо АВ = Ь -  а . Звідси АМ  =
Ь -  а

Ь - а  Ь + 2аОтже, СМ = СА + АМ , тоді СМ = а +
3 3

2.16. У трикутнику АВС пряма АМ  є бісектрисою кута ВАС, при

чому точка М  лежить на стороні ВС. Знайти АМ  , якщ о АВ  = Ь, 

АС = с .

Маємо ВС = с -Ь  . Із властивості бісектриси внутрішнього кута

трикутника випливає, що \ВМ \ : \МС\ = \Ь\ : \с\ , тобто |БМ| : |БС| =

Звідси дістаємо ВМ  = і=і (с - 4+ с

6 /_ _ ч  |6|С +
Оскільки АМ  = АВ + В М , то АМ  = Ь + (с -  =

« + с И +

2.17. Задано точки А (1; 2; 3) і Б  (3; -4 ;  6). Знайти довжину,

напрямок і норму вектора а = АВ.

Проекціями вектора АВ на осі координат є різниця відповідних 
координат точок Б  і А: ах = 3 -  1 = 2, ау = -4  -  2 = -6 , а г = 6 -  3 = 3.

Звідси а = АВ  = 2г -  6у + 3/г. Знайдемо довжину вектора а :

соэ а = соэ

а| = у]а* + а2у + а] = ^ 2 2 + (- б)2 + З2 = 7;

(адс) = ^ ; соэр = соэ(а1/)= -  у ;  сову = сов(аг)= у



Глава 2

Ш уканий одиничний вектор має вигляд

— а 2і -  6у + 3£ 2 :  6 - 3 -
0 У  7 7 7 7

2.18. Задано трикутник: А (1; 1; 1), Б  (5; 1; -2 ), С (7; 9; 1). 
Знайти координати точки Б  перетину бісектриси кута А зі сторо
ною СБ.

Знайдемо довжини сторін трикутника, що утворюють кут А:

\АС\ = уІ(хс -  х А )2 + (ус -  і/а)2 + (гс -  гА )2 =

= л/ ( 7 - і )2 + ( 9 - і )2+ (і - і )2 = 10;

Ц я | = а/(*в -  х а У  + І У в  -  У а У  +  ( 2 в  -  2 а У  =

= уІ(5 - 1)2+ (і - 1)2 + ( -  2 - 1)2 = 5 .

Звідси |СХ>|: |і)В| = 10 : 5 = 2 , оскільки бісектриса ділить сторону 
СВ на частини, пропорційні прилеглим сторонам. Отже,

х с + 7 + 2 -5  17 ус + Хув _ 9 + 2 1  _ П
°  1 + Х 1 + 2 3 ’ У о  1 + Х 1 + 2 З ’

_ _ г с +Хгв 1 + 2(-2) ,
0 1+Х  1 + 2

ш укана точка Б  (17/3; 11/3; -1 ).
2.19. На осі Ох знайти точку, рівновіддалену від точок А (2; -4 ; 5) 

і Б  (-3 ; 2; 7).

Нехай М  — шукана точка. Тоді |АМ| = \МВ\. Оскільки точка М  
лежить на осі х, то її координати (х; 0; 0).

Отже, \АМ\ = -у/(д:-  2)2 + 42 + 52, \мЦ = у1(х + 3)Р + 22 + 72 ; (х-2)2 +

+ 41 = (* + 3)2+ 53, або 10* = -1 7 , тобто * = -1 ,7 .
Звідси М (-1 ,7 ; 0; 0).

2.20. Задано вектори а = 4і -  2у -  4/г, Ь = 6і -  Зу + 2Й.
Обчислити скалярні добутки:

1) а Ь; 2) уій*; 3) лІР  ; 4) (2а -  ЗЬ)(а + 2І); 5) (5 + & /. 
Знаходимо:

1) а ■ Ь = 4 • б + (—2)(—3) + (—4)(2) = 24 + б -  8 = 22;

110_____________________________________________
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2) а  2= а - а = 4 - 4 + ( -2 ) (-2 )  + ( -4 ) ( -4 )=  1 6 + 4 + 1 6 =  36; 40* = 6;

3 )  ft2= ft-ft = 6- 6 + (—3)(—3) + 2 • 2 = 36 + 9 + 4 = 49; Vft* = 7;

4) (2а -  3ft) (а + 2ft)= 2а2 + АаЬ -  3ab -  6ft2 = 2 а2 + ab -  6ft2 =
= 2-36 + 2 2 - 6 - 4 9  = 2(36 + 1 1 -1 4 7 ) = -2 0 0 ;

5) (a + ft)f = a 2 +2aft + ft2 = 36  + 2 -22  + 49 = 129.
2.21. Обчислити, при якому значенні а  вектори а = аі -  Зу + 2k і 

Ь = і + 2у -  ak взаємно перпендикулярні.
Знаходимо скалярний добуток цих векторів: a b=  a - 6 - 2 a .  

Оскільки а±Ь , то а • b = 0 .
Звідси - а  -  6 = 0; а = -6 .

2 .22 . О б ч и сли ти  к у т  м іж  в е к т о р а м и  a = 2 i-4 y  + 4fc і

b — -З і + 2/ + 6&.

a • ЬОскільки a • & = a • & cos ф , тоді cos ф =
a • \b

М аємо a b  = 2(-3) + (-4)2 + 4 • 6 = 10; a| = >/4 + 16 + 16 = 6;

Н = >/9 + 4 + 36 = 7. Отже, cos ш = ----- = —  і <р = arccos —  .
6 -7  21 21

2.23. Знайти вектор * , який перпендикулярний до векторів 

а = 2і + 3 ; - й  і Ь = і - 2 ;  + ЗЛ та задовольняє умову *(2і -  ; + й) = -6

Оскільки *_|_а і х±Ь , тоді * • а = 0 і х Ь = 0 . Ш уканий вектор
* має координати х = х хі + *2у + х ък .

Отже,
2х1 + 3*2 -  *3 = 0,

« х 1 -  2*2 + З*3 = 0,
2*1 -  *2 + *3 = -6 .

Розв’язуючи одержану систему, маємо

* = { -  З, З, 3 }, тобто * = -З і + 3; + Зк .
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2.24. Задано вектори а = Зі -  ; -  2ку Ь = і + 2у -  к . Знайти коорди
нати векторних добутків:

1) |а • б]; 2) [(2а + &)*>]; 3) [(2а -  б)(2а + &)].
Знаходимо:

1) £ • ь]
і j k 
3 - 1 - 2  
1 2 - 1

= 5 і + j  + 7k;

2) [(2а + &)&]= [2а • б]+ [б • б]= 2 ^  • &]= 10І + 2] + 14А;

3) [(2а -  ь)(2а + ft)]= 4[а • а]+  г|а • &]- г[& • а ] -  |b • &]= 4|а • б] =

— 20/ + 4у + 28&;
2.25. Задано вершини трикутника А (1; 2; 0), В (3; 0; -3) і С (5; 2; 6). 

Обчислити його площу.

Знаходимо вектори АВ  і АС .

АВ  = (3 -1 ) /  + (0 -  2); + (-3  -  0)1г = 2 і -  2) -  3/г;

АС = (5 -  1)і + (2 -  2);* + (6 -  0)6 = 4/ + 66.

Площа трикутника АВС дорівнює половині площі паралелограма,

побудованого на векторах АВ  і АС , а тому знаходимо векторний 
добуток цих векторів

[a b a c ]
1 j  k
2 - 2  - З
4 0 6

-2

0

= -12 і -  24; + 8k.

Звідси

«ЛВС = | |  [л в  • Ас]| = IV 144  + 576+  64 = і 7784 = 14 кв.од.
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2.26. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах

а + ЗЬ і За + Ь , якщо |а| = |б| = 1, (а Ь) = 30°.
Маємо

[(а + ЗЬ^За + & )] = з [аа ]+  [а&]+ 9[&а]+ з[&&] = 3 • 0 + [ab]- 9[а&]н 

+ 3*0 = — 8|а& > 

оскільки [аа]= ^&]= 0, |&а] = -|а& .

Звідси S  = 8||а£>]| = 8 1 - 1  sin 30° = 4 кв .од.

2.27. Знайти мішаний добуток векторів 

a = {1; -1 ;  -  3 }, 6 = { -  2; 2; 1 }, с = { 3; -  2; 5 }.

аЬс =
-2 

З
- З

-2 2 

З - 2

1 - 1  - З
- 2  2 1 =1 2 1 - ( - 1)

-2 5
3 - 2  5

= 1 2 -1 3  + 6 = 5.
2.28. Знайти об’єм трикутної піраміди з вершинами А (-1 ; 0; 2), 

В (2; 1; 1), С (3; 0; -1 ), О (3; 2; 2).

Знайдемо вектори АВ, АС і АІ>, як і збігаються з ребрами піра

міди у вершині А: АВ  = 3і + у -  А, АС = 4 і -  зк, А В  = 4/ + 2у . Знахо
димо мішаний добуток цих векторів:

3 1 - 1
A B A C A D  =

V  = 2 .парал

4 0 - 3  
4 2 0

= 4
1 - 1  
0 - З

-2
- 1
- З

= -1 2  + 10 = - 2 ;

Оскільки об’єм піраміди дорівнює — паралелепіпеда (рис. 14),
6

побудованого на векторах АВ, АС і АО , то Кпірам = —.
З
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А В
Рис. 14

2.28. Показати, що вектори a = 2i + Z j - k ,  b = i - j  + Zk, c = i +
+ 9 / - l i f t  компланарні.

Знаходимо мішаний добуток векторів.
2 3 - 1

= -3 2  + 4 2 - 1 0  = 0.

Оскільки abc = 0 , то задані вектори компланарні.

Задачі і вправи для самостійної роботи

Чи колінеарні вектори q  і с2 , побудовані на векторах а і і> ?

2.30. а = {і; - 2 ;  З}, b = {З; 0; - l} ,  q  = 2а + 46, с2 = Z b -а.

2.31. а = {і; 0; l}, b = {- 2; 3; б}, q  = а + 2Ь, с2 = За -  Ь.

2.32. а  = {-2; 4; l}, b = {і; - 2 ;  7}, q  = 5а + 2Ь, с2 = 2 а -Ь .

Знайти косинус кута між векторами АВ  і А С .

Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах а і Ь.

2.33. А  (1; -2 ;  3), В (0; -1 ; 2), С (3; -4 ; 5).
2.34. А  (0; -3 ; 6), В (-12 ; -3 ; -3 ), С (-9 ; -3 ; -6 ).
2.35. А  (-1 ; 2; -3 ), В (3; 4; -6 ), С (1; 1; -1 ).

2.36. а = р + 2q, b = Zp -  q, \p = 1; ю = 2,

2.37. a = Z p  + q, b = p -  2q, U  = 4; U  =  1 ,

6

4

7C

7C
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2.38. а = р-3<7, 6 = р + 2<7, |р| = ^ ;  |?| = 1»

Перевірити на компланарність вектори а, Ь, с •

2 . 3 9 .  а  =  { 2 ;  3 ;  1 } ,  5  =  { - 1 ;  0 ;  - 1 } ,  с  =  { 2 ;  2 ;  2 } .

2.40. а = {3; 2; 1}, Ь={2; 3; 4}, с = {3; 1; -1}

2.41. а = {1; 5; 2}, 6= {-1 ; 1; -1} , с = {1; 1; 1}.
Обчислити об’єм тетраедра з вершинами в точках А 1, А2, А 3, А 4 та 

його висоту, опущену з вершини А4 на грань АІА2А3.
2.42. А,(1; 3; 6), А2(2; 2; 1), А3(-1 ; 0; 1),А 4(-4 ; 6; -3).
2.43. А ,(-4; 2; 6 ),А 2(2; -3 ; 0), А3(-10 ; 5; 8), А4(-5 ; 2; -4 ).
2.44. ^ ( 7 ;  2; 4), А2(7; -1 ; -2 ) ,А 3(3; 3; 1), А4(-4 ; 2; 1).

Відповіді до глави 2

2.5. Лінійно залежні. 2.6. Лінійно незалежні. 2.7. Лінійно за-

{ 9 38 7
— , , —

13 13 13

2.10. З с = { 2 , - 2 , - 2 }  2.11. 5с={3,  - 6 ,  -  б }  2.12. ї- = { 2 ,- 1 ,3 } .  

2.13. 5? = { - 1 ,  0, З }  2.14. х = {7, -  8, -  5 }. 2.30. Не колінеарні.

24
2.31. Не колінеарні. 2.32. Не колінеарні. 2.33. -1 . 2.34. —  • 2.35. 0.

2 5

2.36. 7. 2.37. 14л/2. 2.38. 1. 2.39. Не компланарні. 2.40. Компла-

70 56нарні .  2 .4 1 . Не к о м п л а н а р н і .  2 .4 2 . V - — . 2 .4 3 . V = —  .
З о
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Глава 3. Аналітична геометрія

§ 1. Відповідність між геометричними образами та рівняннями

Як вже відомо з елементарного курсу математики, метод коорди
нат дає можливість встановити відповідність між деякими геомет
ричними образами та рівняннями або їх нерівностями. В шкільних 
курсах розглядалась прямокутна декартова система координат на 
площині ху  (тобто на площині, для всіх точок якої з = 0) і говорилося

про рівняння прямої, про рівняння параболи, про графік у = — і т.д.
х

Тепер, після введення прямокутної декартової системи координат у 
просторі, розглянемо це питання з більш загальних позицій.

Нехай у просторі задана прямокутна декартова система коорди
нат і потрібно встановити залежність між координатами будь-якої 
точки, що знаходиться на заданій відстані Д від загальної точки С(а, 
Ь9 с).

Припустимо, ЩО Я є множиною таких точок, тобто множиною то
чок сфери 5  з центром у С і радіусом Д; М (х , у , з) — довільна точка
множини (?. Тоді \СМ\ = Д, СМ = {х - а ,у  -Ь ,г  - с}, тому

-  аї  +(у-ьУ  + (з -  с)2 = Д,
або

( х - а ) 2 +(у -Ь )2 + ( з - с ) 2 = Д 2. (1)
Кожна точка множини (?, тобто кожна точка сфери, має координа

ти, як і задовольняють рівнянню (1). Якщо точка N  лежить не на
сфері, а всередині неї, то |сіу | < Д ; якщо точка N  лежить зовні сфери,
то |см] > Д . Рівняння (1) називається рівнянням, що відповідає за
даній сфері, або просто рівнянням заданої сфери.
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Означення . Рівняння, що відповідає заданій множині точок, на

зивається рівнянням, якому задовольняють координати всіх точок 
множини і не задовольняють координати точок, що не належать 
заданій множині.

Означення . Множина точок, що відповідає заданому рівнянню, 
називається множиною тих і тільки тих точок, координати яких  
задовольняють заданому рівнянню.

Розглянемо множину точок, які знаходяться на рівних відстанях 
від точки А(1; 3; -2) і від точки В (-1; 1; 0) (ця множина точок є площи
ною, яка проходить через середину відрізку АВ  і перпендикулярна 
до вектора А В ). Нехай М (х , у , г) — довільна точка заданої множи

ни. Згідно з умовою АМ ВМ І, тому ^(х -  і)2 + (у -  З)2 + (г + 2)3 =

= дДд: + і)2 + (у -  і)2 + (г -  О)2 . Піднесемо обидві частини в квадрат і
приведемо подібні члени, дістанемо х + у -  г -  3 = 0 .

Якщо точка N  не належить заданій множині точок |а Лг| ф |віу| 
тоді

+ + + *1 (х  + іГ * Ь - і Г  + ( г -0 Т
1

х + у -  г -  З Ф 0.
Отже, рівняння, що відповідає заданій множині, є рівнянням 

х + у -  г -  3=0.
Розглянемо множину точок, що знаходяться на заданій відстані 

Я від осі Z. Задана множина точок є нескінченною циліндричною 
поверхнею, твірні якої паралельні осі Z  і знаходяться від неї на 
відстані Я (рис. 15).

Рис. 15
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Складемо рівняння цієї поверхні. Нехай точка М (х , у, г) — до
вільна точка множини точка М 0 — проекція точки М  на вісь Z  — 
має координати (0; 0; Z). Згідно з умовою

|м ом | = Д, тому у/х2 + у 2 = Д,

або

х 2 + у 2 = Д2. (2)
Отже, координати будь-якої точки множини Q відповідають рівнян

ню (2). Нехай тепер точка N  — яка-небудь точка, що не належить

множині Q, і iV0 — її проекція на вісь Z. Тоді |n ô |  * Д і тому
х 2 + у 2 ф Д 2 . Ми довели тим самим, що рівняння (2) є рівнянням, 
що відповідає множині Q, тобто є рівнянням нескінченної цилінд
ричної поверхні, твірні якої паралельні осі Z  і знаходяться від неї 
на відстані Д.

Розглянемо множину Q точок площини, перпендикулярної до осі 
Z, що проходить через точку М 0(0; 0; 2). Оскільки ця площина пара
лельна площ ині X Y , то всі її точки мають одну і ту саму аплікату 
Z  = 2. Якщо візьмемо яку-небудь точку N(x, у, z), що не лежить на 
заданій площині, то для неї Z Ф 2 . Отже, рівняння Z  = 2 є рівнянням 
заданої площини.

З наведених прикладів видно, що рівнянням, до яких входять три, 
дві і навіть одна невідома, в просторі відповідає деяка поверхня. Ви
нятком є випадки, коли поверхня вироджується в окремі точки, в 
лін ію  або взагал і є пустою множиною точок. Т ак, рівнянню  
х 2 + у 2 + z2 -  0 відповідає одна точка — початок координат, рівнян
ню х 2 + у 2 -  0 відповідає вісь Z, рівнянню х 2 + у 2 + z 2 + 1 = 0 — пус
та множина точок.

Оскільки будь-яка лінія може бути зображена як перетин двох 
поверхонь, то лінія в просторі може бути задана системою двох 
рівнянь. Так, системі рівнянь

jZ  = 0,
[ я 2 + у 2 = В 2

відповідає множина точок, що належить як площині Z = 0, так і не
скінченній циліндричній поверхні х 2 + у 2 = R 2 , тобто коло радіусом 
R , яке має центр на початку координат і лежить у площині Z  = 0.

У багатьох задачах, особливо в задачах, пов’язаних з рухом, лінії 
задаються дещо інакше. Припустимо, що матеріальна точка рухається 
по якійсь лінії. Кожному моменту часу t у процесі руху відповідає 
деяке визначене положення точки М , що рухається. Нехай у про
сторі задано прямокутну декартову систему координат. Тоді кожно
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му значенню £ у процесі руху відповідає деякий радіус — вектор 
ОМ = ф(£)^Тим самим заданою є векторна функція <р(*). Векторне 
рівняння Г =  <р(0 називають параметричним векторним рівнянням 
т р а є к т о р і ї _

Нехай г = \х ,у ,г}  і ф(0 = {фі(0> Фг(0> Фз(0}- Тоді для координат 
точки М (х, у, г ), що рухається, маємо параметричне скалярне рівнян
ня

* = Фі(0. У = Ф,(0. * = Фз(0- (3)
Виключаючи £ з перших двох та з останніх двох рівнянь системи 

(3), дістанемо два рівняння, які зв’язують координати х, у , г довільної 
точки траєкторії, тобто рівняння двох поверхонь, що перетинаються 
по цій траєкторії.

У нашому прикладі параметром (допоміжною змінною), через який 
виражався радіус-вектор будь-якої точки лінії, був час. Проте пара
метром може бути не тільки час, а й довжина пройденої матеріаль
ною точкою дуги, кут повороту та інші фізичні чи геометричні змінні. 
Важливе тільки те, щоб по кожному (в деякому проміжку, що розг
лядається) значенню параметра повністю визначалось положення 
змінної точки.

У ряді задач поряд із завданням поверхонь і ліній слід розглядати 
і області, обмежені цими поверхнями або лініями. Як правило, ці об
ласті можуть бути задані з допомогою одної або кількох нерівностей.

Нехай розглядається множина точок, як і їй належать, у середині 
сфери радіусом Д з центром в М 0(а, Ь, с) і М (х , у , г) — довільна точка 
цієї множини. Очевидно,

|м 0м | < д,

тому

{ х - а ?  + (у-Ь У  + (з — с)2 < Д 2.
Усі точки заданої множини і тільки точки, які їй належать, мають 

координати, що відповідають одержаній нерівності. Тому воно може 
бути назване нерівністю, яка відповідає заданій множині точок.

Множині точок, як і знаходяться між двома площинами, перпен
дикулярними до осі х  і перетинають цю вісь у точках А(1; 0; 0) і В(3; 
0; 0), відповідає система нерівностей 1<л:<3. Множині точок, як і зна
ходяться між концентричними колами з центром на початку коор
динат, радіусами Д1 = 2 і Д2 = 3 і лежать у площині х у у відповідає 
система умов г = 0, 4 < х 2 + у 2 < 9 і т.д.
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§ 2. Лінійні образи —  площина і пряма

Вивчення геометричних образів за допомогою методу координат 
природно почати з найпростіших об’єктів — площин і прямих. По
кажемо насамперед, що цим об’єктам відповідає рівняння першого 
степеня.

Теорема. Будь-якій площині в просторі із заданою прямокутною 
декартовою системою координат відповідає рівняння першого сте
пеня і будь-якому рівнянню першого степеня в просторі відповідає 
деяка площина.

Д о в е д е н н я .  Нехай у просторі із заданою прямокутною 
декартовою системою координат вибрана деяка площина ф. Візьме
мо на цій площині будь-які три точки М г(х19 у19 г х), М 2(х2, у2, г2), 
М 3(х3, г/3, 23), як і не лежать на одній прямій. Як відомо, такі точки 
повністю визначають розглядувану площину. Нехай М (х , у , г) — до
вільна точка площини ф. Розглянемо три вектори М ХМ У М 1М 2, 
М 1М 3 . Оскільки вони лежать в одній площині Я, то їх мішаний 
добуток має дорівнювати нулю для всіх точок М, що належать пло
щині ф (і тільки для цих точок).

Отже, рівняння

М гМ  • [ М Д  • М Д ]  = 0 (4)
є рівнянням площини ф, що розглядається. Оскільки точки М ІУ М 2, 
М 3 не лежать на одній прямій, то вектори М 1М 29 М ХМ 3 неколіне- 
арні і векторний добуток не може бути нульовим вектором. Позна
чимо цей векторний добуток через N  = {А, В, С}. Як було зазначено 
вище, хоча б одне з чисел А, В, С відмінне від нуля. Разом з тим 
вектор N  перпендикулярний до площини векторів і, отже, є векто
ром, перпендикулярним до площини ф (вектор нормалі до заданої 
поверхні). Оскільки М ХМ  = {х -  х г, у -  ух, г -  ^ „ р ів н я н н я  (4) можна 
переписати у вигляді

А(х  -  х,) + В(у -  Уі) + С(г -  2 ,) = 0. (5)
Перша половина теореми вже доведена: будь-якій площині відпо

відає рівняння першого степеня. Ще раз зазначимо, що в цьому 
рівнянні (х19 у 19 2 Х) — координати заданої точки площини, (х , у 9 г) — 
координати довільної (змінної) точки площини, А, В, С — коефіцієн
ти при змінних координатах — координати вектора, перпендику
лярного до площини.

Рівняння (5) можна переписати у вигляді

А х  + Ву + Сг + В  = 0. (6)
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Це рівняння називається загальним рівнянням площини .
Доведемо тепер, що будь-якому рівнянню першого степеня з трьо

ма невідомими в просторі із заданою прямокутною декартовою сис
темою координат відповідає деяка площина.

Нехай задане загальне рівняння першого степеня з трьома не
відомими А х  + Ву + Сг + Б  = 0, причому хоча б одне з чисел А, Б , С 
відмінне від нуля. Припустимо, що С * 0, задамо довільно два числа 
х0 і у0 і знайдемо г0 таке, щоб виконувалася рівність

А х0 + Ву0 + Сг0 + В  = 0.

Тоді В  = ~(Ах0 + Ву0 + Сг0).
Підставляючи у початкове рівняння обчислене значення Б , діста

немо рівність

А(х -  х0) + В(у -  у0) + С(г -  г0) = 0.

Побудуємо вектор АГ ={А, В , С} і через точку М (х0, у0, г0) проведемо 
площину, перпендикулярну до вектора АГ . Нехай М (х , у , г) — до
вільна точка цієї площини. Оскільки вектор М 0М  для будь-якої 
точки М, що лежить на побудованій площині (і тільки для точок 
цієї площини), перпендикулярний до АГ, тоді М 0М  • N = 0 і, отже, 
рівняння

А(х -  х 0) + В(у -  у0) + С( 2  -  2 0) = 0, 

а тому і рівнозначне йому рівняння

А х  + Ву + Сг + Б  = 0

є рівнянням площини.
Отже, ми не тільки довели, що початковому рівнянню відповідає 

площина, а й встановили, що це за площина: це площина перпенди
кулярна до вектора N  = {А, Б , С} і проходить через точку (х0, у0, г0) 
таку, щоАл;0+ Бі/0+ Сг0 + Б  = 0.

Зазначимо деякі окремі випадки загального рівняння площини. Якщо 
С = 0, тобто загальне рівняння площини має вигляд А х  + Ву + Б  = 0, 
тоді проекція вектора АГ на вісь Z  дорівнює нулю і, отже, вектор N  
перпендикулярний до осі Z. Проте АГ перпендикулярний до заданої 
площини (?. Звідси випливає, що задана площина паралельна осі £ . 
Аналогічно рівнянню Але + Сг + Б  = 0 відповідає площина, паралель
на осі г/, рівнянню Ву + Сг + Б  = 0 — площина, паралельна осі х.

Якщо Б  = 0, тобто рівняння має вигляд А х  + Ву + Сг = 0, тоді 
задана площина проходить через початок координат.



122 Глава З

Якщо А  = В  = 0, тобто рівняння має вигляд Сг + В  = 0, тоді 
площина, як  зазначено вище, паралельна осі х  та осі у , а тому пара
лельна площині ху  (і, отже, перпендикулярна до осі г ).

Якщо в загальному рівнянні площини коефіцієнт Б  Ф 0, то, роз
діливши всі члени рівняння на -1), рівняння площини можна приве
сти до вигляду

a b c
де а = -D /A , b = -D /В , с = -D /C . Це рівняння називається рівнян
ням площини у відрізках: у ньому а ,Ь ,с  — відповідно абсциса, орди
ната й апліката точок перетину площини з осями Ох, Oy, Oz.

Так само можна розглянути і всі останні можливі окремі випадки. 
Тепер розглянемо задачу про обчислення кута між двома площи

нами. Кут між  двома площинами, точніше один із суміжних кутів 
між  двома площинами, можна обчислити як кут між нормалями до 
цих площин. Якщо площини задані своїми загальними рівняннями

А хх  + B Yy + Сх2  + Dj = 0, А 2х  + В2у + C2z + D2 = 0,

тоді їх нормальні вектори мають вигляд N х = {Aj, Bv CJ, N 2 = {/Ц, B2, C2} 
і тому кут 0 між  площинами

C O S  0  =  ' ^ 2  _  __________ А -2  +  ^ 1 ^ 2 ___________

l i v j - l t f j  ^ A 2 +Bf+ C 2^ A 22 + B22 + C22 '
Площ ини паралельні тоді і тільки  тоді, коли N 2 = XNx і, отже, 

А2 = 'ХА1, В2 = ХВг, C2 = XCV або

А  = А  = А .
А% В2 С2

Площини перпендикулярні тоді і тільки тоді, коли N x • N 2 = 0 і, 
отже,

А А 2 + в 1в 2+ с 1с г -  о.
Пряму лінію в просторі можна визначити як перетин двох пло

щин, тобто як множину точок за системою двох рівнянь першого 
степеня

\А\Х + Вху + Схг + Пх = 0 , ^

(/А2-£ -®2У ^2^ ^2 =
Виділимо окремо той випадок, коли одна з цих площин є площи

ною ху  і, отже, пряма, що розглядається, лежить у площині ху. В 
цьому випадку систему (7) можна записати у вигляді
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А х  + Ву + В -  0, (8)

що є перетином площини ху  з площиною А х  + Ву + В  = 0, паралель
ною ОСІ 2. _

Розглянемо вектор N  = {А, Б , 0}, що лежить у площині ху  і пер
пендикулярний до площини А х  + Ву + Б  = 0. Цей вектор перпенди
кулярний до прямої, що визначається системою (8), і називається 
нормальним вектором цієї прямої.

Тепер розглядатимемо тільки точки площини ху  і розв’язувати
мемо задачі, що відносяться тільки до геометричних образів, як і ле
жать на цій площині. Тоді можна треті координати точок і векторів 
навіть і не записувати, беручи до уваги, що вони мають дорівнювати 
нулю.

Як уже зазначалося вище, рівнянню Ах + Ву + Б  = 0 у площині 2  = 0 
відповідає пряма. А тому в аналітичній геометрії на площині рівняння

називають загальним рівнянням прямої. Нормальний вектор цієї 
прямої запишемо тепер у формі N  = {А, В}.

Якщо А = 0, тоді пряма паралельна осі абсцис, якщ о В  = 0 — осі 
ординат.

Нехай В 0. Тоді загальне рівняння прямої приводиться до ви-
А  В ^  А  . В  . .

гляду У = —— х -  — . Позначимо -  — = -  — = о , дістанемо рівнян
ій В В В

ня прямої у вигляді

З ’ясуємо геометричний зміст коефіцієнтів к і Ь. Розглянемо вектор 
8 = {-Ву А}. Оскільки в • N  = ( -£ )  • А + АВ  = 0 , то вектор 8 напрямлений 
вздовж прямої Ах + Ву + В  = 0. Він називається напрямним вектором 
прямої. Позначимо через ф кут між вектором 8 і віссю х  (рис. 16).

А х  + Ву + В  = 0 (9)

у = кх  + Ь. ( Ю )

Тоді

звідси
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Знайдемо точку М 0 перетину прямої з віссю ординат. Оскільки 
абсциса точки М 0 дорівнює нулю, то її ордината дорівнює Ь.

Отже, в рівнянні (10) коефіцієнт к є тангенсом кута між заданою 
прямою і віссю абсцис (вибирається кут у верхній півплощині), а 
вільний член Ь — ордината точки перетину прямої з віссю ординат. 
Число к називається кутовим коефіцієнтом прямої, а Ь — початко
вою ординатою. Саме рівняння (10) називається рівнянням прямої 
(яка лежить в площині ху) з кутовим коефіцієнтом.

Оскільки при виведенні рівняння (10) ми прийняли тільки, що 
В  * 0, то в такому вигляді можна записати рівняння будь-якої пря
мої (у площині ху ), крім прямих, паралельних осі ординат.

Найпростішими і разом з тим основними задачами, пов’язаними 
з прямими лініями на площині, є визначення точки перетину двох 
прямих та обчислення кута між прямими. Оскільки будь-якій прямій 
на площині ху  відповідає рівняння першого степеня з двома невідо
мими і точка перетину двох прямих має належати кожній з цих 
прямих, то для визначення точки перетину двох прямих потрібно, 
очевидно, розв’язати відповідну систему рівнянь.

Для обчислення кута між двома прямими, що лежать в площині ху , 
можна використати методи обчислення кута між двома векторами.

Нехай прямі задані своїми загальними рівняннями

А хх  + В ху + В х = 0, А 2х  + В2у + В 2 = 0.

Як було зазначено вище, напрямними векторами цих прямих є 
вектори

{ -̂ 1» ^і} І в2 { -^2’
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А тому косинус кута між  прямими (точніше, косинус одного з 

кутів між прямими) обчислюємо за формулою

соэ 0 = — 4=- = А А 2 + В1В2
І §1 І • І в2 І УІА 1 + В\ УІА 2 + Д

( 11)

Зокрема, якщо дві прямі взаємно перпендикулярні, то ^  • в2 = 0, 
або в скалярній формі

о.
Правильно, звичайно, й обернене твердження: якщо ВХВ2 = 0,

то совб = 0 і прямі перпендикулярні.
Отже, рівність + ВХВ2 = 0 є умовою, необхідною і достатньою для

перпендикулярності двох прямих. Якщо прямі паралельні, то а2 = 
і т о д іА 2 = АА1? В2 = АВ,, тобто коефіцієнти при змінних координатах у 
рівняннях паралельних прямих відповідно пропорційні:

А  = А .

Якщо прямі задані своїми рівняннями з кутовими коефіцієнтами 

У = кгх  + Ь19 у = 1і2х + Ь2,
то

А, = кі9 В ^  -1 , А ,=  Л2, В2= -1 , 

і умова перпендикулярності двох прямих має вигляд

Л,Л2= -  1 , а б о * 2 = —г *  (12)кх
Отже, для перпендикулярності двох прямих (не паралельних осям 

координат) необхідно і достатньо, щоб їх кутові коефіцієнти були 
обернені за величиною і протилежні за знаком.

Повернемося до питань геометрії у просторі.
Пряму можна задати не тільки як  перетин двох площин, а й дво

ма лежачими на ній точками, або, що фактично те саме, точкою, що 
лежить на прямій, і вектором, колінеарним прямій.

Нехай задано точку М0, що лежить на прямій Ь , і вектор 8, колінеар
ний прямій Ь; О — початок координат і М  — довільна (змінна) 
точка заданої прямої (рис. 17).
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Рис. 17

__Позначимо через г0 радіус-вектор ОМ0 і через г — радіус-вектор
ОМ  . Оскільки вектор М 0М  колінеарний вектору а , то для будь- 
якого положення точки М  на Ь існує таке дійсне число £, що М 0М  = £ а . 
Змінюючи параметр £ від до +оо, дістанемо будь-яку точку прямої
І/ і тільки прямої Ь. А тому, замінивши М 0М  на г -  г0 , одержимо, 
що рівняння

Г - Г 0 =  « 8  ( 1 3 )

є векторним рівнянням прямої, що розглядається.
Природно назвати це рівняння параметричним рівнянням пря

мої у векторній формі.
Нехай точка М 0 має координати х0, у0, г0, а вектор а — координати 

/, т ,  п. Позначимо через х, у, 2  координати довільної (змінної) точки 
М  прямої. Тоді параметричне векторне рівняння (13) запишеться в 
скалярній формі

х = х0 + ІЇ, у = у0 + тї, г = г0 + /і*. (14)

У випадку, якщо задана пряма лежить у площині х у , 2  і п дорів
нюють нулю, рівняння (14) набуває вигляду

х  = х0 + ІЇ, у = у0 + т їу г = 0.

Якщо /п * 0, тобто пряма не перпендикулярна до осі х , тоді, вик
лючивши параметр £, дістанемо рівняння 2  = 0, у -  у0 = Ц х  -  *0), де

к = — = І £ ф ; ф — кут між  напрямним вектором а і віссю абсцис.



Отже, В ПЛОЩИНІ 2 =  0 р ів н я н н я

У -  г/о= Ь(х -  *о) (15)
є рівнянням прямої, що проходить через точку М 0 (х 0, у0, 2 0) і має 
кутовий коефіцієнт к.

Якщо пряма не перпендикулярна ні до однієї з координатних 
осей, тобто числа І, /п, п відмінні від нуля, тоді, виключаючи із систе
ми (14) параметр і, одержимо рівняння
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* -  *0 _ У -  У 0 _ * -  г0 
І т п (16)

яке називається канонічним рівнянням прямої.
Розглянемо окремо кожне з рівнянь системи (16). Р івняння

-------о_ _ у— уо_ відПОВідає площині, паралельній осі аплікат. Разом
І т

з тим усі точки прямої мають лежати в цій площині або площина 
містить в собі задану пряму. Оскільки площина перпендикулярна 
до площини х у , то вона проектує задану пряму на цю площину. Ана-

логічно рівняння У ~ У о = * -  *о 
т п відповідає площині, яка проектує

* -  *0  ̂-  г0задану пряму на площину уг , а рівняння — :—  = -------- , яке є на-I п
слідком двох перших, визначає площину, яка проектує задану пряму 
на площину хг.

Важливою задачею, пов’язаною зі взаємним положенням прямої 
і площини в просторі, є задача про обчислення кута між  прямою і 
площиною.

Нехай І, — задана пряма, рівняння якої

* - * 0  =  У - У  0 =  2 - г 0 
І т п

і Я — задана площина, рівняння якої

А х  + Ву + Сг + В  = 0.

Кутом між прямою і площиною називається кут між  прямою та 
її проекцією на площину. А тому кут ф між прямою і площиною не

більше ніж ■— . Нехай 8 — напрямний вектор прямої, а N  — вектор 
А

нормалі до площини (рис. 18).
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▲ N

Рис. 18
Отримуємо

sin (р = I cos(N, s) | = t~=~. p=T • (17)
\ N \ - \ s \

Оскільки s = {І, m9n} і N  = {А, Б, C}, to

Al + Bm  + Cn
sin ф = —,---- — - ■ r— ■■ -  .

уіА 2 + B 2 + C 4 l 2 + m 2 + n2
Очевидно, пряма L і площина Q перпендикулярні тоді і тільки 

тоді, коли вектори s і N  колінеарні.
Отже, для перпендикулярності прямої і площини необхідно і до

статньо, щоби N = Xs, або

А  = ХІ, В = Хту С = Хп. (18)

Зрозуміло також, що пряма L і площина Q паралельні тоді і тільки 
тоді, коли перпендикулярні вектори s і N  , тобто для паралельності 
прямої і площини необхідно і достатньо, щоби N  • s = 0 , або

АІ + Втп + Сп = 0. (19)

Контрольні запитання і завдання

1. Довести, що рівняння площини завжди виражається рівнян
ням першого степеня і, навпаки, всяке рівняння першого степеня є 
рівнянням площини.

2. Який вигляд має загальне рівняння площини? Який зв’язок 
існує між  нормальним вектором N  до площини та коефіцієнтами 
загального рівняння площини?

3. Запишіть рівняння площини у векторній та координатній формі.
4. Як визначається гострий кут між двома площинами, що пере



тинаються? Запишіть умови паралельності та перпендикулярності 
площин.

5. Запишіть рівняння площини, що проходить через три задані 
точки.

6 . Який вигляд має канонічне рівняння прямої, що проходить 
через задану точку А(х0, у0, г0) і паралельна напрямленому вектору 
в{/, т ,  п}1

7. Запишіть параметричні рівняння прямої. Який зв’язок їх з 
канонічним рівнянням?

8 . Як записується рівняння прямої, що проходить через дві задані 
точки?

9. Як визначається кут між  двома прямими, що задані каноніч
ними рівняннями? Запишіть умови паралельності та перпендику
лярності цих прямих.

10. Як визначити кут між прямою та площиною? Запишіть умову 
паралельності і перпендикулярності прямої та площини.

11. Як визначити координати точки перетину прямої та площини?
12. Запишіть умову належності двох прямих площині.
13. Виведіть загальне рівняння прямої на площині.
14. Виведіть рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом. Який гео

метричний зміст параметрів к і Ь?
15. Сформулюйте умови паралельності і перпендикулярності двох 

прямих на площині.
16. Дослідіть загальне рівняння прямої Ах + Ву + С = 0 при А = 0, 

при В = 0, при С = 0.
17. Запишіть рівняння прямої, що проходить через точку М 0 (х0, у0) 

і має кутовий коефіцієнт к .
18. Як виражаються рівняння прямих, паралельних осям Ох і Оу, 

а також рівняння самих цих осей?
19. Як привести рівняння з кутовим коефіцієнтом до загального 

рівняння прямої на площині?
20. Як знайти точку перетину двох прямих?
21. Як записати рівняння прямої у векторній формулі?

Приклади розв’язування задач

3.1. Задано рівняння прямої 14х -  5у -  45 = 0. Написати:
1 ) рівняння з кутовим коефіцієнтом;
2 ) рівняння у відрізках.

1. Розв’яжемо рівняння відносно у у одержимо рівняння з кутовим 
коефіцієнтом:

у = (14 : 5)х -  9. Тут к = 14 : 5, Ь = -9 .
5 Васильченко І. П.
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2. Перенесемо вільний член загального рівняння в праву частину і 
розділимо обидві частини на 45; отримаємо (14 : 45)л: -  (5 : 45)у = 1. 
Переписуючи останнє рівняння у вигляді

X у
------------------------- 1 _ ----------------------- =  1
4 5 :1 4  - 4 5 : 5

дістанемо рівняння даної прямої у відрізках. Тут а = 45 : 14; Ь = 
= -4 5  : 5 = -9 .

3.2. Задано вершини трикутника АВС: А(3; 0), В(5; 10), С(13; 6 ). 
Знайти:

а) рівняння сторони А В ;
б) рівняння висоти СБ, опущеної з вершини С на сторону АС;
в) рівняння медіани АЕ.

а) Рівняння прямої, що проходить через точки А(хх, ух) і В(х2, у2), 
має вигляд

* - * і  =  У-Ух 
Х2 - х г у 2 - у г *

Щоб знайти рівняння сторони АВ, підставимо координати точок 
А і Б:

х  -  3 _ у -  0  

5 - 3  ”  1 0 - 0 ’
б) Висота СБ перпендикулярна до сторони АВ, тому їх кутові ко

ефіцієнти к1 і к2 відповідають умові А1 = -  — . З рівняння прямої АВ
«2

видно, що Л2= 5, тоді к1= . Запишемо рівняння прямої, що прохо-
дить через дану точку М х(хх, у х) в заданому напрямку: у -  у1= к(х -
- Хі).

Підставимо в нього координати точки С і кутовий коефіцієнт кх, 
одержимо шукане рівняння висоти СБ:

у -  6  = - 7  (х -  13); 5у -  ЗО = - х  + 13; х  + Ьу -  43 = 0.
5

в) Визначити координати точки Е. Застосуємо формулу поділу 
відрізка у заданому відношенні

у _ *1+*2 . „ Уі+У2Х ~ у У~2 2
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Використовуючи координати вершини В та С, дістанемо: х  = 9,

у = 8 ; £(9; 8 ).
х — х л у — ул

Підставимо координати точки А  і Е  в рівняння --------— = —— — ,
Х2 ~ Х\ У2~У\одержимо рівняння медіани АЕ

4х -  Зу -  12 = 0.

3.3. Вершини трикутника знаходяться в точках А(3; -5 ), В (-3; 3), 
С(-1; -2 ). Знайти довжину та рівняння бісектриси його внутріш
нього кута, проведеної з вершини А.

Відомо, що бісектриса внутрішнього кута трикутника ділить про
тилежну сторону на частини, пропорційні довжинам прилеглих 
сторін. Знайдемо довжини цих сторін:

\АВ\ = >/(-3 -  З) 2  + (3 + 5) 2  = Ю; \АС\ = у1( - 1 -  З) 2  + (-2  + 5) 2  = 5.

Якщо точка 2) (л:, у) — точка перетину бісектриси і сторони ВС, то 
вона ділить цю сторону у відношенні X:

= - і ° _ 9
| І )С |  | АС | ~ 5

Тепер знаходимо координати точки 2) за формулою поділу відрізка 
у заданому відношенні:

_ -3  + 2(-1) 5 .  _ 3 + 2(—2) _ 1
1 + 2 3 1 У 1 + 2 З'

Отже, шукана довжина бісектриси

Рівняння бісектриси запишемо як  рівняння прямої, що прохо-
5 1

дить через дві відомі точки А(3; -5 ), 2)(- — ;
З З

* ~ 3  _ у + 5 . л ;-3  _ У + 5 .
5
З

З 14 ’

(х -  3) = -(у  + 5); 
х  + у + 2  = 0 .

3 .4 . Знайти р івняння площ ини, що проходить через точку 
ЛГ0 {2; 1; -1 ) перпендикулярно до вектора N  = і -  2] + Зк .
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Достатньо використати рівняння площини, що проходить через 
задану точку перпендикулярно до заданого вектора: А(х  -  х0) + В(у -
-  Уо) + С(г ~ 2 о) = °-

Отже, 1(х -  2) -  2(у -  1) + 3 ( 2  + 1) = 0, тобто х  -  2у + Зг + 3 = 0.
3.5. Записати рівняння площ ини, яка  проходить через точки 

М х(2; -1 ; 3) і М 2(3; 1; 2) паралельно вектору а ={3; -1 ; 4}.
_ Використаємо умову компланарності трьох векторів М 1 М , М ХМ 2 , 
а, де

М \М  = {х-2; у+1; 2-3},

М ХМ 2 = {1; 2; -1}.

х -  2
Звідси 1

З

У + 1  

2
- 1

2 - 3
- 1
4

= 0 , або х -  у -  2  = 0.

3.6. Знайти рівняння площини, яка  проходить через дві точки 
М х( 1; -1 ; -2 ) і М 2 (3; 1; 1) перпендикулярно до площини х  -  2у + 32 -  
- 5  = 0.

За нормальний вектор N  шуканої площини можна вибрати век
тор, перпендикулярний до вектора М ХМ 2 = {2; 2; 3} і нормального 
вектора N х={ 1; -2 ; 3} даної площини. А тому за N  приймемо век
торний добуток М гМ 2 і N 1 :

ЛГ= [МіМг N 1 ] =

1 ] к
2 2 3
1 - 2  3

= 12і -  3 ;  -  6А,

Залиш ається використати рівняння площини, яка проходить че
рез задану точку (наприклад, М г) перпендикулярно до заданого векто
ра N  = {1 2 ; -3 ; - 6 }:

12(л: -  1) -  3(у + 1) -  6 ( 2  + 2) = 0, або 4х -  у -  2г -  9 = 0.

3.7. Записати рівняння площ ини, яка  проходить через точку 
М х(3; -1 ; -5 ) перпендикулярно до двох площин Зх -  2у + 2г + 7 = 0 і 
5х -  4у 4- З 2  + 1 = 0.

На відміну від попередньої задачі, використаємо умову компла
нарності трьох векторів: М ХМ  = {х -  3; у + 1; г + 5}, Л̂ 1 = {3; -2 ; 2} 
і N 2 = {5; -4 ; 3}, тобто



Аналітична геометрія 133

х -  3 у + 1 2 + 5

3 " 2 2 =о.
5 - 4  3

2(х -  3) + 1 (у + 1) -  2(2 + 5) = 0, або 2х + у -  2г -  15 = 0.
3.8. Рівняння прямої привести до канонічного вигляду:

(х -  2у + 32 -  4 = 0,
[Зх + 2у -  52 -  4 = 0.

Візьмемо, наприклад, 2 0= 0, знаходимо з даної системи х0 = 2, у0= -1; 
отже, ми вже знаємо одну точку прямої: М 0(2; -1 ; 0). Тепер знайде
мо напрямний вектор. Оскільки він має бути перпендикулярний до 
нормальних векторів И 1 = {1; -2 ; 3}, М2 = {3; 2; -5} заданих площин, 
то за а можна взяти векторний добуток векторів N 1 і # 2:

в = [/V, ЛГ2] =
і у к 
1 - 2  3
3 2 - 5

4/ + 14у + З к ,

тобто І = 4; т  = 14; п = 8.
Підставляючи знайдені значення л:0, у0, 2 0 і І, т, п у рівність 

х - * о  У-Уо 2 ~ 2о .— :—  = -------- = -------- , дістанемо канонічне рівняння даної прямоїІ т п
х -  2 у + \ г х  -  2 у + 1 г

4 14 8 ,а  °  2 7 4 '
3.9. Знайти точку (?, симетричну точці Р( 1; 3; -4 )  відносно пло

щини Зх + у -  2г = 0.
Запишемо рівняння прямої, яка проходить через точку Р перпен

дикулярно до заданої площини, що має нормальний вектор N  = {3; 
1; -2}, у вигляді

х - 1 у  -  З г + 4
З ~ 1 "  - 2

Знайдемо проекцію точки Р на задану площину, розв’язавши су
місно систему рівнянь

Зх + у - 2 г  = 0,
< х - 1  _ у - 3  _ 2 + 4 
. З 1 - 2
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Перепишемо рівняння прямої у вигляді л: = 3 * + 1 ; і/ = * + 3 ; 2  = 
= -2* -  4. Підставимо ці вирази для х, у, г у рівняння площини, 
знайдемо * = -1 , звідки х = -2 ; у = 2; г = -2 .

Координати симетричної точки знайдемо з формул

*Р + хя X = —----- — У =
УР + */<? 2 =

1 +
тобто -2  = — -— 2 =

З + Уд 
2 ;

-2  =
-4  + 2^ 

2
Звідси хя = -5 ; 1/^= 1; 2 ^=  0.
Отже, (?(-5; 1; 0).
3.10. Знайти точку (?, симетричну точці Р (2; -5 ; 7) відносно пря

мої, яка  проходить через точки М ,(5; 4; 6) і М 2( - 2; -17 ; -8 ).
Рівняння прямої, яка проходить через точки М 1 і М 2, має вигляд

л: - 5 _ ї/ - 4 _ 2 - 6  
- 7  “  - 2 1  “  - 1 4  ‘

Рівняння площини, яка проектує точку Р на пряму, має вигляд

-7 (х  -  2) -  21 (у + 5) -  14(2 -  7) = 0, або * + Зу + 2 г  -  1 = 0.

Знаходимо проекцію точки (? на пряму, для чого сумісно розв’я 
жемо систему рівнянь

х  + Зу + 2г -  1 = 0, 
л: - 5 _ ї/ - 4 _ 2 - 6  

. - 7  “  - 2 1  “  - 1 4  ‘
Параметричне рівняння даної прямої має вигляд х = - И  + 5; у = 

= -2 И  + 4; 2 = -14* + 6.
2

Підставляючи х , у , г у  рівняння площини, знайдемо * = — . Звідси 
х  = 3; у = -2 ; 2  = 2.

Тоді координати симетричної точки можна знайти, використову
ючи формулу для координат середини відрізка:

З = 2 + Хр 
2 ;

7 +

звідки Х 9 =  4; 1/^= 1; гя -  -3 . 
Отже, 0(4; 1; -3 ).

2
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Задані і вправи для самостійної роботи

3.11. Визначити площу 5  та периметр трикутника, утвореного 
прямою Зл: - 4 і/ - 1 2  = 0 і осями координат.

3.12. Записати рівняння прямої, що проходить через початок ко
ординат і точку (-1 ; 8).

3.13. Дано вершини трикутника А(1; -2 ), В(5; 4) і С (-2; 0). Запи
сати рівняння бісектриси його внутрішнього кута при вершині А.

3.14. Записати рівняння прямих, на яких лежать катети рівно- 
бедреного прямокутного трикутника, знаючи рівняння прямої, на якій 
лежить гіпотенуза Зл: -  у 4- 5 = 0, і вершину кута С(4; -1 ).

3.15. Встановити, які з пар прямих паралельні, збігаються або 
перетинаються (в останньому випадку знайти їх точку перетину):

1 )  л: + і/ - 3  = 0 і 2л: + З і/ - 4  = 0;
2) у = х  + 5 і 2х -  2у + 3 = 0;

1 0 1 1
3 )  У = 2*  + 2 і ~ 4 Х + 2 У = 1 '
3.16. Визначити точку, симетричну точці М (8; -9 )  відносно пря

мої, яка проходить через точки А(3; -4 ) і В (-1 ; -2 ).
3.17. Основа рівнобедреного трикутника лежить на прямій х -  

-  2у = 0, а одна з бічних сторін на прямій х  + у -3  = 0. Записати рівнян
ня промої, на якій лежить друга бічна сторона, знаючи, що вона про
ходить через точку (1; -1 ).

3.18. Обчислити величину кута між прямими:
1) у = 3* і у = ~2х + 5;

2 )  у = 4 х - 7 і у = - ~ + 2 ;
3) у = Ьх -  3 і у = Ьх + 8.
3.19. Записати рівняння прямої, паралельної і рівновіддаленої 

від двох паралельних прямих х + у - 1 = 0 і х  + у + 13 = 0.
3.20. Записати рівняння прямої, на якій  лежить перпендикуляр, 

встановлений у точці перетину прямих 4х + Зі/ -  5 = 0 і 8* -  5у + 23 = 0 
до першої прямої.

3.21. Записати рівняння прямої, на якій  лежать бісектриси кутів 
між прямими Злг -  4у + 7 = 0 і 5х + 12у - 1 = 0 .

3.22. При яких значеннях параметра а пряма (а + 2)х + (а2 + 9)у + 
+ За2 -  8а + 5 = 0:

1) паралельна осі Ох;
2) паралельна осі Оу;
3) проходить через початок координат?
3.23. Записати рівняння прямих, на яких розміщені сторони три

кутника АВС, знаючи координати вершини А(1; 3) та рівняння двох 
його медіан: у - 1  = 0 і х - 2 у + 1  = 0.
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3.24. Записати рівняння сторін трикутника ABC, якщо задано 
координати однієї з його вершин £ (-4 ; -5 ) і рівняння прямих, на 
яких лежать дві його висоти: 5л: + 3 і / - 4  = 0 і 3л :  + 8 і / + 1 3  = 0.

3.25. Дві сторони квадрата лежать на прямих 5jc — 12г/ — 65 = 0, 
5х -  12у + 26 = 0. Обчислити площу квадрата.

3.26. Знайти рівняння площини, яка проходить через точку М (2; 
3; -1 )  паралельно площині Ьх -  Зу + 2г -  10 = 0.

3.27. Знайти довжину перпендикуляра, який опущено з точки 
М 0(2; 3; -5 )  на площину 4х -  2у + Ьг -  12 = 0.

3.28. Знайти рівняння площини, яка проходить через точку Р(2; 
0; -1 )  і Q (l; -1 ; 3) перпендикулярно до площини Sx + 2у -  г + 5 = 0.

3.29. Знайти рівняння площини, яка проходить через початок 
координат і через точки Р(4; -2 ; 1) і Q(2; 4; -3 ).

3.30. Знайти рівняння площини, яка проходить через лінію пере
тину площин х  + Ьу + 9г -  13 = 0, Sx -  у -  Ьг + 1 = 0 і через точку 
М(0; 2; 1).

3.31. Скласти рівняння площини, яка проходить через лінію пе
ретину площин 2х -  у -  \2z  -  3 = 0 і Зл: + ї/ - 7 2 - 2  = 0 перпенди
кулярно до площини х  + 2у + Ьг -  1 = 0.

3.32. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку М(0;
2; 1) паралельно векторам а = і + j + k і b = i + j - k .

3.33. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точку Щ 5; -1 ; 
-3 ) паралельно прямій

\2х + Sy + г -  6 = 0,
[4* -  Ьу -  z + 2 = 0.

3.34. Обчислити відстань між  паралельними прямими
х _ у - 3 _ г - 2  x — S _ y  + \ _ z  — 2 
і “  2  "  і  ; '

3.35. Задано точки А (-1; 2; 3) і В(2; -3 ; 1). Скласти рівняння 
прямої, яка  проходить через точку М (3; -1 ; 2) паралельно вектору 
А В .

3.36. Знайти кут між прямими
4х -  у -  z + 12 = 0, \Sx -  2у + 16 = 0, 
у - 2 - 2  = 0 * [Sx - 2  = 0.

3.37. Задано точки А(1; 1; 1), £(2; 3; 3) і С(3; 3; 2). Скласти рівняння 
прямої, яка  проходить через точку А перпендикулярно до векторів 
АВ і АС .

3.38. Знайти рівняння площини, яка проходить через пряму
х  + 1 _ у -  2 

- 1
2̂
4 перпендикулярно до площини: Sx + y -  2  + 2 = 0.

З



Аналітична геометрія 137

на пло-
щину 2х + Зу -  г -  5 = 0.

§ 3. Л ін ії другого порядку

Розглянувши геометричні образи, визначені рівняннями першого 
степеня, природно перейти до вивчення образів, яким  відповідають 
рівняння другого степеня. Почнемо з розгляду різних об’єктів на 
координатній площині ху  і розглядатимемо рівняння з двома не
відомими, покладаючи, що третя координата г завжди дорівнює нулю.

Загальне рівняння другого степеня з двома невідомими має вигляд

при цьому хоча б один із коефіцієнтів А, В, С не дорівнює нулю.
Лінії, що відповідають цьому рівнянню, називаються кривими 

другого порядку.
Найпростішою такою кривою є коло. Нехай центр кола знахо

диться в точці М 0(а, Ь) і радіус кола дорівнює Б . Оскільки коло є 
множиною точок, що знаходяться на заданій відстані від центра М 0,
тоді |м ом | = Б ,

Зазначимо, що в рівнянні відсутній член з добутком змінних ко
ординат і коефіцієнти при квадратних змінних координат рівні між 
собою (в рівнянні (21) ці коефіцієнти дорівнюють 1), але звичайно 
можна всі частини рівняння (21) помножити на будь-яку константу.

Кривими другого порядку є криві — еліпс, гіпербола і парабола. 
Більш того, далі доведемо, що будь-яка лінія другого порядку являє 
собою або еліпс, або гіперболу, або параболу, або будь-який випадок 
їх “виродження”. Однак насамперед дамо визначення цих трьох ос
новних кривих, виведемо їх найпростіші рівняння і дослідимо їх 
форми.

Означення . Еліпсом називається множина точок ( на площині), 
сума відстаней від яких до двох даних точок стала .

Виберемо систему прямокутних декартових координат так, щоб 
вісь абсцис проходила через обидві задані точки Б 1 і Б2, а початок 
координат знаходився на середині відрізка Б ^  (рис. 19).

Нехай М (х , у) — одна з точок множини, що розглядається. Позна
чимо через 2с відстань між заданими точками Б, і Б 2 та через 2а — 
задану суму відстаней Б,М  і Б 2М. Очевидно, що точка Б 1 має коорди
нати (-с; 0), а точка Б 2 — координати (с; 0).

А х2 + Вху  + Су2 + Б х  + Еу + Б  = 0, (20)

(* -  а)2 + (у -  Ь)2 = Б 2. (21)



138 Глава З

А . У

**1 (-с,0) ^г(^О )
►

х

Рис. 19

Згідно з означенням

| Р\М | + | ^ 2М  | = 2а, (22)
звідси дістанемо рівняння

ТІ(Х + с)г + у 2 + д/(* -  С)2 + у 2 = 2а. (23)
Насправді рівняння (23) уже і є рівнянням множини, що розгля

дається. Проте воно має незручний для дослідження вигляд; пере
творимо його до більш простої форми:

т](х + с)2 + у 2 = 2 а -  уі(х - с)2 + у 2,

х 2 + 2с* + с2 + у 2 = 4 а2 -  4а^(х  -  с)2 + у 2 + х 2 -  2сх + с2 + у 2,

а2 -  сх -  а^(х  -  с)2 + у 2,

а4 -  2а2сх + с2х 2 = а2х 2 -  2а2сх + а2с2 + а2у2,

(а2 -  с2)х2 + а2у2 = а2(а2 -  с2).
Оскільки 2а > 2с (сума двох сторін трикутника більше третьої 

сторони), то а 2 -  с2> 0. Приймемо

а 2 -  с2= Ь2. (24)

У кінцевому підсумку одержимо (при вибраній системі коорди
нат) рівняння

(25)

Очевидно, кожна точка розглядуваної множини має задовольняти 
одержане рівняння (25). Проте оскільки в процесі перетворень двічі 
підносилися до квадрату обидві частини рівняння, потрібно пере
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вірити, чи не отримані при цьому “зайві” точки. Інакше кажучи, 
треба перевірити, що кожна точка, координати якої задовольняють 
одержаному рівнянню, належить розглядуваній множині точок.

Попередньо зробимо деякі зауваження про форму лінії, що відпо
відає одержаному рівнянню.

Оскільки

у = ± — л/а2 -  х 2 і х = ± — у/ь2 -  у 2, 
а Ь

то крива симетрична відносно осей координат, а тому і відносно почат
ку координат. Із зростанням |л:| від 0 до а \у\ спадає від Ь до 0. Точки 
кривої існують лише в прямокутнику І х  І < а, \ у \ < Ь (рис. 20).

2а

Перевіримо тепер, що будь-яка точка лінії, визначена одержаним 
рівнянням, належить заданій множині. Для цього потрібно показа
ти, що якщо координати довільної точки М 0(х0, у0) задовольняють

2 2 
*  урівнянню + р г  = 1 , де Ь2= а2-  с2, то | FXM 0 |+ | F2M 0 \ = 2а.

Оскільки у0 = ± — ̂ а г — Xq , то 
а

І FlM 0 1+ І TÇm ~0 1= yj(x0 + с)2 + у 2 + yj(xо -  с)2 + у02 =

4
=  J ( x o + с )2 + ~т(а2 —Хд) + (х0 - с ) 2 + ^ j ( a 2 -Х о) = 

а
= —^ ( а 2 -  b2)xl + 2агсх0 + а2(с2 + b2) +

+ 7 (а2 ~Ъ2)х1 - 2 а 2сх0 + а 2(с2 +b2) = ~ \ j c2xo + 2 а2сх0 +а* + 

+ 1]с2х% -  2а2сх0 + a* J = — ̂ ( с х 0 + а2)2 + yj(cxо -  a 2)2 J-
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Оскільки І х0 І < а  і с < а ,  то с х 0+ а 2> 0 і с х 0 -  а г < 0. 
Тому

уі(сх0 + а 2)2 = с х 0 + а 2, ^ ( с х 0 -  а 2)2 = а 2 - с х 0,

\ Ъ М 0 І + І^ М о  І = - ( с х 0 + а 2 + а2 -  сх0) = 2а.

Отже, всі точки лінії = 1 є точками заданої множини то-

чок.
Точки 2^ і 2̂ 2 називаються фокусами еліпса, числа а і Ь — півося

ми еліпса, точки перетину еліпса з його осями симетрії — вершина
ми еліпса.

Зі зміною с змінюється форма еліпса. Якщо с прямує до нуля, 
тобто фокуси еліпса зливаються, тоді Ь прямує до а і еліпс стає колом 
з рівнянням х 2+ у2= а29 тобто коло є окремим випадком еліпса, коли 
півосі еліпса рівні між собою.

Якщо с прямує до а, тоді Ь = уіа2 -  с2 прямує до нуля і еліпс стис

кується вздовж осі ординат. Отже, відношення — може бути міроюа
с

стиску еліпса, мірою його відхилення від кола. Число Е = — (0 < Е < 1)
а

називається ексцентриситетом еліпса.
У багатьох задачах буває потрібно використовувати параметричні 

рівняння еліпса.
Побудуємо два кола з центрами на початку координат і радіуса

ми Ь і а. Проведемо з початку координат промінь під кутом £ до осі 
абсцис (0 < і < 2тс).

Рис. 21
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Нехай В і А  — його точки перетину з побудованими колами 

(рис. 21) і М (х9 у) — точка перетину прямих, проведених з В пара
л е л ь н о  осі абсцис і з А — паралельно осі ординат. Визначимо геоме
тричне місце точок М.

Маємо х =\ОА\ сов* = а сов*, у =|ОВ| віп* = Ьзіпі.

Оскільки
ґ

ка ;
= сов2 і + віп2 і = 1, то точки М  є точками

еліпса з півосями а і Ь. Змінюючи £ від 0 до 2тс, дістанемо всі точки 
цього еліпса. Отже, рівняння

х = асов*, у = Ь вій і (26)

є параметричним рівнянням еліпса з півосями а і Ь, розміщеного 
симетрично відносно осей координат. Зокрема, при а = Ь дістанемо 
параметричне рівняння кола.

Означення . Гіперболою називається множина точок (на пло
щині ), абсолютне значення різниці відстаней від яких до двох да
них точок стале ( і відмінне від нуля).

Систему координат виберемо так, як і при виведенні рівняння 
еліпса (рис. 22).

Рис. 22

Із визначення маємо

|| 1\М  І -  І Р^М || = 2а, (27)

^ ( х+с) 2 + у 2 - і і ( х - с ) 2 + у 2 =±2а,

х 2 +2сх + с2 + у 2 = 4 а2 ± 4а^(х -  с)2 + у 2 + х 2 - 2 сх + с2 + у 2,
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сх — а2 = ±ау[(х — с)2 + у 2,

(с2 -  а 2)*2 - а 2у 2 = а2(с2 -  а2).
Оскільки різниця двох сторін трикутника менше третьої його 

сторони, то 2а < 2с.
Покладемо

с2 -  а2 = Ь2. (28)

Тоді одержимо Ь2х 2-  а2у2= а2Ь2 і, нарешті,

х
а

2

7 Ь2
1. (29)

Як і у випадку еліпса, потрібно перевірити, що, незважаючи на 
двократне піднесення до квадрата, ми не одержали “зайвих” точок, і 
здобуте рівняння (29) є рівнянням гіперболи.

Попередньо зазначимо деякі властивості лінії, визначеної рівнян
ням (29). Ц я лінія симетрична відносно осей координат і відносно 
початку координат.

Оскільки У = , то для всіх точок кривої х > а , немаєа
точок кривої у смузі -а  < х < а. Крива складається з двох окремих 
частин — вішок гіперболи, одна з яких лежить в області х > а, а 
друга — в області х < -а  (права і ліва вітки гіперболи).

Повернемося до доведення того, що рівняння (29) є рівнянням 
гіперболи.

Нехай М 0(х0, у0) — довільна точка, координати якої задовольня

ють рівняння (29). Потрібно довести, що || РгМ 0 \ -  | Е2М 0 || = 2а.

І *\М 0 І -І Я,М0 І = 7(*0 + с)2 + УІ -  УІ(Хо -  с)2 + у02 =

І= , *02 +2сх0 +с +^-(х*0 - а 2) - .  х 20 -2 с х 0 +с2 +^ - ( х 20 - а 2) =

= ^ У ^ схо + ° 2)2 “ у](сх0 - а 2)г].

При х 0> а (тобто для точок правої вітки гіперболи) сх0 + а2 > 0 і 
сх0 -  а2 > 0. Тому у випадку х 0 > а
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І Р,М0 І -  І Р2М 0 І = -  С̂ЛГ0 + а 2) -  (сх0 -  а 2)] = 2а. 
а

При х0 < -а  (тобто для точок лівої вітки гіперболи) сх0 + а 2 < 0 і 
сх0 -  а 2 < 0. Тому у випадку х0 < - а

\ Р^Г0 \ - \ Ё^ м ' 0 \ = - [ - ( с х 0 + а2) + (сх0 - а 2)]=-2а. 
а

Отже, в обох випадках || 2 \М 0 | -  | Р2М 0 || = 2а і крива (29) є гіпер
болою.

Число а називається дійсною піввіссю, число Ь — уявною піввіссю. 
Точки перетину гіперболи з її віссю симетрії називаються вершина- 
ми гіперболи, точки 2̂ ! і 2 ^ 2  — її фокусами.

Зазначимо ще одну особливість форми цієї лінії. Розглянемо ра

зом з гіперболою дві прямі: у = ± — х .  Неважко помітити (внаслі-
а

док симетрії лінії достатньо розглянути першу чверть), що при одній 
і тій самій абсцисі ординати точок гіперболи менше ординат відпо-

Ь
відних точок прямої у = — х .

а
0 Ь Ь І 2 і" лДійсно, у -  у . = — х ---- уїх - а  > 0 .^  *пр Угш а а

Разом з тим, оскільки

х  -  ліх2 -  а2 х 2 - ( х 2 -  а2) _ а2 
х  + уіх2 -  а2 х  + уіх2 -  а 2

тоді різниця упр- у гіп прямує до нуля при необмеженому зростанні х у 
і тому точки гіперболи при необмеженому збільшенні абсциси як

завгодно близько наближаються до відповідних точок прямої у -  — х. 
„  а
Прямі

У = ± - х ,  (ЗО)
а

до яких як завгодно близько при \ х \ —>оо наближаються точки віток 
гіперболи, називаються асимптотами гіперболи. Неважко помітити, 
Що асимптоти гіперболи напрямлені за діагоналями прямокутника 
зі сторонами 2а і 2Ь, симетричного відносно осей симетрії гіперболи. 

Якщо а — Ьу тоді гіпербола набуває вигляду

х 2-  у2 = а2. (31)
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Асимптоти гіперболи в цьому випадку взаємно перпендикулярні. 
Така гіпербола називається рівнобічною.

Третьою основною кривою другого порядку є парабола.
Означення. Параболою називається множина точок (на пло

щині ), рівновіддалених від заданоі точки і заданої прямої.
Виберемо вісь абсцис прямокутної декартової системи координат 

так, щоб вона проходила через задану точку і? перпендикулярно до 
заданої прямої Ь> початок координат нехай знаходиться на середині 
відрізка ЁК  (рис. 23). Напрямок осі абсцис вказаний на рисунку.

У

Відстань від точки і? до прямої Ь позначимо через р. Тоді точка ^  

матиме координати
V

, а рівняння прямої Ь — х  = -  — .
2

Нехай М (х , у) — довільна точка розглядуваної множини і А — 
основа перпендикуляра, опущеного з М  на Ь.

Оскільки точка А  має координати і згідно з означенням

І А М  | = | ЕМ  |, тоді
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f  р ^г* + (у -  У)
fj' £

2

,2

+ У х  + —
2

\2
х £

2

.2

+ У2

1
у2 = 2рх. (32)

Легко перевірити, що при піднесенні до квадрата ми не ввели “зайві”

точки. Дійсно, підставляючи 2рх замість у2 у вираз Г + У2

дістанемо
(

+ 2рх =
\2 ___  ___

• Отже, І FM  І = І A M  І.
)

Оскільки у 2 > 0 , то х  не може бути від’ємним і всі точки кривої 
лежать в правій півплощині. При зростанні х  від 0 до +<» необмеже
но зростає \у\. Ясно також, що крива симетрична відносно осі абсцис.

Задана точка ^  називається фокусом параболи, точка перетину 
параболи з її віссю симетрії — вершиною параболи. 

х 2 2 х 2 2Рівняння —  + У— = 1 (еліпс), —-  -  У— = 1 (гіпербола), у2= 2рх  (па-
а2 Ь2 а2 Ь2

рабола) були одержані при спеціальному, найзручнішому розміщенні 
координатних осей. Тому ці рівняння називаються найпростішими, 
або канонічними, рівняннями кривих другого порядку.

Для того щоб ознайомитися з методами приведення рівнянь кри
вих другого порядку, заданих в іншій координатній системі, до тако
го найпростішого вигляду, потрібно дістати формули перетворення 
координатних систем.

Контрольні запитання і завдання

1. Яка множина на площині називається колом? Запишіть рівняння 
кола з центром у точці С(а, Ь) і радіусом R.

2. Дайте означення еліпса і запишіть канонічне рівняння еліпса.
3. Побудуйте криву еліпса і поясніть геометричний зміст пара

метрів, що входять до рівняння.
4. Що таке ексцентриситет еліпса та який його геометричний 

зміст?
5. Дайте означення гіперболи та виведіть її канонічне рівняння.
6. Дослідіть форму гіперболи за її канонічним рівнянням. По

ясніть геометричний зміст параметрів, що входять до рівняння.
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7. Які гіперболи називаються рівносторонніми, спряженими?
8. Що таке ексцентриситет гіперболи та який його геометрич

ний зміст?
9. Наведіть означення параболи і виведіть її канонічне рівняння.

10. Дослідити форму параболи за її канонічним рівнянням.
11. Чому дорівнює ексцентриситет параболи? Який геометричний 

зміст параметра р у рівнянні параболи?

Приклади розв’язування задач

3.40. Записати рівняння кола, що має центр у точці (5; -7 )  і про
ходить через точку (2; -3 ).

Знайдемо радіус кола як  відстань від центра до даної його точки: 

г = УІ(2 -  5)2 + (-3  -  (-7))2 = 5.
Тепер у рівняння кола (21) підставимо координати центра і знай

дену величину радіуса:
(х -  5)*+ (у + 7)2 = 25.

3.41. Знайти координати центра та радіус кола
х 2+ у2 -  4х -  14у + 1 7  = 0.

Перепишемо дане рівняння так:

х 2-  4х + 4 + у2 -  14у + 49 + 17 -  4 -  49 = 0,

або

(х -  2)2 + (у -  7)2 = 36.

Порівнюючи це рівняння з рівнянням кола (21), дістанемо а = 2, 
Ь = 7, Я = 6. Отже, центр кола знаходиться в точці (2; 7), радіус його 
дорівнює 6.

3.42. Знайти рівняння еліпса, фокусами якого є точки .2^(0; 0) та 
і^2(0; 8), а велика піввісь а = 5.

Відстані від точки М (х , у) еліпса до фокусів дорівнюють відповід

но у/х2 + у 2 та уїх2 + (у -  8)2 . Згідно з означенням еліпса маємо

V*2 + у 2 + + (у -  8)2 = 10.
Спрощуючи це рівняння, одержимо

т]х2 + у 2 -  16у + 64 = 10 -  ^ х 2 + у 2,

х 2 + у 2 -  16у + 64 = 100 -  20уІх2 + у 2 + х 2 + у 2,

16і/ + 36 = 2 0 ^х2 + у 2,
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4у + 9 = 5 ^ х 2 + у 2,
16і/2 + 12у + 81 = 2Ьх2 + 25г/2, 
25х2 + 9у 2 -  72у - 8 1  = 0.

Виділимо повний квадрат відносно у:
25х2 + 9(у2-  8у + 16) = 225.

Поділимо на 225 і дістанемо канонічне рівняння еліпса

* 2 ( У - 4 ) 2
9 25

= 1.

Осями симетрії такого еліпса будуть лінії х — 0 та у = 4, велика 
піввісь а = 5, мала піввісь 5 = 3.

3.43. Обчислити півосі гіперболи, якщо директриси задані рівнян
нями х  = ±3>/2 і кут між асимптотами прямий.

Директриси пов’язані з півосями гіперболи формулами

і% а „ с і 9 1 2х = — ; х  = -----; Е - —; с = \ а  + 5 ,
Е Е а

Ь Ь
а, Ь — півосі гіперболи. Рівняння асимптот у -  —х  та у = —

а а
Згідно з умовою задачі одержимо систему двох рівнянь

- г = £ _  = * /2 .
, ліа2 +Ь2

= 1 (умова перпендикулярності асимптот).
Л

2

Звідси Ь2 = а 2, ~т= = Зл/2 => а = 3 • 2 = 6 , отже 5 = 6. 
ауІ2

3.44. Написати рівняння параболи, що проходить через точку (0; 0) 
та (1; -2) симетрично відносно осі Ох.

Рівняння параболи, що проходить через точку (0; 0) симетрично 
відносно осі Ох, має вигляд у2 = 2рх.

Згідно з умовою, що парабола проходить через точку (1; -2 ), діста
немо (~2)2= 2р.

4
Звідси р = — = 2 .

Тобто шукане рівняння параболи матиме вигляд і/2 = 4х.
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Задані і вправи для самостійної роботи
(1  З Ї

3.45. Записати рівняння кола з центром у точці —; -  — і з  ра
діусом, що дорівнює 2. Побудувати це коло.  ̂ '

3.46. Записати рівняння кола, яке проходить через точки А(5; 7) 
і В (-2; 4), якщ о центр його лежить на прямій 4х + Зу -  18 = 0.

3.47. Записати канонічне рівняння еліпса, що проходить через 
точку М(5; 0), якщ о фокальна відстань дорівнює 6.

3.48. Довести, що рівняння 36#2+ 100у2 -  3600 = 0 є рівнянням 
еліпса. Знайти координати фокусів та фокальну відстань.

3.49. Записати рівняння еліпса, фокусами якого є точки (0; -  7б)

і (0; 75), а велика вісь дорівнює 6.
3.50. Записати рівняння еліпса з фокусами на осі Ох, якщо відстань 

між  фокусами дорівнює 12, а ексцентриситет Е = 0,6.
3.51. Записати рівняння еліпса з фокусами на осі Ох, якщо він

проходить через точки А (уі3;л/б) і В(3;у/2).
2 2 2 2

3.52. Побудувати еліпси —  + —  = 1 і —  + —  = 1. Для кожного
25 16 25 9

еліпса обчислити ексцентриситет.

3.53. Знайти координати точок перетину еліпса + ^ -  = 1 з
100 25

прямою х  + 2у -  14 = 0.
3.54. Яку лінію визначає рівняння 7*2-  9у2 = 63?
3.55. Знайти півосі, координати фокусів та ексцентриситет гіпер

боли, що задані рівнянням 4*2 -  5у2 = 20. Обчислити довжини фо
кальних радіусів точки М (-5 ; 4).

3.56. Записати рівняння асимптот та директрис гіперболи 9х2 -  
-  25у2 = 225.

( 2л/Ї5  Л3.57. Гіпербола проходить через точки М  3 ;-------
5

Знайти її канонічне рівняння. ^
3.58. Написати рівняння дотичних до гіперболи х 2-  4у2= 16, про

ведених з точки А(0; -2 ).
2 2х у

3.59. Знайти відстань від фокуса гіперболи —-  -  —  = 1 до її асим-
16 9

таЛГ(-2л/б; 3).

птот та кут між асимптотами.
3.60. Написати рівняння параболи:
1) що проходить через точки (0; 0) та (-1 ; 2) симетрично відносно 

осі Ох\
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2) що проходить через точки (0; 0) та (2; 4) симетрично відносно 

осі Оу.
3.61. Знайти координати фокуса та рівняння директриси парабо

ли г/2= 20*. Обчислити відстань точки М (10; -  10уІ2) до фокуса.
3.62. Скласти рівняння параболи, що симетрична відносно осі Ох, 

яка проходить через точки М(4; -5 ) та N(6; 15).
3.63. На параболі у2 = 6* знайти точку М, фокальний радіус якої 

рівний 4,5.
3.64. Написати рівняння дотичних до параболи у2 = 8*, проведе

них з точки А(0; -2 ).
3.65. Скласти параметричне рівняння кола, якщ о точка М(х,  у) 

описує коло радіуса г з центром на початку координат.
3.66. Дано рівняння еліпса 9*2+ 16у2= 144. Записати його пара

метричне рівняння.
3.67. Дано параметричні рівняння еліпса * = бсов*, у = ЗвіЩ, * є [0; 2я). 

Записати його канонічне рівняння.

§ 4. Перетворення координат на площині. Застосування перетворення 
координат до спрощення рівнянь кривих другого порядку

Розглянемо насамперед, як змінюються координати точок пло
щини ху  при перетворенні паралельного перенесення, тобто таких 
перетворень, при яких зберігається напрямок осей (розглядається 
прямокутна декартова система координат), але змінюється положен
ня початку координат.

Припустимо, що на площині вибрано деяку точку М,  нехай (*, у) — 
її координати в системі осей х, у з початком О і (* ', у ' ) — координа
ти тієї самої точки М  у системі осей х ',у '  з початком О' (рис. 24). 
Нехай (а, Ь) — координати точки О' в системі осей *, у . Очевидно, 
ОО' + О'М = ОМ.

Рис. 24
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Оскільки при паралельному перенесенні осей координатний ба
зис не змінюється, то при додаванні векторів можна складати їх 
відповідні координати. А тому

х  = х  + а; у = у' + Ь. (33)

Ми одержали формули для переходу від старих координат точки 
М  до нових її координат. Із формули (33) випливають формули

х  = х  -  а; у ~ у ~~ Ъу (34)

що виражають нові координати через старі.
П риклад 1. Встановити, як  змінюється рівняння х 2-  4х + 2у2 + 

+ 8у -  10 = 0 при паралельному перенесенні осей координат, якщо 
початок координат перенесено в точку О' (2; -2 ).

Згідно з формулою (33) маємо х  = х' + 2, у = у' -  2. Підставляючи 
ці вирази в задане рівняння, дістанемо

(* ' + 2)2-  4(х' + 2) + 2(і/' -  2)2+ 8(і/' -  2) -  10 = 0,
/ 2  /2X у

х'2+ 2и'2 = 22, ---- + ----- = 1 .
22 11 ^

Отже, вихідному рівнянню відповідає еліпс з півосями V 22 і VI I ,  
з центром симетрії у точці (2; -2 ) і осями симетрії, паралельними 
осям координат.

Приклад 2. За допомогою паралельного переносу осей координат 
привести до найпростішого вигляду рівняння х 2- 6 х -  Зі/2 -  бу + 2 = 0.

Перепишемо задане рівняння у вигляді

(* -  З)2-  9 -  3(і/ + 1)2+ 3 + 2 = 0.

Візьмемо х  -  3 = х у у + 1 = у .
Тоді

х '2 -  Зу'2 = 4 , або — -■*£. = 1.
4 £

З
Отже, вихідне рівняння визначає гіперболу з дійсною віссю 2, уяв- 

2
ною ^  і центром симетрії у точці (3; -1 ). Осі симетрії гіперболи 

паралельні осям координат.
Раніше зазначалося, що рівняння у2= 2рх (р > 0) визначає парабо

лу, в якій  вісь симетрії збігається з віссю абсцис і вершина знаходить
ся на початку координат. Рівнянню х 2= 2ру9 або, що те саме, рівнянню
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у = ах2
1а =

2р , відповідає, очевидно, парабола, в якої вісь симетрії

збігається з віссю ординат, а вершина, як і раніше, знаходиться на по
чатку координат. Покажемо, що рівняння у = ах2 + Ьх + с можна привес
ти до вигляду у = ах2 з допомогою паралельного перенесення осей.

Нехай (а^ Ьх) — координати нового початку в старій системі коор
динат. Тоді х = х  + аг, у = у' + Ьх і рівняння у = ах2 + Ьх + с набуває 
вигляду

у' + Ь1 = а(х/ + аг)2 + Ь(х' + аг) + с,
або

і/  = ах'2 + (2аа1 + Ь)х' + а а 2 + Ьах + с -  Ьг

Числа а 1 і Ьх були поки що довільні. Виберемо їх так, щоб викону
валася рівність

2ааІ + Ь = 0, а а 2 + Ъах + с -  Ьх = 0.

Розв’язуючи цю систему, дістанемо аг = ------; Ьх = с -------. Отже,
2а 4 а

якщо перенести початок координат (при збереженні напрямку осей
ґ

координат) у точку О'
— - с -  —
2 а 9С 4а

\
, тоді вихідне рівняння у = ах2 +

V /
+ Ъх + с набуває вигляду у ' = ах'2. Проте це означає, що вихідне 
рівняння є рівнянням параболи з вершиною в точці О' і віссю си
метрії, паралельною осі ординат.

Розглянемо тепер перетворення, що включає в себе поворот коор
динатних осей при збереженні положення початку координат. Не
хай х, у — старі осі координат, х', у ' — нові осі (рис. 25) і а  — кут 
повороту, тобто кут між новою і однойменною старою віссю коорди
нат (оскільки ми розглядаємо задачу на площині, то можна фіксува
ти напрямок відліку кутів; кут вираховується від додатнього на
прямку старої осі проти годинникової стрілки).

У випадку, що розглядається, координатний базис, очевидно,
змінюється: замість базиса і, у — маємо новий базис і\  у', при-

чому кут між і і ї  дорівнює а , кут між і', у дорівнює “  ~ а  (або

сс -  — ), кут між у' і у дорівнює а , кут між у  і і дорівнює а  + —. А 
тому в ортонормованому базисі і, у
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А У

і
►
X

Рис. 25

Нехай М  — довільна точка площини, (х9 у) — її старі, а ( х \  у') — 
нові координати. Тоді

ОМ = xi + yj = х 'і '+у j f = x'(coscci + since j) + у '( - sinm  + cosay) =
= (jt'cosa -  y'sina)i + (jf 's ina  + i/'cos a)y, 

тобто маємо формули

що виражають старі координати через нові.
Розв’язуючи систему рівнянь (35) відносно х'  і у ,  дістанемо

Формули (35) і (36) і є формулами перетворення повороту коорди
натних осей.

П риклад 3. Перетворити рівняння ху = с (с > 0) (графік оберне
ної пропорційної залежності), вибравши за нові осі бісектриси коор
динатних осей.

к
Кут повороту а  в цьому випадку дорівнює —. А тому

4

х = х  cos a  -  у sin a, 
у = j f 's in a  + у' cos a, (35)

x  = x  cos a  + у sin a, 
у = - x  sin a  + у cos a. (36)
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х  =

*У
/2 X

~2с

уі2 .  , ,
- Т { х ~ у ) ’

я ( х ' - у ' )

У
2с

= 1.

У = — (х' + у'),

^ - ( х  ' + у') = ±( х ' 2 - у ' 2) С ,

Отже, крива ху  = с (с > 0) є рівнобічною гіперболою, дійсна вісь 
якої напрямлена за бісектрисою третього і першого координатних 
кутів, центр симетрії знаходиться на початку координат і півосі до
рівнюють л[2с.

Ми розглядали окремо перетворення паралельного перенесення і 
перетворення повороту координатних осей. Можна послідовно про
вести ці два перетворення: здійснити і поворот, і перенесення коор
динатних осей. Вкажемо, не роблячи конкретних обчислень, як мож
на з допомогою розглянутих методів привести загальне рівняння 
кривої другого порядку

А х 2 + Вху  + Су2 + В х  + Еу + Е = 0 (37)

до канонічних рівнянь еліпса, параболи і гіперболи або до випадків 
їх виродження.

Зазначимо насамперед, що при перетвореннях рівняння (37) за 
допомогою формул (33) і (35) не може змінитися порядок рівняння. 
Він, природно, не зможе підвищитися (тобто стати більше ніж 2), 
оскільки у формулах (33) і (35) х  і у виражаються лінійно через х  і 
у у але не може і понизитися. Дійсно, якщо ми з рівнянь (37) з допо
могою формул (33) і (35) одержали б рівняння вигляду А хх  + В ху + 
+ С1 = 0, то, повертаючись за допомогою рівностей (34) і (36) до вих
ідних ЗМІННИХ X і і/, ми не дістали б рівняння другого степеня — 
вихідне рівняння (37). Отже, степінь (порядок) рівняння при наших 
перетвореннях зберігається.

З допомогою повороту осей завжди можна позбутися члена з до
бутком координат.

Дійсно, підставляючи в рівняння (37) замість х  і у їх вирази, згідно 
з формулою (35) одержимо нове рівняння

А хх 2 + В хх у  + Сху 2 + В хх  + Е ху + ¥  = 0, (38)

коефіцієнти якого, і зокрема коефіцієнт ВХу містять тригонометричні 
функції кута а . Прирівнюючи коефіцієнт В х нулю, дістанемо триго
нометричне рівняння. Розв’язуючи його, знайдемо значення кута 
повороту а , при якому до рівняння вже не буде входити добуток 
координат і яке матиме вигляд



154 Глава З

А^х'2 + С у 2 + Я у  + = 0.

Якщо коефіцієнти А х і С1 відмінні від нуля, тоді завжди можна за 
допомогою перенесення осей координат [див. формули (33)] позбу
тися членів з першими степенями змінних координат і привести 
рівняння (38) до вигляду

Алх П2 + с у 2 + ¥ х = 0. (39)

Проте звідси видно, що ми маємо або еліпс (якщо А х і С1 мають 
один знак, а — протилежний), або уявне місце точок (якщо А і9 С1 і

мають один і той самий знак; у такому випадку говорять, що має 
місце випадок виродження еліпса в уявне місце точок), або одну 
точку (якщо А 1 і С1 одного знаку і = 0 — виродження еліпса в 
точку), або гіперболу (якщо А1 і С1 різних знаків і 0), або дві 
прямі, що перетинаються (якщо А1 і С1 різних знаків і = 0 — 
виродження гіперболи у дві прямі, що перетинаються).

Якщо в рівнянні (38) один з коефіцієнтів А1 і Сі9 наприклад Ср 
обертається в нуль, тоді, як  показано на початку параграфа, можна 
таке рівняння з допомогою перенесення осей привести до вигляду 
у" = ах"2 при Е 1Ф 0 або до вигляду ах"2 + й = 0 при Е 1= 0.

У першому випадку одержуємо параболу, в другому — вироджен
ня параболи (дві паралельні прямі, або одна пряма, або уявне місце 
точок).

Звідси випливає, що, як уже зазначалося вище, будь-яка крива 
другого порядку є або еліпсом, або гіперболою, або параболою, або їх 
виродженням.

§ 5. Циліндричні поверхні з твірними, паралельними координатним 
осям. Поверхні другого порядку

Перш ніж  почати вивчення просторових геометричних образів, 
відповідних рівнянням другого степеня, розглянемо один спеціальний 
клас поверхонь, які називаються циліндричними поверхнями.

Означення. Циліндричною поверхнею називається поверхня, 
утворена рухом прямої, що перетинає задану лінію і паралельна 
заданому напрямку.

Задана лінія, через точки якої проходить пряма, що переміщуєть
ся, називається напрямною, а кожне положення такої прямої нази
вається твірною розглядуваної циліндричної поверхні.

Виберемо координатну систему так, щоб одна з осей, наприклад г, 
була паралельною заданому напрямку, і розглядатимемо той, хоча і 
окремий, але дуже важливий випадок, коли напрямна лінія лежить 
в площині, перпендикулярній до заданого напрямку. Тоді без всяко
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го обмеження загальності дослідження можна вважати, що напрям
на лежить в площині х у .

Нехай в площині 2  = 0 рівняння напрямної має вигляд F(x, у) = 0 
і, отже, така лінія задана двома рівняннями

Z = 0, F(x; у) = 0. (40)
Доведемо, що розглядуваній циліндричній поверхні відповідає 

рівняння

F(x; у) = 0, (41)

тобто що координати будь-якої точки поверхні задовольняють рівнян
ня (41), а координати будь-якої точки, що не лежить на цій поверхні, 
не задовольняють.

Нехай М 0(х0; у0; 0) — будь-яка точка напрямної (рис. 26).

Проведемо через М 0 пряму L, паралельну осі 2 , і виберемо на ній 
довільну точку М г Координати цієї точки (д:0, у0, z j). Згідно з припущен
ням, координати точки М 0 задовольняють системі Z = 0, F(x; у) = 0. 
Отже, F(x0, у0) = 0 і координати точки М х (при будь-якому гх) задо
вольняють рівняння F(x, у) = 0. Таким чином, координати будь-якої 
точки М j прямої L задовольняють рівняння F(:с, у) = 0. Проте М 0 — 
довільна точка напрямної. Отже, координати будь-якої точки будь- 
якої твірної, тобто координати будь-якої точки розглядуваної цилі
ндричної поверхні, задовольняють рівняння F(x, у) = 0.

Нехай тепер вибрано будь-яку точку М /  (хг\  у ' ,  г ' ) у що не лежить 
на р озгл яд уван ій  ц и л ін д р и ч н ій  п оверхн і. Р озгл ян ем о  точку  
М 0' (хг\  у ' у 0), що є проекцією точки М '  на площину ху. Точка М '  не 
лежить на заданій напрямній лінії (інакше кажучи, точка М '  леж а
ла б на заданій поверхні). А тому координати точки М 0' не можуть 
задовольняти систему рівнянь Z = 0, F(xy у) = 0. Однак перше рівнян
ня напевно виконано. Отже, F(xl\  у / )  Ф 0. Проте це означає, що ко
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ординати точки М  ' ( х ' 9 у ' 9 z ' )  не можуть задовольняти рівняння 
F(x, у) = 0; тим самим наше твердження доведено.

Очевидно, якщ о твірні циліндричної поверхні паралельні осі у 9 а 
рівняння напрямної має вигляд

У = 09 F(x9 z ) =  0 ,

то рівняння циліндричної поверхні F(x9 z) = 0.
Аналогічно для циліндричної поверхні, твірні якої паралельні 

осі х 9 маємо рівняння F(y9 z) = 0.
Якщо напрямна є колом, яке лежить у площині х у 9 з центром у 

точці (а; Ь; 0) і радіусом і?, а твірні паралельні осі z 9 тоді рівняння 
циліндричної поверхні має вигляд

(х -  а)2 + (у -  b)2 = R2. (42)

Така поверхня називається круговим циліндром.
Поверхня

є циліндричною поверхнею, твірні якої паралельні осі г9 а напрямними 
є еліпс з півосями а і Ь та центром на початку координат, розміщений 
у площині х у . Така поверхня називається еліптичним циліндром.

Круговий циліндр можна, звичайно, розглядати як окремий випа
док еліптичного циліндра.

Поверхня, визначена рівнянням

У2 = 2 р : с, (44)

називається параболічним циліндром (рис. 27).

х Рис. 27
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Поверхня, визначена рівнянням

називається гіперболічним циліндром (рис. 28).

Крім уже приведених, існують ще шість типів поверхонь другого 
порядку. їх найпростіші, або як прийнято говорити, канонічні рівнян
ня, одержані при найбільш зручному для вивчення поверхонь роз
міщенні осей координат, мають вигляд:

2 2 2 X V 2—  + —  + —  = 1 — еліпсоїд;

2 2 2 X II 2—  + ----------= 1 — однопорожнинний гіперболоїд;
Ь2

£
К2

2 2 2
X  У 2  Л „ . -—  + ------— = —1 — двопорожнинний гіперболоїд;
а Ь2

- +  ~  = 2г — еліптичний параболоїд; 
а Ь2
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-  У-т- = 2г — гіперболічний параболоїд; 
а 2 Ь2

х у г  0—  + = —  — конус 2-го порядку.
а2 Ь2 с2

Проведемо дослідження форми цих поверхонь, використовуючи 
метод паралельних перерізів.

Д ослідж ення форми еліпсоїда. Знайдемо насамперед переріз 
еліпсоїда площиною х  = 0.

У перерізі (рис. 29) одержимо лінію, визначену системою

х  = 0, =  1.

Отже, в площині уг маємо еліпс з півосями Ь і с. Розглянемо тепер 
переріз поверхні площинами, паралельними площині ху> тобто пло
щинами г = к. У перерізі дістанемо лінії, визначені системою

2 = Л,

Очевидно, ЯКЩО\Н\ >  С у  тоді в перерізі одержимо уявне місце точок, 
при \Н\ = с — точки (0; 0; с), якщ о Н > 0, і (0; 0; -с), якщ о к < 0. Якщо 
|А|< Су у площині г = к дістанемо еліпс
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z = h,
\2 = 1,

тобто еліпс з півосями

■ 4 • f f -
При к = 0 півосі еліпса дорівнюють а і Ь9 зі збільшенням к півосі 

зменшуються до нуля (при к = с). Вигляд поверхні зображений на 
рис. 29.

Очевидно, що поверхня, яка розглядається, симетрична відносно 
координатних площин, осей і початку координат. Уся поверхня не 
виходить із прямокутного паралелепіпеда зі сторонами 2а, 2Ьу 2с, 
симетричного відносно координатних площин.

Якщо дві осі еліпсоїда дорівнюють одна одній, тоді еліпсоїд мож
на одержати обертанням еліпса навколо одної з осей, і сама поверх
ня називається тоді еліпсоїдом обертання.

Наприклад, якщо Ь = с, тоді поверхня має рівняння

х 2 у 2 + г 2 л---  + ---------  = 12 |2а о
і може бути одержана обертанням еліпса

£
,2

х ‘ у 2 , 
2 = 0, —  +а

навколо осі х.
Якщо а = Ь = с, тоді рівняння еліпсоїда набуває вигляду

х 2+ і/2 + Z2 = а 2,

і поверхня є сферою з центром на початку координат і радіусом а.
Отже, сфера є окремим випадком еліпсоїда, якщ о всі його півосі 

дорівнюють одна одній.
Дослідження форми однопорожнинного гіперболоїда. Знайдемо 

переріз однопорожнинного гіперболоїда
2 2 2 X у Z _

~ 2  + ТГ “  ~~2 ~ 1 а о с
площиною рисунка, тобто площиною х  = 0 (рис. ЗО).
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Л інія перетину визначається системою рівнянь

У перерізі маємо гіперболу з півосями Ь і с, причому дійсна вісь 
гіперболи збігається з віссю у .

Розглянемо переріз поверхні площиною г = Л, паралельною пло
щині ху. В перерізі одержуємо лінію, визначену системою рівнянь

або системою

2  =  Л,

сч 2
' 1 л2 '

°А 1 + ~Т Ьд/і + —
V с2 V с2

V ) /
Отже, у вибраних паралельних перерізах маємо еліпси, півосі яких 

зростають зі збільшенням |Л|. Найменший еліпс (він називається 
горловим еліпсом) одержуємо при к = 0. Очевидно, однопорожнин
ний гіперболоїд симетричний відносно координатних площин, осей і 
початку координат.
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Якщо а = Ьу тоді поверхня може бути утворена обертанням гіпер

боли

навколо осі 2.
Дослідження формули двопорожнинного гіперболоїда. В пере

тині двопорожнинного гіперболоїда

площиною рисунка (тобто площиною х  = 0) одержуємо гіперболу
2 2

х = 0, ~ 2  ~ ТІГ = 1 (рис. 31).с 0

Перетинаючи поверхню площинами г = Л, одержимо при |Л| < с уяв
не місце точок, при Н = ±с — точки (0; 0; с) і (0; 0; -с), при |Л| > с еліпси

6 Васильченко І. П.
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Поверхня, очевидно, симетрична відносно площин, осей і початку 
координат.

Дослідження формули еліптичного параболоїда. В перерізі елі
птичного параболоїда

= 2г

площиною рисунка (тобто площиною х  = 0) одержуємо параболу х = 0, 
у2= 2Ь2г (рис. 32).

Перетинаючи поверхню площинами г = Л (Л > 0), дістанемо еліпси
2 2

2 = Л’ (а>/2л)2 + (&л/2л)2 = 1 '

Вся поверхня лежить над площиною ху > симетрична відносно пло
щин Х 2  І 1/2 І ВІДНОСНО ОСІ 2 .

Якщо а = Ь, маємо параболоїд обертання

л:2 + у2 = 2 а 22 ,

який можна дістати обертанням параболи

х = 0, у2 = 2а2г
навколо осі 2 .

Зазначимо, що всі параболи, що одержуються в перерізі парабо
лоїда обертання площинами, як і проходять через вісь 2 , мають за
гальний фокус.



Дослідження форми гіперболічного параболоїда. Для більшої 
ясності рисунка змінимо розміщення осей. Виберемо за площину 
рисунка площину у = 0 (рис. 33).

Аналітична геометрія________________________________________________________1 6 3

У перерізі гіперболічного параболоїда

площиною рисунка маємо параболу

у = 0, х 2= 2а2г.
У перерізі площинами х  = <1 одержуємо параболи

2 о.2 ЬЧ2х = (і, У = -2 Ь г + — — .
а

У перерізі площинами г =  -|Л| маємо гіперболи

Вся поверхня має сідлоподібну форму.
Дослідження форми конуса другого порядку. В перерізі конуса 

другого порядку
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площиною х  = 0 одержуємо дві прямі, що перетинаються на початку 
координат (рис. 34).

Рис. 34

X = 0, У = ±~2.с
Перетинаючи поверхню площинами г = Л, одержуємо еліпси

Перетинаючи поверхню площинами, які проходять через вісь 2 , 
тобто площинами у = к х9 дістаємо дві прямі, що перетинаються:
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або

У  =  к х , -
аЬ

у іЬ2 + к 2 а 2

2
С

2

2 9

у = кХ і2 = ± с Щ ^ . х ,
аЬ

Використовуючи вже вказаний при вивченні кривих другого по
рядку метод перетворення координат, можна довести, що будь-яка 
поверхня другого порядку являє собою або один з дев’яти розгляну
тих типів поверхонь, або випадок їх виродження (дві площини, що 
перетинаються або паралельні, одна площина, одна пряма, одна точ
ка, пуста множина точок).

Контрольні запитання і завдання

1. Які поверхні належать до поверхонь другого порядку? Як мож
на дістати поверхню другого порядку?

2. Дайте означення циліндричної поверхні. Запишіть канонічне 
рівняння циліндрів другого порядку (кругового, еліптичного, гіпер
болічного, параболічного).

3. Запишіть канонічні рівняння поверхні обертання другого по
рядку (еліпсоїда, гіперболоїда — однопорожнинного та двопорож
нинного, еліптичного та гіперболічного параболоїда).

4. Запишіть рівняння конуса другого порядку.
5. Яка множина точок простору називається сферою? Запишіть 

рівняння сфери з центром у точці С(а, Ь, с) і радіусом Я.
6. Яка ідея дослідження форми наведених поверхонь другого по

рядку та їх побудови?

Приклади розв’язування задач

3.68. Яку поверхню визначає в просторі рівняння:
1) х2 = 4у; 2) г2 = хг?
1. Рівняння х2 = 4у визначає параболічний циліндр з твірними, 

паралельними осі Ог.
Напрямною циліндричної поверхні є парабола х 2 = 4у, 2  = 0.
2. Рівняння г2 = хг  можна представити у вигляді г(г -  х) = 0; 

воно розкладається на два рівняння: г = 0 і 2  = х, тобто визначає дві 
площини — площину хОу і бісектральну площину 2  = х, яка прохо
дить через вісь Оу.
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3.69. Скласти рівняння конічної поверхні, вершиною якої є точка
2 2 X VМ (0; 0; 1), а напрямною — еліпс —  + ~ -  = 1, 2  = 3.

z o  У
Запишемо рівняння твірної АМ, де А(х0, z/0, 2 0) — точка, яка ле

жить на еліпсі:

У_
Уо

2 - Ї

Оскільки точка А  лежить на еліпсі, то її координати задовольня-
2 2 X У

ють рівняння еліпса, тобто = 1, 2 0= 3. Виключивши тепер ДС0,

у0 1 2 0 13 системи

X 2 - 1
X, *0 - 1 ’ Уо

2 - 1 2 2 
* 0  + Уо_

* 0 - 1 ’ 25 9

2 2 
£_ +  ! L

( 2 - І ) 2 _
25 9 4

20 “  ®,

дістанемо рівняння конуса:

3.70. Привести до канонічного вигляду рівняння

4л;2 + 9у 2+ 362 2-  8л: -  18г/ -  12г + 13 = 0.

Згрупуємо члени з однаковими координатами

4(л;2-  2х)  + 9(г/2 -  2у) + 36(22-  22) = -13 .

Доповнимо до повних квадратів вирази в дужках:

4(л;2 -  2л; + 1) + 9(у2 -  2у + 1) + 36(22 -  2г + 1) = -1 3  + 4 + 9 + 36, 

або

4(л; -  1)2 + 9(у -  1)2+ 36(2 -  1)2= 36.

Зробимо паралельне перенесення осей координат, де за новий по
чаток координат виберемо точку О' (1; 1; 1). Формули перетворення 
координат мають вигляд дг = д г '+ 1 ;у  = у '+ 1 ;2  = 2/ + 1 . Тоді рівняння 
поверхні набуває вигляду

/2 /2 /2

4а:'2 + 9у'2 + 36г'2 = 36, або -  + £ -  + —  = 1.
9 4 1

Це рівняння визначає еліпсоїд; його центр знаходиться в новому 
початку координат, а півосі відповідно дорівнюють 3; 2 і 1.
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Задачі і вправи для самостійної роботи

3.71. Знайти координати центра і радіус сфери, заданої рівнян
ням

X 2 + у2 + 22 -  X  + 2у + 1 = 0.

3.72. Скласти рівняння сфери, яка проходить через точки А(1; 2; 
-4), В(1; -3 ; 1) і С(2; 2; 3), якщо центр знаходиться в площині хОу.

3.73. По якій лінії перетинається конус х 2 + у2 -  2г2 = 0 з площи
ною у = 2?

3.74. Привести до канонічного вигляду рівняння
х2 -  у2 -  4х + 8у -  2г = 0.

3.75. Яка поверхня визначається рівнянням
4х2-  у2+ 4г2 _ 8х + 4у + 82 + 4 = о?

3.76. Який геометричний зміст рівняння X 2 +  у 2 +  22 -  у2 -  Х 2 -х у  =  0 ?

§ 6. Полярна система координат на площині. Циліндрична і сферична 
системи координат у  просторі

Ми розглядали до цього часу тільки прямокутні декартові систе
ми координат. Поряд з ними використовуються й інші координатні 
системи. В задачах на площині це частіше за все полярна система 
координат, у просторових задачах — циліндрична і сферична коор
динатні системи.

Полярна система координат на площині. Виберемо на площині 
деяку фіксовану точку О — початок координатної системи або по
люс. Фіксований промінь (півпряма) з вибраним на ньому одинич
ним вектором із початком у полюсі назвемо полярною віссю.

Положення будь-якої точки М  на площині визначатимемо впо
рядкованою парою чисел: довжиною р радіуса-вектора ОМ (рис. 35)

Рис. 35
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та вираженим у радіанах кутом ф між полярною віссю і вектором 
ОМ. Оскільки така система координат розглядається тільки на пло
щині, то можна враховувати і напрямок відліку кута; кут вважаєть
ся додатним, якщо напрямок обертання від полярної осі до радіуса- 
вектора береться проти годинникової стрілки.

Запис М 0(р0, ф0) показує, що в деякій фіксованій полярній системі 
координат довжина радіуса-вектора ОМ0 дорівнює р0, а кут між по
лярною віссю і ОМ0 (полярний кут) дорівнює ф0. Числа р0 і ф0 нази
ваються полярними координатами точки М 0. Координати р0 і ф0 по
вністю визначають положення точки М 0. Задання точки М 0 одно
значно визначає лише число р0 — довжина радіуса-вектора. Поляр
ний кут визначається тільки з точністю до доданка, кратного 2л. 
Для полюса полярний кут взагалі не визначений. Довжина радіуса- 
вектора р для різних точок площини може змінюватися від 0 до +оо, 
полярний кут ф — ВІД —°о ДО +оо.

Неважко встановити правила переходу від полярної системи ко
ординат до декартової і навпаки.

Розмістимо початок декартової системи координат у полюсі по
лярної системи і спрямуємо вісь абсцис уздовж полярної осі. Тоді

х  = р • совф, у = р • віпф. (46)

Із формул (46) знаходимо

р = ліх2 + у 2 у сов ф = —■ = = = = = ■ , біп ф = , У =.-• .  (47)
уїх2 + у 2 у1х2+ У 2

Полярний кут визначається двома формулами. Виберемо одну з 
них, дістанемо два значення ф, як і лежать між 0 і 2л. Щоб вибрати 
єдине (з точністю до доданку, кратного 2л) потрібне значення, врахо
вують знак другої тригонометричної функції кута ф.

Як і в декартовій системі координат, кожній лінії на площині 
відповідає рівняння, яке зв’язує р і ф, і навпаки — кожному рівнянню, 
яке зв’язує р і ф, відповідає, як  правило, деяка лінія на площині із 
заданою полярною системою координат.

Для побудови лінії, заданої рівнянням у полярній системі коор
динат, частіше використовують метод побудови за точками — обчис
люють координати ряду точок лінії і сполучають ці точки плавною 
кривої.

Приклад 1. Побудувати лінію р = 2(1 + совф).
Складаємо таблицю.

ф 0 л
6

л
3

л
2

2— л 
3

5— л
6

л

р 4 2 + л/З 3 2 1 2  -  >/з 0
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Оскільки cos ф = cos(2rc -  ф), то обчислення значення р при я < ф < 2л 

не потрібно. Крива має бути симетричною відносно полярної осі. 
Наносячи відповідні точки на рисунок і з ’єднуючи їх плавною лінією, 
одержимо таку криву (рис. 36).

Рис. 36

Ця лінія називається кардіоїдою.

Приклад 2. Побудувати лінію р = •“  Ф*А
Складаємо таблицю, починаючи з ф = 0 (при ф< 0 дістанемо р< 0, 

що неможливо).

ф 0 тс
2

я 2л Зл

0 к тс 3
р 4 2

я — тс 
2

Ця лінія називається спіраллю Архімеда (рис. 37).

і

Рис. 37
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Циліндрична система координат. Зафіксуємо в просторі яку-не- 
будь точку О (початок координат), проведемо через неї деяку пряму 
Ьх і на ній виберемо одиничний вектор к (орт). Проведемо через О 
площину (?, перпендикулярну до вже вибраної осі, і в цій площині 
виберемо промінь Ь2, що виходить з О та орт і на цьому промені 
(рис. 38).

Нехай М  — довільна точка простору, а N  — її проекція на площи
ну Q. Положення точки М  у просторі тепер можна описувати трьо
ма числами:

1) довжиною відрізка ON; ___
2) кутом ф між променем L2 і вектором ON (кут відраховується

від променя L2 і вважається додатним, якщо, дивлячись від додатно
го напрямку осі Lj, поворот від Ь2 до ON відбувається проти годин
никової стрілки); ___

3) проекцією z радіуса-вектора ОМ на вісь Lv
Отже, положення точки М  у просторі визначається полярними 

координатами її проекції на площину Q та аплікатою самої точки М.
Координатними поверхнями, тобто поверхнями, на яких одна з 

координат зберігає стале значення, в даній системі є:
1) р = const — кругові циліндричні поверхні з твірними, паралель

ними осі Lx (вісь г);
2) ф = const — півплощини, краєм яких є вісь г;
3) z = const — площини, перпендикулярні ДО ОСІ 2.
Виберемо прямокутну декартову систему координат так, щоб її

початок був у точці О, вісь абсцис була напрямлена по осі L2 (по
лярній осі), а вісь г — по осі Lv  Тоді одержимо такі формули, які 
зв’язують декартові і циліндричні координати точки М:
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х = р - совф, р = у/х2+у2,

у = р • вІПф, tgф = У- ,
2 = 2 , 2 = 2 .

Сферична система координат. Зафіксуємо в просторі будь-яку 
точку О (початок координат), проведемо через неї деяку вісь Ь (по
лярну вісь) і площину ф, перпендикулярну до осі Ь (екваторіальна 
площина). Проведемо, крім того, півплощину Р , краєм якої є поляр
на вісь Ь (півплощина головного меридіана). Виберемо також у про
сторі одиницю довжини.

Положення довільної точки М  у просторі визначатимемо тепер 
такою впорядкованою трійкою чисел:

1) довжиною г радіуса-вектора точки М; ___
2) кутом 0 між полярною віссю Ь і радіусом-вектором ОМ (на

прямок відліку не фіксуємо; кут 0 може змінюватися від 0 до тс);
3) двогранним кутом (0 між півплощиною головного меридіана і 

півплощиною Рм, що проходить через точку М  і має своїм краєм 
вісь Ь (кут вимірюється лінійним кутом між півпрямими перетину 
півплощин Р і Рм з площиною ф; відлік ведеться від лінії перетину
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Р і Q, напрямок відліку такий, я к ів  циліндричній системі координат). 
Координатними поверхнями є:
1) r = const — сфери радіуса г з центром в О;
2) 0 = const — півконічні поверхні з вершиною в точці О, віссю 

L у ролі осі симетрії і кутом при вершині 20;
3) (0 = const — півплощина, краєм якої є вісь L (рис. 39). 
Виберемо декартову систему координат з початком у точці О, віссю

х , напрямленій по прямій перетину площин Р і Q, і віссю z, напрям
леній по полярній осі. Формули, які зв’язують декартові координати 
точки М  з її сферичними координатами, набувають вигляду:

х  = г • sin0 • cosco, r = у]х2 + у 2 + z2; 

у — r ' sin0 • sinco, tgo) = —;
X

z
z = r • cos0, cos 0 = ...—  -  .

V*2 + y 2 + z2

Відповіді до глави 3

3.11. S  = 6 кв.од., P = 12 од. 3.12. у = -8 * . 3.13. 5x + у -  3 = 0. 
3.14. x - 2 y - 6  = 0 i 2 x  + y -  7 = 0. 3.15. 1) точка перетину (5; -2); 
2) прямі паралельні; 3) прямі збігаються. 3.16. Mj(10; -5 ). 3.17. 7х +

+ у -  6 = 0 . 3.18. 1) 2) ф = ^ ;  3)<р = 0 . 3.19. у = = - х  -  6.

3.20. Ъх -  Ay + 15 = 0. 3.21. l x  -  56у + 48 = 0 і 32*  + Ay + + 43 = 0 .

5
3.22. 1) а = -2 ; 2) а = 3 і а = -3 ; 3) а = — і а = 1. 3.23. * + 2z/ -  7 = 0;

о
л с - 4 і / - 1  = 0 ;л с - і /  + 2 = 0. 3.24. ВС: Зх -  by -  13 = 0; АВ: 8х - З і / + 
+ 17 = 0; АС: 5х + 2у -  1 = 0. 3.25. S  = 49 кв.од. 3.26. 5х -  Зу + 2г +

+ 1 = 0 .  3.27. d = Щ -  . 3.28. 7х -  Н у  — z -  15 = 0. 3.29. * + 7у + 10z = 

= 0. 3.30. х + у + г -  3 = 0. 3.31. 4х + Зу -  2г -  1 = 0. 3.32. х - у  + 2 = 0.

3.33.
х - 5

1
J/ +  1 

З
2 + 3 
- 1 1 . 3.34.

5лІ30
3.35.

х - 3
З

У + 1 
- 5

2 - 2

- 2

„ 20 ;с -  1 у -  1
3.36. cos Ф = — . 3.37. — —  = ------

Z X
2 - 1

-. 3.38. х  -  by -  2z + 11 = 0.2 - З 2
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3.39.
у -  3,4 г -  5,2

- 1 0  13 19
. 3.45. 1^2 у + -  | = 4 .3 .4 6 .  ( х -

-  З)2 + ( у -  2)2 = 29. 3.47. ^  = 1. 3.48. ^ ( - 8 ;  0), Р2( 8; 0); =

-  16. 3.49. т  + Т  - 1 ■ з  ж  Ш  + «  '  >• 3-51- І Г Т “ 1- 3-53-

(8; 3) та (6; 4). 3.54. Гіперболу - ^ - - ^ -  = 1. 3.55. а = 4Е; Ь = 2; 

3; 0), ^ 2(3; 0); Е = \  ; г, = 2^бГг, = 4л/б. 3 .5 6 . У =

З 25у = - - х \  х  = — = = ; X =
О

Гь

~ -  - Р - .  3.57. 4 - " ^ -  = 1-3.58. у + 2 = -^=х 
л/34 734 5 3 72

та і/ + 2 = -  - і -  х. 3.59. <і = 3; ф = анОД —  • 3.60. у2 = -4 х ; х2 = у. 
л/2 7

3.61. ^(5; 0); х = -5 ; г = 15. 3.62. у2 = 100 х - 15
.3 .63 . М,( 3; Зл/2 ),

М2(з ; -  3^2 ). 3 .64.у 4- 2 = -х ; х = 0 .3.65. х = гсо ва , у = гв іп а , 0 < а <

2 2

< 2тс. 3.66. л; = 4со8ф, у = Звіпф, ф є [0; 2тс). 3.67. — + — = 1.
25 9

2
; г = ■—. 3.72. (д: + 2)2 + (у -  1)2 + е2= 26. 3 .73. Гіпер- 

2
3.71. С

бола. 3 .74 . х '2 -  у '2 = 2г' — гіперболічний  параболоїд . 3.75.
/2

х '2 -  У— + г 2 -  0 — конічна поверхня. 3.76. х  = у; у = г; л; = г. 
4

Пряма: х = у = г.
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Розділ II
ВСТУП ДО МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ

Глава 4. Функції 

§ 1. П оняття множини

Основним первинним поняттям математики, її фундаментом є 
поняття множини. Слова сукупність, клас, система, набір та інші 
дуже часто є синонімами слова множина. Проте навіть у цій за
гальній ситуації ми б хотіли наголосити, що множина — деякі об’єкти 
(елементи множини), які виділені за певною ознакою або ознаками з 
інших об’єктів і розглядаються як єдине ціле.

Прикладами множини є множина учнів у класі, сім’я зірок Вели
кої Ведмедиці, множина сторінок цієї книги, множина всіх раціо
нальних чисел і т.д.

Належність елемента а до множини А позначається а є А  (а на
лежить до множини А). Якщо а не є елементом множини А , це по
значається а Є А  (а не належить А).

Якщо вдається перерахувати всі елементи множини А, це позна
чається як А = {а, Ь, ...,с} , де у фігурних дужках указують всі еле
менти А.

Навіть якщ о множина має безліч елементів, інколи можна зроби
ти так:

N  = {і, 2, 3 ,...}  — множина всіх натуральних чисел;
2  -  {О, ±1, ± 2 ,...}  — множина всіх цілих чисел.
Загальне правило полягає в тому, щоб, виписавши досить багато 

елементів множини, зробити очевидним правило їх подальшого ви
писування.

Найчастіш е множина задається виразом А = {а | Р(а)}. Такий 
запис означає, що А — множина всіх елементів певної множини, які 
задовольняють умову Р. Якщо умова Р не виконується для жодного 
елемента множини, тобто вказана множина А не має жодного еле
мента, вона називається порожньою і позначається 0.



Приклад 1. Множина {г | л:2 - З л: + 2 = о} є сукупністю коренів 
р ів н я н н я  х2-  Зх + 2 = 0, тобто ця множина складається з двох елемен
т ів : 1 і 2 .

Множина {х: | 3 < х  < 7} є сукупністю всіх чисел, як і задовольня
ють нерівність 3 < х  < 7.

Множина ^с \ х > 7 і х  < з} = 0, тобто це порожня множина.
Якщо кожен елемент множини А є також елементом множини Б , 

то А — підмножина множини Б . Це будемо позначати А с  Б, або, 
що те саме, Б  з  А . Якщо А с  Б  і Б  с  А , тобто множини А і Б  
мають одні й ті самі елементи, тоді А = Б . Вважають, що порожня 
множина є підмножиною будь-якої іншої.

Нехай А — множина, тоді через А позначатимемо множину всіх 
елементів множини, як і не належать А. Ця множина А називається 
доповненням А.

Нехай А, Б  — множини. Перерізом ( перетином) А  і Б  називаєть
ся множина А П Б  усіх елементів, які належать як множині А, так і 
множині Б:

АП Б  = {* | х  є А і х е  Б}.

Об'єднанням А і В називається множина А и  В усіх елементів, 
які належать хоча б одній з цих множин:

АЦІ Б  = {* | х  є А або л; є б }.

Різницею А  і В називається множина А \Б  усіх елементів, як і 
належать множині А і не належать множині Б:

А \ В  = \ х е А  і х е  б }.

Легко зрозуміти, що останнє означення рівнозначне тому, що

А \  В = АГ) В.
Приклад 2. Нехай А = {і; 3; 6; 8}, Б  = {2; 4; 6; 8}. Знайти переріз, 

об’єднання і різницю множин А і Б.
Очевидно, що переріз двох даних множин — А П Б  = {б; 8}; їх об’єд

нання — А и В = {і; 2; 3; 4; 6; 8}, а різниця — А \  Б  = {і; З}.
Множини, елементами яких є дійсні числа, називаються числови

ми. Із шкільного курсу алгебри відомі множини: Б  — дійсні числа, Я — 
раціональні, І  — ірраціональні, Z  — цілі, N  — натуральні числа. Оче
видно, що і У с Я с ф с Д ,  /  с  Б  і Б  = ( ? и / .

Геометрично множина дійсних чисел Б  зображується точками 
числової прямої (або числової осі), тобто прямої, на якій  вибраний 
початок відліку, додатний напрямок і одиниця масштабу.

функції __________________________________________________________________ 1 7 5
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Між множиною дійсних чисел і точками числової прямої існує 
взаємно однозначна відповідність, тобто кожному дійсному числу 
відповідає певна точка числової прямої і навпаки. Тому часто замість 
“число х ” кажуть “точка х ”.

Множина X , елементи якої задовольняють нерівність а < х < Ь, 
називають відрізком (або сегментом) [а, Ь]; нерівність а < х <Ь — 
інтервалом (а, Ь); нерівності а < х <Ь або а < х <Ь називаються 
півінтервалами відповідно \а,Ь) і (а, й]. Поряд з цим розглядають
ся нескінченні інтервали і півінтервали (-<»; а), (Ь; ©о), (-оо;оо), 
(- ©о; а] і [Ь; оо).

Інтервал (а, Ь) відрізняється від відрізка [а, ь] лише тим, що йому 
не належать кінці а і Ь.

Така відмінність відіграє суттєву роль в багатьох питаннях мате
матичного аналізу. Крім того, інтервал (а, Ь) не містить ні найбіль
шого, ні найменшого числа, тоді як у відрізку [а, Ь] такими числами 
є відповідно & і а. В подальшому всі вказані множини об’єднаємо 
терміном проміжок X.

§ 2. Абсолю тна величина дійсного числа

Поняття абсолютної величини числа і нерівності, пов’язані з аб
солютними величинами, широко використовуються в математиці.

О значення . Абсолютною величиною (або модулем) числа х на
зивається саме число х, якщо х  > 0, або число - х , якщо х < 0.

Абсолютна величина х  позначається символом |дф Отже,

, , [*, якщ о х  > 0,
\х\ = <

[ -  X ,  Я К Щ О  X <  0 .

Очевидно, згідно з означенням |л:| > 0 . Наприклад, |+5| = 5; |-5| = 
= - ( -5 )  = 5; |0| = 0.

П риклад 1. Знайти \х - 1*||.

Якщо х  > 0 , то |*| = х  і |д: -  |л;| = |л; -  л;| = |0| = 0.

Якщо х < 0 , то |*| = - х  і [я -  |л;| = |* -  (-*)| = |2*| = -2*.
Укажемо на важливі властивості абсолютних величин:

\х + у\< \х\ + \у\; \ х - у \ >  |х| -  |у|; \ху\ = \х\ - |і/|; * _
У И*
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Абсолютна величина різниці двох чисел \х -  а| означає відстань 
між точками х  і а числової прямої як для випадку х  < а, так і х > а 
(рис. 40).

х < а
£
X

£
X

я —а
х > а

г
а

Рис. 40

А тому, наприклад, розв’язком нерівності \х -  а| < є , де є > 0, бу
дуть точки х  інтервалу (а -  є, а + є) (рис. 41), як і задовольняють 
нерівність а - є < л ; < а  + є .  Будь який інтервал, який містить точку 
а, називається околом точки а.

г
а -  є а

Рис. 41
д + є

Інтервал  ( а - є ,  а + є), тобто м нож ина точок х  т а к и х , що 
\х - а \ <  е, де є > 0 , називається г-околом точки а.

§ 3. Поняття ф ункції

Поняття функції є основним не тільки в математичному аналізі, 
де вона вивчається спеціально, а й у всій математиці в цілому.

Означення . Якщо кожному елементу х множини X  ( х е  X )  за 
деяким законом ставиться у відповідність певний елемент у 
множини У ( у є У ), тоді говорять, що на множині X  задано функцію
у = /(* )•

Змінну величину х  називають незалежною змінною або аргумен
том, у — залежною змінною, а літера f  позначає закон відповідності.
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Множина X  називається областю визначення функції, а множина 
У — областю значень функції.

Якщо множина X  спеціально не вказана, то під областю визначен
ня функції вважатимемо множину таких значень х, при яких функ
ція у = f(x) взагалі має зміст.

Наприклад, областю визначення функції у = х 2 + лІ5 -  х  є півінтер- 
ВаЛ (- оо; б], оскільки 5 -  х > 0.

Існує кілька способів задання функції. Найпоширеніші серед них 
такі.

1. Аналітичний спосіб, якщ о функцію задано формулою вигляду 
у = f  (jc). Так, функцію у = х 2 + V5 - х  задано аналітично.

Не слід плутати функцію з її аналітичним виразом. Наприклад, 
одна функція

{х 3, якщ о х  < 0, 
х  + 5, якщ о х  > 0,

має два аналітичних вирази: х 3 (при х  < 0 )  і х  + 5 (при х  > 0).
2. Табличний спосіб полягає в тому, що функція задається табли

цею, яка містить значення аргументу х  і відповідні значення функції 
f  (jc), наприклад таблиця синусів або косинусів.

3. Графічний спосіб полягає в зображенні графіка функції — 
множини точок (х, у )  площини, абсциси яких є значенням аргумен
ту х у а ординати — відповідні їм значення функції у = f(x). При 
цьому способі функціональна залежність зображується лінією, яку 
називають графіком функції.

Якщо рівняння, що зв’язує аргумент х  з функцією г/, не розв’язано 
відносно у у а задано у вигляді F( х 9 у) = 0, тоді змінну у називають 
неявною функцією х  (наприклад, Зх -  7у = 6).

Розглянемо основні властивості функцій.
1. Парність і непарність. Функція у = f(x) називається парною, 

якщ о для будь-яких значень х  із області визначення / ( - х) = f(x)f і 
непарною, якщ о / ( - х) = -f(x).  В іншому випадку функція у = /(х) 
називається функцією загального вигляду.

Наприклад, функція у  = х 2 є парною, оскільки / ( -  х)= (- x f  = х 2 
і / ( -  х)= f{x)y а функція у  = х 3 — непарною, оскільки / ( - * )  = 

= ( -* )3 = - * 3 і f ( - x ) = - f ( x ) .
Крім того, наприклад, функція у  = х 2 + х 3 є функцією загального 

ви гл яд у , ОСКІЛЬКИ f ( -  х) = (- x f  + (- x f  = х 2 -  х 3, / ( -  *) * f(x) і
f ( - x ) * - f ( x ) .
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Графік парної функції симетричний відносно осі ординат, а графік 

непарної функції симетричний відносно початку координат.
2. М онот онність . Ф ункція у = /(х) називається зростаючою 

(спадною) на проміжку X, якщо більшому значенню аргументу з цього 
проміжку відповідає більше (менше) значення функції.

Нехай х х, х2 є X  і х2 > х х. Тоді функція зростає на проміжку X, 
якщо f(x2) > f ( x l ), і спадає, якщо /(**)<  /(*і)-

Зростаючі і спадні функції називають монотонними. Так, функ
ція у = х 2 при х е  (-  оо, 0] спадає і при х  є [0, + ©о) зростає.

3. Обмеженість. Ф ункція /(х) називається обмеженою на про
міжку X, якщо існує таке додатне число М  > 0, що |/(*)| -  М  для 
будь-якого х  є X  . Наприклад, функція у = sin х  обмежена на всій 
числовій осі, оскільки |sinjc| < 1 для будь-якого X є X .

4. Періодичність. Ф ункція у = f(x) називається періодичною з 
періодом Т  * 0, якщ о для будь-яких х  із області визначення функції 
f(x + T)=f (x) .

Наприклад, функція у = sin х  має період Т  = 2 к , оскільки для 
будь-яких х  sin(jc + 2п) = sin х  . Найменше додатне число Т, що задо
вольняє цю рівність, називається періодом функції.

К ласиф ікація функцій. Елементарні функції. Ф ункція у аргу
менту х  називається неявною, якщо її задано рівнянням F(xy) = 0 , 
не вираженим відносно залежної змінної. Н априклад, функцію
у (г /^ о )  задано рівнянням х 4 + у 2 -  х = 0 . (Зауважимо, що таке

рівняння задає дві функції у = Vjc -  х 4, якщ о у > 0 , і у = -УІХ-Х* , 
якщо у < 0.)

Нехай у = f(x) є функцією від незалежної змінної х,  визначеної на 
проміжку X  з областю значень У. Поставимо у відповідність кожно
му у е Y  єдине значення х  є X  , при якому f(x)= у . Тоді функція 
х = ф(і/), визначена на проміжку У з областю значень X, називається 
оберненою.

Оскільки традиційно незалежну змінну позначають через х,  а 
функцію — через у, то функція, обернена до функції у = /(х), набуває 
вигляду у = (р(х) Наприклад, для функції у = а х оберненою буде 
функція х  = loga у у або (в звичайних позначеннях залежної і неза
лежної змінної) у = loga х.

Можна довести, що для будь-якої строго монотонної функції існує 
обернена. Графіки взаємно обернених функцій симетричні відносно 
бісектрис першого і третього координатних кутів.

Основні елементарні функції такі:
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1. Степенева функція вигляду у -  х п, де п — дійсне число.
2. Показникова функція вигляду у = ах , де а > 0, а Ф 1.
3. Логарифмічна функція у  = loga х  , де a > 0, а Ф 1.
4. Тригонометричні функції: у = sin х; у = cos х; у = tgx; у = ctgx.
5. Обернені тригонометричні функції: і/ = arcsin х; у = arccos х; 

у = arctgjc; у = arcctgx.
З а у в а ж е н н я .  Автор навмисне випускає з розгляду ці функції, 

оскільки основні елементарні функції та їх графіки детально вивча
ють у середній школі. Вони відіграють важливу роль в математич
ному аналізі, тому ці функції, їх області визначення та графіки треба 
добре знати.

Якщо змінна у залежить від другої змінної величини U, яка у 
свою чергу є функцією х, то у називають функцією від функції або 
складною функцією. Математично це можна записати так:

якщ о у = f{u), и  = <р(*), то у = /[ф(*)].
Кажуть: у — складна функція х, U — проміжний аргумент, х  — 

аргумент (незалежна змінна).
Наприклад, у  = cos3 х  , або у  = U3, де U = cos* .
Функції, побудовані з основних елементарних функцій з допомо

гою скінченного числа алгебраїчних дій і скінченного числа операцій 
утворення складної функції, називаються елементарними.

Наприклад, функція

У =
t f x  cos2 X 

л /л + 5 21 +
Vin3 X -  2

є елементарною, оскільки тут число операцій додавання, віднімання, 
множення, ділення й утворення складної функції (cos2 х,  52х, 1п 3 х 9

уіIn3 х  -  1) скінченне.
Елементарні функції розподіляються на алгебраїчні і неалгебраїчні 

(трансцендентні).
Алгебраїчною називається функція, в якій  над аргументом прово

диться скінченне число алгебраїчних дій. До алгебраїчних функцій 
належать:

— ціла раціональна функція (многочлен, або поліном)

у = а0х п +а1х п~1 + ... + ап_1х + ап;
— дробово-раціональна функція — відношення двох многочленів;
— ірраціональна функція — якщо в складі операцій над аргумен

том є здобуття кореня.
Будь-яка неалгебраїчна функція називається трансцендентною. 

До неалгебраїчних функцій належать: показникова, логарифмічна, 
тригонометрична, обернені тригонометричні.
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§ 4. Застосування функцій в економіці

Спектр використання функцій в економіці досить широкий. Най
частіше використовуються в економіці такі функції.

1. Функція корисності — залежність корисності, тобто результа
ту, ефекту деякої дії, від рівня (інтенсивності) цієї дії.

2. Виробнича функція — залежність результату виробничої діяль
ності від факторів, як і його зумовлюють.

3. Функція випуску (частковий вид виробничої функції) — за
лежність обсягу виробництва від наявності або споживання ресурсів.

4. Функція витрат  (частковий вид виробничої функції) — за
лежність витрат виробництва від обсягу продукції.

5. Функція попиту, споживання і пропозиції — залежність обся
гу попиту, споживання або пропозиції щодо окремих товарів або 
послуг від різних факторів (наприклад, ціни, доходу і т.д.).

Враховуючи, що економічні явища і процеси обумовлені впли
вом різних факторів, для їх дослідження широко використовують 
функції багатьох змінних.

Якщо впливом побічних факторів можна знехтувати або вдається 
зафіксувати ці фактори на певних рівнях, то залежність одного ос
новного фактора вивчається з допомогою функції одної змінної.

У -  Ах)

Зупинимося на одному важливому прикладі застосування функції 
в економіці — використання таблиць функцій , як і дають змогу 
провести різні розрахунки, виключити або спростити громіздкі об
числення.
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При обчисленні з допомогою таблиць доводиться стикатися із 
ситуацією, коли аргумент функції заданий з більшою точністю, ніж 
дозволяє таблиця. В такому випадку бажано вдатися до інтерпо
ляції — наближеного знаходження невідомих значень функцій за 
відомими її значеннями у заданих точках.

Найпростішим є лінійне інтерполювання, при якому допускаєть
ся, що приріст функції пропорційний приросту аргументу. Якщо 
задане значення х  лежить м іж  приведеними в таблиці значеннями 
х 0 і х 1 = х 0 + Н , яким відповідають значення функції у0 = /(*0) і

Уі = К х 0) + ^ ,  то вважають, що / (* ) »  / ( * 0 ) + *  * °  А/ (рис. 42).
к

Величини називаються інтерполяційними поправка
ми . Ці величини обчислюються за допомогою таблиці або наводять
ся в додатку до таблиці.

Якщо згідно із заданим значенням функції потрібно знайти на
ближене значення аргументу, то треба здійснити обернене інтерпо
лювання .

П риклад 1. Ф ункція у = f{x) задана таблицею.
* 2 2,04 2,08
У 2,42 2,88 3,38

1. Використовуючи лінійне інтерполювання, знайти /(2,008).
2. Чому дорівнює х , якщо f{x) = 3,1?
1. Маємо х 0 = 2; /(х0) = 2,42; х 1 = 2,04; /(л^) = 2,88; к = х 1 -  х 0 = 

= 2,04 -  2,0 = 0,04; А/ = /(х, ) -  /(х0) = 2,88 -  2,42 = 0,46.
Згідно з інтерполяційною формулою дістанемо

у = /(2,008) * 2,42 + 2,008 ~ 2,0 • 0,46 = 2,512.
У 4 '  0,04

2. Обернене інтерполювання можна здійснити за тією самою фор
мулою, але потрібно поміняти місцями змінні х  і у:

ф ( у ) =  ф ( у о ) +  У , У °  Л у >  п
де х  = ср(і/) — невідоме значення оберненої функції.

Маємо у0=2,88; <р(і/0) = 2,04; ух = 3,38; ср^,) = 2,08; Л = ух -  у0 =
= 3,38 -  2,88 = 0,50; Дер = <р(е/,) -  ср(«/0) = 2,08 -  2,04 = 0,04.

Згідно з інтерполяційною формулою дістанемо

X = ср(3,і) * 2,04 + 3,1 - 2,8 •0,04 = 2,0576 * 2,058.
0,5
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Точність знаходження невідомих значень з допомогою лінійного 

інтерполювання не завжди є достатньою, а тому використовують ще й 
інші методи інтерполювання, наприклад квадратичне інтерполювання.

Контрольні запитання і завдання

1. Сформулюйте означення функції одного аргументу. Що таке 
область визначення функції, область значень?

2. Які основні способи задання функції?
3. Яка функція називається зростаючою, спадною, монотонною, 

парною, непарною, періодичною? Наведіть приклади.
4. Побудуйте графіки основних елементарних функцій.
5. Що таке ціла раціональна функція (многочлен), раціональна 

функція, трансцендентна функція?
6. Як за графіком функції у = сов* побудувати графік функцій

у = cos Зле, у = cos — , у  = cosSx + 1? 
З

Приклади розв'язування задач

4.1. Знайти область визначення функцій:

а) f(x) = * ~ 3 ; б) f (x) = lnfl + в) /(де) = V I - 2 х  + 3 arcsin 3* 1 ;
4jc — 1 х - 1  2

г) у = yfx -  l g ( 2х -  3 ) .

а) Функція визначена, якщ о 4х -  1 * 0 , тобто якщ о х  * — .

D(f) =
1) f l  ї= -  00, — и —, + со

1 4] U  J
б) Функція визначена, якщо я - 1 * 0  і 1 + я > 0 ,  тобто якщ о 

х * 1 і х  > —1. Отже, об’єднуючи два інтервали, маємо Б \ї) =
= (-1 , 1)11(1, +°о).

в) Перший доданок дійсний при 1 -  2х > 0 , а другий — при 
Зх — 1

-  1 < — -—  < 1. Отже, потрібно розв’язати систему нерівностей

1 -  2х > 0,
Злг-1

>  - 1 .
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У результаті дістанемо: х  < ; х  <1; х  > -  .
Л о

Отже, областю визначення функції е відрізок
1
З

г) Область визначення функції знайдемо із системи нерівностей

Іх *°> . з  .
[ 2 х - 3 > 0 ,  звідси х > ~ ,  або * є

4.2. Знайти множину значень функцій:
a) f(x)= х 2 - 6 х + 5; б) f(x)  = 4 + 5 sin х.
а) Виділимо повний квадрат, дістанемо f(x)= х 2 -  6х + 9 -  4 = 

= (х -  З)2 -  4 . Перший доданок є невід’ємним, а тому функція набу
ває значення не менше -4 . Отже, множиною значень функції є про
міжок [-4 ; +°о).

б) |sin х\ < 1, або -1  < sin х  < 1. Помножимо нерівність на 5 і до
дам о до в с іх  ч асти н  ц іє ї  п о д в ій н о ї н е р ів н о с т і 4; м аєм о 
-5  < sin л с < 5 ; - 1 < 4  + 5 sin х  < 9.  Отже, множиною значень функції 
є проміжок [ - і ;  в].

4.3. З ’ясувати парність (непарність) функцій:
a) f(x) = х 2 %[х + 4 sin х; б) f(x)= 2х +2' х; в) f ( x ) = x 2 + 6х3.
а) Замінюючи х  на - х , одержимо
f ( -  х)= (- x j \ j ( - x )  + 4 s in (-  х)= - х 2\[х -  4 sin х  = - ( х2у[х + 4 sin л:), 

тобто / ( -  х)= -f{x).  Отже, функція непарна.
б) Маємо / ( -  х) -  2~х + = 2~х + 2х » тобто f (-  х)= f(x).  Отже,

/(х) парна.
в) М аєм о / ( -  х)  = (- x f  + б(- x f  = х 2 - 6 х 3. Т ак и м  ч и н ом ,

/ ( -  х) Ф f (x ) і / ( -  х)  = - f ( x ) . Отже, функція не є ні парною, ні не пар
ною.

4.4. Знайти основні періоди функцій:
a) f(x)  = cos 6л:; б) f(x) = sin 6л: + tg±x.

а) Оскільки основний період функції cos х  є 2 п , то для функції

/(* )=  cos 6 л : він дорівнює
2к к

тобто — . 
о

___ „ . 2  я к  к „
б) Тут перший доданок має період —  = —, а другий — —. Очевидно,

6 3 4
що основним періодом даної функції є найменше загальне кратне 

к . к
чисел — 1 — , тобто я.

З 4
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Задачі і вправи для самостійної роботи

4.5. Знайти область визначення функцій. 

2хі у — arccos-------.
1 + х 2

2. у = V4 -  х + 1
X

2х2 + З
3. у = ------ .

х - у і х 2 - 4

4. g = lg (3 x -l)+ 2 1 g (x  + l) .
4.6. Знайти множину значень функцій.

1. /(*) = V l 6 - x 2.

2. f ( x ) = - x 2 + 8 х - 1 3 .

4.7. З ’ясувати парність (непарність) функцій.

1. f ix)  = дг4 - З х 2 + х.

2. / ( x ) = x - c t g 3x.

3. /(х )= |х | + 2.
4.8. Знайти основні періоди функцій.
1. /(*:)= sin 5лсг.

2. /(x )= tg 3 x  + cos 4х.

Відповіді до глави 4

4.5.1. (- .о). 2. [- 2; 0)U (О; 2]. 3. (- оо; -  2]U [2; + ~).

4.6. 1. [-4; 4]. 2. (-<«; 3). 3. [-3; 3].
4.7. 1. Ні парна, ні непарна. 2. Непарна. 3. Парна.
, Л „ 2 п Л
4.8. 1. — . 2. тс.

5

+ оо . 
У
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Глава 5. Границя і неперервність

§ 1. П оняття границі послідовності

Збіжні послідовності. Поняття границі функції — одне з найваж
ливіш их у вищій математиці. Викладення теорії границь почнемо з 
розгляду границі функції натурального аргументу — послідовності.

Означення 1. Нехай кожному натуральному числу n e  N  постав
лено у відповідність деяке дійсне число хп. Тоді кажуть, що задана 
послідовність чисел х 19х 2, х 3, ..., х п, ... ,  або, коротко, послідов-
ність{хп}.

Отже, послідовністю називається функція f(n) = х п9 п є N 9 ви
значена на множині натуральних чисел. Числа х19х29х 39..., х п9... є 
членами (елементами) послідовності, хп— загальним її членом (еле
ментом), а п — номером члена.

Означення 2 . Послідовність {л:л} називається збіжною, якщо для 
будь-якого числа є > 0 можна знайти такий номери  = N(e), що при 
всіх п > N  виконується нерівність

\ х п - а \ < е .  (1)
Число а при цьому називається границею послідовності {*„}. Для 

позначення збіжності послідовності {хп} до числа а вживається запис:

lim хп = а, або х п —> а при п —»<».

Довільний інтервал вигляду (а -  є; а + є ) , де є > 0 , називається 
є-околом точки а. Якщо число а — границя послідовності {*„}, то 
для будь-якого є > 0 можна знайти такий н о м е р і  = ЛДє), що при 
п > N  усі члени послідовності потрапляють в є-окіл точки а, адже 
при вказаних п згідно з нерівністю (1) виконуються нерівності

а -  є < хп < а + є.
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Якщо послідовність {л:л}не збігається, то кажуть, що вона розбі
гається.

Теорема 1. Збіжна послідовність має тільки одну границю. 
Д о в е д е н н я .  Припустимо супротивне: нехай збіжна по

слідовність {хл} має принаймні дві різні границі а і Ь. Тоді для будь- 
якого є > 0 можна знайти такі номери і ЛГ2, що, по-перше, 
| х п -  а |< є при всіх п>  і, по-друге, | х п -  Ь |< є при всіх п > ЛГ2 .

| а —‘ Ь | г і
Покладемо є = — -—  , тоді при всіх п > тах(ЛГ1; ЛГ2} одночасно

виконуються нерівності

а < а - Ь х„- Ь \ < а - Ь \

звідки випливає, що

| а - Ь  | = |(*„ -Ь) + ( а - х п) \ < \ х п — &| + |лсд — а |  ̂— -  -  + ^а ^  =

= | а -  Ь |, тобто | а -  Ь |<| а -  Ь | .
Одержана суперечність доводить теорему.
Нескінченно м алі і нескінченно великі послідовності. Серед 

збіжних послідовностей виділимо один важливий клас.
Означення 3. Збіжна до нуля послідовність {л:л} називається 

нескінченно малою.
Роль, яку відіграють нескінченно малі в теорії границь, з ’ясовує 

така теорема.
Теорема 2. Д ля того щоби послідовність {хл} збігалася до числа 

а, необхідно й достатньо, щоб послідовність {сс„}= {хп -  а} була не
скінченно малою.

Д о в е д е н н я .  Необхідність. Нехай 1ітлсл = а. Тоді згідно з
п —*°°

означенням 2 для будь-якого є > 0 знайдеться такий номер N , що 
при всіх п> N  виконується нерівність

І хя -  а І = І (хя -  а) -  0 |< є.
А це й доводить, що {ал}= {хп -  а} — нескінченно мала.
Достатність. Нехай {ал}= {хп -  а} — нескінченно мала. Згідно 

з означенням 3 для будь-якого є > 0 знайдеться такий номер N , що 
при всіх п> N  виконується нерівність І <хп І < є , або | (хп -  а) -  0 | = 
= 1*. - а |< є .

Отже, за означенням 2 маємо lim хп = а.
п —*°°

Докладно вивчимо властивості нескінченно малих.
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Лема 1. Алгебраїчна сума двох нескінченно малцх є нескінченно 
малою.

Д о в е д е н н я .  Нехай {ал} і {р„} — нескінченно малі. Доведемо, 
що послідовність {ал ± Рл} нескінченно мала. Задамо будь-яке чис
ло є > 0. Оскільки {ал} і{р„} — нескінченно малі, то знайдуться такі
номери і N 2, що, по-перше, І а л | < — при всіх п > N x і, по-друге,

■ £ 2
І Р„ І < — при всіх п > N 2 .

Візьмемо N  = max {Nv N 2}. Тоді при всіх п > N  вказані вище не-
£

рівності виконуються одночасно, а тому | а л ± Р Л |<| схп | + 1 Рл |< — + 
є 2+ — = є.
2
Це й означає, що {ал ± Рл} — нескінченно мала.
Наслідок. Алгебраїчна сума будь-якого скінченного числа не

скінченно малих є нескінченно малою.
Лема 2. Добуток двох (або будь-якого скінченного числа) не

скінченно малих є нескінченно малою.
Пропонуємо читачеві довести цю лему самостійно.
Означення 4 . Послідовність {ял} називається обмеженою, якщо 

існує таке число К  > 0, що при всіх п є  N  виконується нерів- 
ністьІ х п \< К.

У противному випадку послідовність називається необмеженою. 
Лема 3. Добуток нескінченно малої на обмежену — нескінченно 

мала.
Д о в е д е н н я .  Нехай {ал} — нескінченно мала, а {хл} — 

обмежена послідовність. Доведемо, що послідовність {ал*л} нескінчен
но мала. Оскільки {гл} — обмежена, то існує таке число К  > 0, що 
при всіх п є  N  виконується нерівність І лсгл І < К  . Оскільки {ал} —
нескінченно мала, то для будь-якого є > 0 знайдеться такий номер £
N, що І а л І < — при всіх п > N  . Проте тоді при таких п 

К

І«„ •* , 1=1 а» II*. \ < К ~  = г.

Це й означає, що fanxn} — нескінченно мала.
Наслідок. Добуток нескінченно малої на стале число — нескінчен

но мала.
Іноді зручно використовувати поняття нескінченно великої по

слідовності.
Означення 5. Послідовність {хл} називається нескінченно ве

ликою , якщо для будь-якого числа Е > 0 можна знайти такий но
мер N, що при всіх п > N  виконується нерівність\хп | > Е.
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Позначення: lim х п = ©о , або хп —> <» при п —> °о.

П-*оо

Якщо починаючи з деякого номера N  члени послідовності {л:л} 
набувають тільки додатних (від’ємних) значень, то
lim хп = +<»(1іт х п = -оо), або хп ->+ооПри п-+оо(хп -> -ооприл -> «>).

Встановимо зв’язок між нескінченно малими й нескінченно ве
ликими.

Теорема 3. Для того щоб {ал} (ал Ф 0)була нескінченно малою,

Границя і неперервність____________________________________

Шнеобхідно й достатньо, щоб | а  ґ була нескінченно великою.

Д о в е д е н н я .  Необхідність. Нехай {ал} — нескінченно мала. 
Візьмемо будь-яке є > 0 і знайдемо такий номер ЛГ, щоб при всіх 
п> N  виконувалася нерівність | а п |< є .

Позначимо — = Е, тоді при вказаних вище п виконується нерів-
є

ність 1> -  
є

= Е,

звідки й випливає, що
1

— нескінченно велика.

Достатність. Нехай нескінченно велика. Для будь-якого

є > 0 існує такий номер N, що при всіх п > N  виконується нерів

ність > 1
є

Тоді для послідовності \ап} при вказаних вище п маємо | а п | < є , 
тобто а п —> 0 для п —> і {ал} — нескінченно мала.

Приклад 1. Використовуючи визначення границі, довести, що

lim-
л + 1

= 1.

Виберемо будь-яке число є > 0. Оскільки | хп - 1  І = | ------ - 1  І -
 ̂ 71 + 1

----- 7  , то для знаходження значень ті, які задовольняють нерівність
71 + 1 1

\хп - 1  І < є , достатньо розв’язати нерівність
71 + 1

< є , звідки отри-
1 - є  л  тт . " т х  1 - емаємо ті > ------ . Отже, за N  можна взяти цілу частину числа -------

є є
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тобто N  =
1 - є . Тоді нерівність І х п -  1 1< є виконуватиметься для

всіх  тг> N. О скільки  є — будь-яке число, то доведено, що

lim — = 1. Згідно з означенням, а в даному прикладі дорівнює 1.
1 - 0,01"

0,01
= 99 і при п > N  = 99

ті +1
Якщо, наприклад, є = 0,01, тоді N  =

маємо | х п - 1 1 < 0,01. Зауваж и м о , що, наприклад , при п < М  
(ті = 97, п = 98) нерівність | х п - 1 1 < є = 0,01 не виконується.

Дійсно, нехай п = 98. Тоді

1*98-11=
98
99 99

JL_ _1_ 
99 > 100

А якщ о взяти, наприклад, ті = 100, тобто п > 99, то

I *100 — 1 1=
100 1
101 1 101

1 1<
101 100

Отже, нерівність \ х п - і \ <  0,01 виконується лише для номерів п, 
більших за 99.

Якщо, наприклад, є = 0,0001, тоді значення номера іУзбільшить-

ся. Дійсно, N  =

І дсл - 1  І < 0,0001

1 -  0,0001 = 9999 , і при п> N  = 9999 одержимо
0,0001

Приклад 2. Використовуючи означення, довести, що послідовність

Ш
— > є нескінченно малою.

і і_ і 1 іВізьмемо будь-яке число є. З нерівності І 1-І — І < є дістанемоТІ

п > - .  Якщо взяти N  = 
є

, то для всіх п > N  буде виконуватися

І а»

N  =

1 4< є . (Якщо є = — , одержимо N  = [10] = 10, при є = —  маємо
15І ^  ^= 3 і т.д.) Отже, згідно з означенням послідовність

нескінченно мала.
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§ 2. Основні властивості збіжних послідовностей

Теорема 1. Збіжна послідовність обмежена.
Д о в е д е н н я .  Нехай lim х п = а. Покладаючи в означенні 2 (§ 1)

п —
є = 1, знайдемо такий номер N, що при всіх п > N  виконується 
нерівність І хп -  а |< 1. Звідки при вказаних п

\х п 1=1 (хп -  а) + а |<| хп -  а | + | а \ < І+ | а \ .

Візьмемо К  = шах{1+ | а |,| x t |,| х2 |, . . . , | x N |}. Тоді, очевидно, що 
І хп |< К  при всіх п є  N, тобто збіжна послідовність {хп} дійсно об
межена.

На практиці при знаходженні границь числових послідовностей 
часто використовується така теорема про арифметичні дії над гра
ницями.

Теорема 2. Нехай послідовності {дгл} і {уп) — збіжні, при цьому

lim х п = а, lim уп = b. Тоді збіжні й послідовності {хп ± У п}, {хп • У п},
п —> ОО П —»оо

іс х п}, де с — стала, 
чому:

1) lim (хп ± у п) = а ± Ь ;
п —

У п
— }■ — остання при уп Ф 0 ,п  є N,b * 0 ,  при-

2) lim (хп ■ уп) = а ■ Ь;
П —*»о

3) lim (с • х п) = с • а;
п —> 00

4) 1 іщ Ь . = £ .
Уп Ь

Д о в е д е н н я .  1. Оскільки а і Ь — границі послідовностей {хп}
1 {уп} 9 то за теоремою 2 (§ 1) маємо

хп =а + а ,, уп = ft + ß„,

де {ал} і {ßn} — нескінченно малі.
Додаючи ці рівності, дістанемо

х п ±Уп -  o ± b  + (an ±ß„).

За лемою 1 (§ 1) {ал ± ßn} — нескінченно мала, а тому за теоремою
2 (§ 1) послідовність {хп ± у п) збігається до а ± Ь , так що існує 
l im (хп ± у п) = а ±Ь.
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2. Як і в попередньому пункті, х п = а + а п9уп =/fc + ßn. Далі маємо

• Уп = аЬ + а„ • ь + ß„ • а  + а„ • ß„.
За лемами 1—3 (§ 1) та їх наслідками {ссл b + ßn а + а л ßn} — 

нескінченно мала, а тому за теоремою 2 (§ 1) послідовність{хп уп} 
збігається до а • Ь9 так що існує

lim (хп уп) = а-Ь.
п —»<»

3. Наслідок. Якщо послідовність {хп} збіжна, причому lim х п = а
п —> 00

і с — стала, то збіжна й послідовність fexn}9 причому lim (с • х п) =
л —><»

= с • а, тобто сталий множник можна виносити за знак границі. 
Властивість четверту рекомендуємо довести самостійно.
Теорема 3 (про три послідовності). Нехай задано послідовності 

{дгл}, {Уп)> {2п)> пРи цьому для всіх n e  N  виконуються нерівності
х п ^ У п ^  *п-

Тоді, якщ о послідовності {гп} і {хп} збіжні до однієї і тієї самої 
границі, то і послідовність {уп} також збіжна, причому

1ітдсл = lim у п = lim zn.
П  —> 00 Л -> о в  П-*оо

Д о в е д е н н я .  Нехай 1ітдсл = 1 іт г л = а. Тоді для довільного
П -*оо Л —

є > 0 можна знайти такі номери N x і N 2, що | х п -  а |< є при всіх 
п > N x; \ гп -  а |< є при всіх п > N 2.

Припустимо, що N  = maxliVj; iV2}. Тоді при п> N  виконано од
ночасно обидві нерівності і, зокрема, при вказаних п

а -  є < хп9 гп < а + є.

Однак тоді з умов теореми виконуються нерівності 

a - e < x n ^У п ^*п <а + г
при всіх п > N  , тобто

при всіх п > N  9 а отже,
І уп ~ а І<є

Ііш Уп = а,
що й потрібно довести.

Теорема 4 (про перехід до границі у нерівностях). Нехай задано 
збіжні послідовності {дгл},{і/п}; при цьому для всіх п е  N  викону
ються нерівності х п < уп. Тоді і

Ііт  дсл < 1 ітул.



Д о в е д е н н я .  Нехай lim х п = а, lim уп =Ь . Припустимо супро-
Л->оо П--> 00

тивне: а > 6. Візьмемо є = ——- ,  тоді можна знайти такі номери N x
і і CL — Ь і і а b

і N 2 , що \ х п -  а \< —-— при всіх п> N x і | уп -  Ь |< —-— при всіх 

п > N 2.
Припустимо, що N  = т а x{N19N 2}. Тоді при п > N  виконуються 

обидві нерівності і, зокрема, при вказаних п
а - Ь  а + ЬУ s  л ------------------------—  ---------------------•
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Уп<Ь +
а -  Ь 

2
а + b 

2

Отже, при п > N  маємо уп < °  + -  < х п9 тобто уп < х п. Одержана
2

суперечність доводить теорему.
Зауважимо, що у випадку виконання для членів збіжних послідов

ностей {дел} і {уп} при всіх п е  N  строгої нерівності х п < уп після пе
реходу до границі строга нерівність, взагалі кажучи, не зберігається.

Наприклад, х п = — , уп = + —. При всіх п е  N , очевидно, х < у п9 п п
але

lim дел = lim z/n = 0.
П — Л —> »

Змінна х п9 чи послідовність х19 х29 де3, ...» зветься зростаючою, 
якщо

Якщо
<

* 1  ^ Х 2 ^ Х 3 < - < Х п ^  Х п + 1

то ця послідовність неспадна. Зм інна х п9 чи послідовність 
х19 х 2 > х з> •••» спадна, якщо

*1  > * 2  > * 3  >  —  > * »  >  * л+1  > — ;

якщо

де, >  ДЄ« >  ДЄо > . . .  >  де >  де . > . . . .

то змінна дел зветься незростаючою.
Всі ці чотири типи змінних, для яких характерним є змінювання 

в одному напрямку при зростанні п9 називають монотонними.

7 Васильченко І. П.
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Теорема 5. Будь-яка монотонна обмежена змінна має границю. 
Дамо геометричне пояснення цієї теореми (строге доведення ви

ходить за межі цього підручника).
Нехай маємо, наприклад, неспадну обмежену послідовність

X. < х п < X* < ... < X < X , < ....■*1 — 2 — 3 —••• — «*,! — «̂ л+І — •••»
причому І хп І < М  для всіх п. Візьмемо числову вісь і нанесемо на 
неї члени даної послідовності та число М. Зі збільшенням номера п 
точка, що зображує відповідний член послідовності х п, пересувати
меться тільки вправо, але вона не може опинитися правіше точки М, 
бо послідовність обмежена. Теорема й твердить, що послідовність має 
границю (яка не перевищує М). Так само можна пояснити й інші 
випадки монотонних змінних (спадної, незростаючої).

П риклад 1. Послідовність х х = 0,7, х 2 = 0,77, х3 = 0,777, ... , хп = 
= 0,77...7... є монотонно зростаючою, бо х п < х п+1 . Крім того, очевид
но, що вона обмежена, тому що кожний її член більший за нуль, але

менший за % .

7 7
= _7_ + Л [_ + , 7 10 ю ”*1 7 7

10 ю 2 10л 9 9 • 10л
10

яке б не було п. Отже, послідовність має границю; її легко знайти:

7 7І і т  х п = І і т  І ----------------
10 9 10л

7
9 ’

Приклад 2. П о с л і д о в н і с т ь  х 1 == 2 ,  х 2 = % , х3 = % , ..., хп = ~ ~  > •••
монотонно спадна, бо > дсл+1, і обмежена (1 < х п < 2  для будь-яко
го п). Отже, вона має границю. Просте обчислення дає

І і т  П + * = І і т
п

= 1.
п V
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§ 3. Поняття границі ф ункції

Означення границі функції. Нехай функція у = f(x)  визначена 
на деякій підмножині X  множини дійсних чисел R  і х 0 — гранична 
точка множини X. Нагадаємо, що у будь-якому є-околі (х0 -  є; х0 + є) 
граничної точки х0 міститься нескінченне число точок множини X, 
проте сама точка дс0може й не належати X .

Означення 1 (Гейне). Число А  називається границею функції f(x) 
при х х 0 (або в точці х 0) 9 якщо для довільної послідовності 
{хп} с  X, х п * х 0 (п є N )9 збіжної до х09 відповідна послідовність зна
чень функції {/’(^л)} збіжна до А.

Якщ о число А  — границя ф ункц ії у точці х0 , то пиш уть

lim f(x) = Ay або f(x) -> А, при х -> х 0 .
Х -> Х 0

Нехай функція fix)  має границю lim f(x) = А, тоді вона, очевид-
х-*х0

но, єдина. Це випливає з того, що збіжна послідовність {/(дгп)} може 
мати лише одну границю (§ 1).

Означення 2 (Коші). Число А  називається границею функції f(x) 
при х  —> х0 (або в точці х0 ) 9 якщо для будь-якого є > 0 можна знай
ти таке число 8 = 8(є) > 0 , що при всіх х е  X , які задовольняють 
нерівність

0 < І х -  х0 І < 5,
виконується нерівність

1 f(x) - А  І < £.
Означення границі функції у точці за Гейне і за Коші еквіва

лентні.
Зазначимо геометричний зміст означення 2, скориставшись графі

ком функції у = f(x) (рис. 43). Який би малий є-окіл точки А  не 
взяти, має існувати такий 8-окіл точки х 0, що коли х  змінюється між 
х0 -  8 і х0 + 8 , графік функції у = f(x) знаходиться у смузі ш ири
ною 2 є між прямими у = А -  є і у = А + є . Підкреслимо, що в точці 
Х 0  функція у = f(x) може набувати значення, яке не дорівнює А, або 
навіть бути невизначеною. Тому в означенні 2 йдеться саме про 
нерівність 0 < І х -  х 0 І < 8.

Односторонні границі. При дослідженні функції корисними є по
няття односторонніх границь.

Означення 3 (Гейне). Число А  називається правою (лівою) гра
ницею функції f ( x )  у точці x Q9 якщо для довільної послідовності 
{* }сХ, х > х п (х  < х л9 n e N ), збіжної до х п9 відповідна послідовність 
значень функції {f(xn)} збіжна до А. При цьому вживають відповід
но позначення
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lim f(x) = А  lim f(x) = А  ,
х-+х0+0 1 J

або
f(xo + 0) = A (f(x0 “  0) “  A).

В о к р ем о м у  в и п а д к у , кол и  x Q= 0 , п и ш у ть  lim f(x) = Аx->+0
lim f(x) = A  ].

V "  J
Означення 4 (Коші). Число А  називається правою (лівою) гра

ницею функції f(x) у точці х 0, якщо для будь-якого є > 0 знайдеть
ся таке число 6 = 5(є) > 0 , що при всіх х , які задовольняють нерівності

0 < х -  х0 < 6 (О < х 0 -  х  < б), 
виконується нерівність

I f(x) - А  І < є.
Означення 3 і 4, звичайно, еквівалентні.
З в ’язок між односторонніми границями і границею функції вста

новлює така теорема.
Теорема. Функція f ( x )  має границю в точці х0 тоді й тільки 

тоді, коли існують їі права і ліва границі в цій точці, які збігаються 
між собою, при цьому

lim f(x) = f(х 0 -  0) = f(x 0 + 0).
х - * х 0

Границя функції на нескінченності і нескінченні границі. Не
хай функція f(x) визначена при х > х0 (х < х0).
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Означення 5 . Число А  називається границею функції f ( x )  при 
Х-Ї+00 (х—>“°°)» якщо для будь-якого є > 0 можна знайти таке А> 0, що 
при всіх х, які задовольняють нерівності х > х0, х > А (х < х0, х  < -  А), 
виконується нерівність

I f ( x ) - A  |<  є.
При цьому вживають відповідні позначення

lim f(x ) = А  ( lim fix)  = А),
X —>+оо X—»-«>

або
f(x)—>A, х-Н-°° (/(х)-»А, х->-оо).

У разі, якщо існують границі функції fix) як при х —>+°о, так і при 
х—>—°°» причому lim fix) = lim f(x)=A, то вживають позначення

X >+о° X—>—
lim f{x) -- А , або /(х)-»А, х —>°°.
Х-*°°

Вище малося на увазі, що А — певне число. Іноді зручно розгля
дати нескінченні границі функції.

Означення 6. Кажуть, що функція f(x) має своєю границею +«> 
( - о ° )  при * - > * 0 (або в точці х 0), якщо для будь-якого Е >  0  можна 
знайти таке число 6 > 0, що при всіх х, які задовольняють не
рівності 0 < \х -х0\ < 8, виконується нерівність f(x) > Е  (f(x ) < -Е). 

При цьому вживають відповідно позначення
lim f(x ) = +оо (lim  f(x) = -oo),
x - > x 0 x - * x 0

або
f(x)—>+°° при *->*0 (/(*)->-«>,

Аналогічно тому, як це зроблено вище, нескладно визначити та
кож односторонні нескінченні границі

lim f(x) = ±о°; iim f(x ) = ±оо.
х  - » х 0 +  0  х - > х 0 - 0

Приклад 1. Використовуючи означення, довести, що lim (3* -  2) = 1.х —> 1
Візьмемо будь-яке число є > 0. Задача полягає в тому, щоб по 

Цьому є знайти таке 8> 0, при якому з нерівності \х -  1| < 8 виплива
ла б нерівність If(x)  -  1| = 1(3* -  2) -  1| < є. Перетворюючи останню

£
нерівність, дістанемо |3 (*  -  1)| < є, або \х -  1| < — .

о

Отже, якщо взяти 8 < —, то для всіх *, які задовольняють нерівність 
\х -  1| < 8, виконується нерівність \ f ( x )  -  1| < є. Це й означає, що 
Hm (3* -  2) = 1.
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Якщо, наприклад, є = 1, то8< —, якщо є = —, то&< —, якщо є = 0,01,
о  2 о

то 8 < 0,003 і т.д.; отже, 8 залежить від є. Тому в означенні границі 
іноді пишуть 8 = 8(є).

§ 4. Властивості границь

Теорема. Нехай функції f(x) і g(x) мають границі в точці х0: 
lim f(x) = А  lim g(x) = В.
х - * * о  Х -> Х 0

Тоді функції f(x) ± g(x), f(x)-g(x)y 
границі в точці х 0, причому:

f(x)
-  —- (при В * 0 )  також мають 
g(x)

1) lim  [f(x) ± g(x)] = А  ± В;
х - * х 0

2) lim [f(x) • g(x)] = А  - В;
Х -* Х 0

3) lim Ш  = ±  
х~*х° g(x) В

Д о в е д е н н я .  Нехай {хп}аХ 9 хп= x 0(xeN ) — довільна по
слідовність, збіжна до х 0. За означенням 1 (§ 3), збіжними є послідов
ності Мд^)}, {#(*„)}, причому їхні границі — відповідно А і В . Однак

І /(*„)!
тоді за теоремою 2 (§ 2) послідовності {/(*„) ± £(*,)}, {/хп]) • £ х п)}9 Л

А
(при В * 0) мають границі, що дорівнюють відповідно А  ± В 9А - В 9 — .В
Згідно з означенням 1 (§ 3)

lim [/(*) ±  = А ±  В; lim [/(*) • g(x)] = А  • В;
х - * х 0 Х -> Х 0

Наслідок 1. Для довільного числа С
lim [С f(x)] = С lim f(x).
х - * х 0 х  >дс0

Наслідок 2. Для довільного m £ N

ц т Ш  = ± .
I^ 1« g(x) В

lim [/(x)]m = [ lim f{x)\m.
x  >x0 X -> X 0

Отже, якщ о говорити про границю функції від довільної змінної, 
то оскільки для змінних, залежних від номера (показника) п теоре
ми доведені, вони справедливі і для функції в загальному випадку. 
Зауважимо, що приведені властивості повністю зберігаються у ви
падку односторонніх границь і границь функції на нескінченності.
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§ 5. Перша і друга важливі границі

Перша важ лива границя. Доведемо, що lim sin д;
= 1.

Зазначимо спочатку, що функція sin* визначена при всіх * * 0 .

Припустимо, що хе 0; — |. Доведемо, що при таких * виконуються 
2

нерівності sin * < * < tg  *.
Розглянемо коло одиничного радіуса з центром в точці О (рис. 44) 

і побудуємо рівні кути АОВ і ВОС з радіанною мірою *. Нехай ЕА 
і ЕС — дотичні до цього кола. Очевидно, що хорда АС, яка стягує 
дугу кола АС, менша за цю дугу, котра у свою чергу менша за довжи
ну ламаної ЕА + ЕС. АС = 2 sin *, ЕА  + ЕС=2 tg  *, а довжина дуги 
АС = 2*, тобто sin * < * < tg  *.

кг
Беручи до уваги, що при хе

1 < - т

°; і
sin * > 0 і tg  * > 0, маємо 

1
s in * cos*

або

звідки

sin *
C O S  *  <  ---------------- <

Л „ sin *0 < 1 - -------< 1 -  cos *.

X X  X X
Оскільки 1 -  cos * = 2 sin2 — < —  (тут використано, що sin — < —),

\ 2 2 ^ ^ кґ
То при хе

* 2
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Л  ̂ віп х х
0 < 1---------< — .х  2

Зазначимо, що обидві частини цієї нерівності не змінюються, якщо

замінити х  на -х .  Тому вона виконується не тільки при хе
* ї

у а

sin X = 0, тобто

й при хе  І -  —: 0 1, тобто при всіх хе  — —; — , х Ф 0.
І 2 J І 2 у

Отже, можна зробити висновок, що lim 1 -
х ->0

sin x  .l im -------= 1. mх—»0 X
Друга важ лива границя. У вищій математиці зустрічається введе

не ще в XVII ст. число, яке позначається літерою е. Число це можна
і

визначити як границю функції f(x) = (і + х)х при прямуванні х  до нуля:

е = lim(l + х )х.х-»0 ' (2)

Вважається, що х Ф 0 і х  * - 1 ,  оскільки функція не визначена при 
цих аргументах; факт існування цієї границі приймемо без доведення.

Якщо в рівності взяти х -  —, а потім повернутися до поперед-
.. У.нього позначення незалежної змінної, то дістанемо

е = lim І 1 + ~
V

(3)

Якщ о функція 1 + —
X

\ х
розглядається тільки на множині нату. 

ральних чисел, то з формули (3) випливає, що

е = lim
лп

1 +  -  
п

(4)

Стале число е ірраціональне і приблизно дорівнює 2,71828... 
Якщо число е беруть за основу логарифмів, тоді їх називають нату

ральними. Натуральний логарифм х  позначається символом 1п х. 
Встановимо зв’язок між натуральними і десятковими логарифмами. 
Для цього, логарифмуючи за основою е тотожність х  = а 1°*ах , одер
жимо рівність 1п х  = 1п а • 1оgax. При х = е ця рівність приводить до

(51
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При а = 10 та сама рівність дає 1п х  = ІпІО-^л: і 1  ̂х  = М  1п х, де

1М=
ІпІО

= 1ё е. (6)

Формула (6) зв’язує натуральні і десяткові логарифми і показує, що 
ці логарифми прямо пропорційні один одному. Число М  називається 
модулем переходу від натуральних логарифмів до десяткових:

М  = = 0,43429, —  = 1п 10 -  2,30258.
м

Наприклад, 1п2 = — ^2=2,30258-0,30103 «0 ,69315.М
До числа е приводять розв’язки багатьох прикладних задач. При

ведемо одну з них, яка зустрічається в економіці.
Задача про неперервне нарахування процентів. На яку величи

ну зросте капітал К0 через п років при р % річних, якщ о нарахуван
ня процентів здійснюють декурсивним методом: процентний платіж 
нараховується і додається до капіталу в кінці кожного розрахунко
вого періоду. Декурсивне нарахування проценту найбільш пошире
не в світовій практиці.

Очевидно, що при р % річних розмір вкладу щорічно збільшува

тиметься в 1 +  -
100

разів, тобто наприкінці п-го року

К т = К Г
\п

1 +
100

Отже, капітал К0 при річному нарахуванні складних процентів 
згідно зі ставкою р % через п років зросте до величини К п.

р
Тут — процентна ставка, виражена в десяткових дробах;

1 +  -
100

— складний декурсивний коефіцієнт.

Якщо нараховують проценти не один раз на рік, а т раз при тому
1

самому щорічному прирості р % , процент нарахування за — настилі

ну року становитиме — % , а розмір вкладу за п років при тп нара- 
т

куваннях

К та= К  о
Л

1 + -
1 0 0 т (7)
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Покладемо, що проценти нараховуються кожні півроку (т = 2), 
кожний квартал (т = 4), щомісячно (т = 12), кожний день (т = 365), 
кожний час ( т  = 8760) і т.д. неперервно (т  -> °о).

Якщо число розрахункових періодів прямує до нескінченності, то 
можна стверджувати, що період розрахунку прямує до нуля.

Знайдемо границю величини Ктп при тп «> (п  — число років, 
т — число розрахункових періодів у році):

К т„ = Кп І і т  1 +
\т п

100 • т
= К0 І і т

чт
1 +

1 0 0 т У

= К0 І і т 1 +

100т

Р  }  Р

100 т

- і - . ,юо Рп
= К0е100, (8)

Отже, ми вивели формулу для кінцевої величини капіталу при 
неперервному нарахуванні складних процентів. Вона є неперервною 
функцією і дає змогу обчислити величину капіталу в будь-якій пе
ріод часу.

Приведемо таблицю розмірів вкладів Ктп (якщо К0 = 1 — грошова 
одиниця, р = 5 % , п = 20 років) згідно з формулою складних про
центів (7) і формулою неперервного нарахування процентів (8):

Формула складних процентів (7) Формула 
неперервного 
нарахування 
процентів (8)т  = 1 т  = 2 т  =  4 т  = 12 т  = 365

Розмір 
вкладу, 
гр. од.

2 ,6 3 3 5 2 ,6851 2 ,7 0 1 5 2 ,7 1 2 6 2 ,7181 2 ,7 1 8 2

Різниця між щорічним (т = 1) і неперервним нарахуванням 
незначна (близько 2,5 %).

З а у в а ж е н н я .  В реальних фінансово-кредитних операціях 
неперервне перерахування процентів застосовується рідко. Воно є 
досить ефективним при аналізі складних фінансових проблем, на
приклад при обгрунтуванні і виборі інвестиційних рішень.
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§ 6. Нескінченно малі і нескінченно великі ф ункції

Означення 1. Функція f(x) називається нескінченно малою при 
х->хп (або в точці хп), якщо lim f(x ) = 0.

ü и х - > х 0

Нескінченно малу в точці функцію часто називають просто не
скінченно малою.

Означення 2. Функція f(x) називається нескінченно великою при 
х->х0 (або в точці х0), якщо lim f(x ) = <».

х - + х 0

Нескінченно велику в точці функцію часто називають просто не
скінченно великою.

Властивості нескінченно малих та нескінченно великих, що вико
нуються для будь-яких послідовностей (див. § 1), справедливі і для 
функцій загального випадку, при доведенні яких повторюється проце
дура, аналогічна тій, якою скористалися при доведенні теореми § 4. 
Пропонуємо зробити це самостійно.

Зазначимо нарешті, що означення 1 і 2 мають місце, звичайно, і 
для випадків x-*xQ± 0, а;—>±<>о, je—*».

При дослідженні функцій часто доводиться мати справу не з 
однією, а з кількома нескінченно малими функціями в даній точці. 
Для їх порівняння вивчають частку цих функцій. Детально зупини
мося на правилах порівняння нескінченно малих.

Означення 3. Нехай функції а(л;) і ß(jt) нескінченно малі в точці х0. 
Тоді

oc(jc)1) якщо lim ——  = А Ф 0 (Аєі?), то а(лг) і ß(jt) називаються не-
ß(jt)

скінченно малими одного порядку при х-*х0;

2) якщо lim = 1 1 то а(х) і ß(jt) називаються еквівалентни-
х~*х0 ß(x)

ми нескінченно малими при х->х0; записується: a(jt) ~ ß(jt), je—>х0.

3) якщо lim = 0 , то а(х) називається нескінченно малою
х~*х0 ß(x)

вищого порядку порівняно з ß(jt) при х-*х0. Цей факт записується 
так: а  = o(ß).

Словом, o(ß) є загальним позначенням для нескінченно малої 
вищого порядку, ніж ß.

Наприклад, можна писати: 1 -  cos х  = о(дсг), tg х -  sin х  = о(х) і т.д.
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§ 7. Неперервність ф ункції

З поняттям границі функції тісно пов’язане друге важливе понят
тя — неперервність функції. Це поняття функції математично відоб
ражає характерну рису багатьох явищ, які ми щоденно спостерігаємо 
в природі і говоримо про них, що вони відбуваються неперервно: не
перервність течії рідини, неперервність зміни температури, непе
рервність зростання живої істоти, неперервність плину часу і т.д.

Геометричне зображення функції у вигляді її графіка допомагає 
нам до певної міри скласти собі уявлення про цю властивість. Якщо 
графік функції неперервний (суцільна лінія), тобто його можна на
креслити, не відриваючи олівця від паперу, то й функція f(x) є непе
рервною.

Так, функція у = х2, графіком якої є парабола, неперервна, а функ

ція у = — на будь-якому проміжку, що містить точку х  = 0, не є непе-
je

рервною — графік її розривається в точці х  = 0.
Переходячи до строгого означення поняття неперервності функції, 

нагадаємо, що в означенні границі функції при х  -> х 0 було байдуже, 
визначена f(x) у точці х = х0 чи ні. Проте якраз цей випадок, коли функ
ція визначена в точці х = х0 і lim f(x) = f(x0), є особливо важливим.

О значення. Функція f(x) називається неперервною в точці х 0 
(чи при х  = х0)9 якщо для будь-якої послідовності

Х\9 х2> ”•* Хп’ •”*
збіжної до х0, відповідна послідовність

Л*,), Л*2) , .... Кхп),...
значень функції збігається до f(xQ).

Коротко це записується так:
lim f{x) = f(x0). (9)
х - > х 0

Неперервність функції f(x) у точці х  = х 0 означають ще й так.
Функція неперервна в точці х = х0, якщо при будь-якому є > 0 

можна вказати таке 5 > 0, що нерівність \х -  jcJ < 5 тягне за собою 
нерівність I f(x) -  f(xQ)\ < є-

Отже, для неперервності функції в точці х  = х 0 необхідне виконан
ня трьох умов:

1) визначення функції у точці х = х 0та в деякому околі цієї точки;
2) існування границі функції у цій точці;
3) рівність цієї границі значенню функції у точці х0.
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Якщо не виконується хоча б одна з умов, точка х  = х0 зветься точ

кою розриву функцїі.
Сформульоване означення неперервності функції випливає з по

няття границі функції. Можна дати інше означення неперервності 
функції, еквівалентне попередньому, але засноване на понятті не
скінченно малої величини. Щоб його сформулювати, потрібно ввес
ти деякі нові поняття.

Якщо змінна х  набуває спочатку значення х 0 (це початкова вели
чина), а потім значення х 1 (це нова величина х)9 то різницю х х -  х0 
позначають символом Ах (читається “дельта ікс”) і звуть прирос
том змінної х.

Припустимо, що у — деяка функція від х:

У = Кх).
Надаючи приріст Ах аргументові х, дістанемо відповідний приріст 

Ду функції:

Ау = УгУо= Л*,) “  Я*0).
або

А у = f(x0 + Ах) -  f(x0). (10)

Отже, приріст функції — це різниця між новою та початковою 
величиною функції.

Приріст аргументу чи функції може бути і додатним, і від’ємним. 
Нехай, наприклад, у = х2 і початкова величина аргументу х0 = 5, а нова 
— х г = 8. Тоді приріст аргументу буде Ал: = 8 -  5 = 3, а приріст функції 
Аг/ = 64 -  25 = 39. Якщо х0 = 5, а х х = 3, то приріст х  буде: Ах = 3 -  5 = 
= -2 , а приріст функції Ау = 9 -  25 = -16 .

Повернемося тепер до рівності (9), що визначає неперервність 
функції у точці х0. Якщо взяти х -  х 0 = Ах9 х  = x Q + Axt то рівність (9) 
запишеться

lim f(x0 + Д х )  = Л*0)>Дл: —>0 и и
бо якщо х  ->  х 0, то Ах — >  0 .  Останню рівність можна подати у вигляді 

lim [Дх0+Дл;) -  f(x0)] = 0.
Дх-»0

Вираз у квадратних дужках є прирістом функції Аг/, отже 

lim Ду = lim  [Лх +Д*)-/(ж0)] = 0,
Ах—>0 Д е—>00 и и

і маємо в іншій формі означення неперервності функції.
Функція f(x) називається неперервною в точці х  = jc0, якщо в цій 

точці нескінченно малому приросту аргументу Ах відповідає не
скінченно малий приріст функції Ау.
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Функція, неперервна в кожній точці проміжку (а, &), називається 
неперервною на цьому проміжку.

Зауважимо, нарешті, що рівність (9), яка виражає неперервність 
функції в точці, можна переписати ще й так:

бо х 0 = lim jc . Тобто якщо функція неперервна, то знак границі і знак
функції можна переставляти.

Розглянемо тепер кілька прикладів.
П риклад 1. у = х. Тут приріст функції А у дорівнює приросту ар

гументу Ах. Неперервність очевидна.
П риклад  2. Дослідити на неперервність функцію у = х 2. Нехай 

х  = х0 — якась початкова величина х. Надаючи аргументу х0 приріст 
Ах, дістанемо

у0 + Ау = (х0 + Ах)2 = х 2 + 2х^Ах + (Ах)2.
Віднімаючи початкове значення функції у0 = х\ , матимемо вели

чину приросту функції

З цієї рівності видно, що яка б ні була фіксована величина х, 
якщ о тільки приріст Ах нескінченно малий, то А у також буде не
скінченно малим.

Отже, у = х 2 є неперервною функцією на нескінченному проміжку
(-оо, 00 ).

Так само доводиться і неперервність функції у = х п, де п — нату
ральне число.

П риклад 3. Довести неперервність функції у = sin х. При будь- 
якому х = х 0 маємо

lim  f(x) = f(x0) = lim *),

Ay = (*0 + Ax)2 -  x 02= 2x0Ax + (Ад:)2.

Ay = sin(jt0 + Ax) -  sin xQ.

отримуємо

Через те, що cos х0 + —- < 1 і для будь-якого а , а  > 0, |sin а| < | а  |
^  ^  j

(зважаючи на нерівність sina < a  < tg a  і на те, що |sin a| < 1), матимемо
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тобто
207

\Ау\ < \Ах\, lim Ay = 0.Дх-+0
Неперервність функції у =  sin X  на проміжку ( - о о  ,  о о  )  доведено. 

Так само доводиться неперервність у = cos х. Власне кажучи, у цьо

му доведенні немає потреби, бо cos х = sin х + — І.
„  . . „ . І 2 ;Слід визначити такі майже очевидні твердження про неперервні 

функції:
Якщо f Y(x) та f2(x) неперервні в точці х  = х 0, то сума f x(x) + f 2(x)

f  (jc)та добуток f x(x) • f2(x) неперервні в цій точці; частка ■ також
12 №)

неперервна в точці х = х0 за умови, що / 2(х0) Ф 0, тобто х  = х0 не є 
коренем знаменника.

Справді,
1іш[Д(л;) + f2(x)] = lim Д(х) + lim  f2(x) = Д(*0) + f2(x0);

х - > х 0 Х -> Х 0 Х -> Х 0

lim [/і (я) • f2( де)] = lim /j( де) • lim f2( х) = /j(x0) • f2(x0);
х - > х 0 Х -> Х 0 Х -> Х 0

U m A M  А(*,>
J->I« f2(x) lim f2(x) f2(x0) ’

X -* X 0

якщо f2(x0) Ф0.
Спираючись на ці твердження, приходимо до таких висновків.
1. Ціла раціональна функція або многочлен

Р(х) = а0х п + öjX»-1 + ... + ап_хх  + ап
Є неперервною функцією В будь-якій ТО Ч Ц І проміжку ( -о о , «>).

2. Дробово-раціональна функція
„ л-1

У Ь0х п +Ь1х т-1 + ... + Ьт_1х  + Ьп
(припускається, що дріб нескоротний) є неперервною скрізь, за ви
нятком тих вартостей х, які перетворюють знаменник на нуль.

3. Ф ункція tgx = Sin-X■ неперервна скр ізь , за винятком  точок
cos х

х = (2k + 1)-“ , k = 0, ±1, ±2, ...» які перетворюють на нуль cos х.
&

А ^  . . cos X4. Ф ункція ctgx = ------- неперервна скрізь, за винятком точок
sin х

х = kn, k = 0, ±1, ±2, ..., що є коренями sin х.
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Неперервними є також функції: у = ах для всіх х  з проміжку ( -  °о , оо ) 
та у = ха (а — дійсне число) для х > 0. Доведення цих фактів грун
тується на теорії дійсних чисел (читач може його знайти в повних 
курсах математичного аналізу).

Що стосується обернених функцій, зокрема у = \ х  , у = loga х  , 
у = arcsin х 9 у = arccos х 9 у = arctg  х 9 у = arcctg х 9 то їх неперервність 
прямо випливає з такої теореми (подаємо її без доведення).

Теорема. Якщо у = f(x) — неперервна зростаюча (або спадна) 
функція на замкненому проміжку [а9 ft], причому f(a) = A, /(ft) = Б , то 
для неї існує однозначна обернена функція х  =ср(у)9 теж зростаюча 
(або спадна) і неперервна на [А, Б].

Отже, з неперервності sin х  випливає неперервність функції arcsin 
х; з неперервності у=ах випливає неперервність у = loga х  і т.д.

Нагадаємо, що елементарними функціями називаються функції, 
які можна дістати з основних елементарних функцій за допомогою 
скінченного числа арифметичних операцій і суперпозицій.

На підставі неперервності показникової і логарифмічної функцій
j_

і другої важливої границі lim (1 + х)х = е доведемо кілька важливихх->0
рівностей. їх  можна розглядати як продовження списку важливих 
границь і успішно використовувати, зокрема, при обчисленні похідних 
від елементарних функцій.

Отже, виконуються такі рівності.
- .. logfl( l+ J t)  . Л -1. l im ---- ---------- = log„ е , а > 0, а Ф 1, зокрема при а = е

х - * 0  х

limх-»0
1п(1 + х)

X
=  1.

2. limх->0
ах - 1

X
= In а , а > 0, зокрема при а = е

limх-»0
ех -1

X
= 1.

о  ( 1  +  Х ) а - 13. l im --------------= а ,  а є Б .
х

Послідовно доведемо ці співвідношення. 1

1. Оскільки — — + = logfl(l + х у  і
X

неперервна в точці е9 то

логарифмічна функція
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lim loga( l+ * )  = lim[1 (1 + x )*] = loge[lim(l + *)*] = loga e.
x —»0  X  x - > 0  x  —»0

2. Нехай а Фіш Покладемо у = ax-  1, тоді ax= 1 + z/, x  = loga(l + у), 
причому внаслідок неперервності показникової функції і/—>0 при 
х-»0. Отже,

і- ах - 1  .. у 1
х_о х у->0 1о^а(1 + у) 1о£а е

3. Нехай а  Ф  0. Врахуємо, що

(1 + х)а - 1 е°Іп<1+̂> - 1 а  1п(1 + х)
х  а1п(1 + л:) х

і візьмемо у -  а  1п(1 + х). Внаслідок неперервності логарифмічної 
функції в точці 1 у—>0 при л;-»0. Отже, з урахуванням попередніх 
границь

а1п(1 + х) _-і у _  1
Ііш —------------- = І і т  —------ = 1;
х~+° а!п(1 + х) у-+° у

Остаточно

ll m a l n ( l + £ )
х~>° X

= a  limх-»0
1п(1 + х)

X
= а.

limх->0
(1 + х)а - 1

X
= а.

Контрольні запитання і завдання

1. Сформулюйте означення границі послідовності.
2. Яка змінна величина називається нескінченно малою, нескінчен

но великою? Який зв’язок між ними?
3. Сформулюйте та доведіть основні теореми про нескінченно малі.
4. Сформулюйте та доведіть основні теореми про границі.
5. Що означають записи:

А  = f(a -  о) = lim f(x), В = f(a  + о) = lim f(x)7
x —w - o  X —>Q+0

6. Чому дорівнює границя відношення синуса до його аргументу 
при прямуванні аргументу до 0 ?

7. Як визначається число е ?
8. Сформулюйте основні властивості функції f(x), яка має границю.
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9. Сформулюйте означення границі функції /(*) при х —>а, де а — 
гранична точка множини !)(/).

10. Які нескінченно малі називаються еквівалентними?
11. Які логарифми називаються натуральними?
12. Яка функція називається неперервною в точці, на інтервалі?
13. Які основні властивості неперервних на відрізку функцій?

Приклади розв’язування задач

Попередні вказівки . Для засвоєння поняття границі функції доці
льно використати геометричну інтерпретацію: при цьому змінна 
х  —> а зображається “рухомою” точкою на осі Ох, а відповідні зна
чення функції f(x) наближаються і залишаються як завгодно близь
кими до точки А  на осі Оу. Якщо мова йде про однобічні границі, то 
в такому випадку змінна х  наближається до точки а по осі Ох зліва 
(х  —> а -  о, тобто х  —> а , х < а) або справа ( х —> а -  о, тобто х —> а , 
х > а). Слід звернути увагу на те, що в означенні границі функції не

враховується значення функції в граничній точці, lim f(x) не зале-
Х—*Хо

жить від величини f(x0), яка може й не існувати. Звідси випливає, 
що під знаком границі можна робити тотожні перетворення аналі
тичного виразу, не зважаючи на поведінку функції в граничній точці 
(тобто можна скорочувати дроби на множник, що перетворюється в 
нуль в граничній точці).

Якщо 1іm U(x) = 0, lim F(;t) = 0, то кажуть, що вираз У- — при 
х~*а V(x)

lim

> а є невизначеністю типу — . У цьому випадку для знаходження
Щх)

застосовують спеціальні прийоми, а сам процес знаходження
x - w  V ( X )
границі називають розкриттям невизначеності.

0 °°
Зустрічаються невизначеності типу —, -- , 0 • 00 ,  ОО — оо , 0°, 1°° , о о ° .

о °°

При цьому невизначеності типу 0 «», о о  -  о о  , 0°, о о ° ,  1°° зводяться
0 °С

до невизначеності типу — або —.
0  оо

5.1. Знайти:

а) lim
4 jc2 н- 11jc- З

II _ о А _ »
-з Зле2 + Юх + З

б) 1іт(\/лс2 + 3д :-х) ;
х —>°°
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в) Ііш
х 2 -  5х +1

х->°° 2х + Зх + 7
г )  ІІЩ -

2х

Д) Ит
2 х - 3

arctg5д: 

е) Ііш дг[іп(х +1) -  1п де].2х + 1< /
а) Підстановка граничного значення аргументу х  = -3  призво

дить до невизначеного виразу типу 0/0.
Для усунення цієї невизначеності розкладемо чисельник і зна

менник дробу на множники і скоротимо дріб на множник (х + 3). 
Таке скорочення тут можливе, оскільки множник (х + 3) відмінний 
від нуля при х -3:

. 4 х 2 + 1 І Х - 3  4 ( * ~ 4 ) (* + 3) 4 ( * ~ І )  4 (~3 ~ 4 і
ІІШ ■ = Ііш

-зЗд:2 + 10х + 3 і - ' з з ^ + І )  (ж+З) ^ з ( х  + £ )  з(-3  + А) 8 ’
13

б) Якщо х —> оо , вираз У І Х 2 + Зх -  X  дає невизначеність типу 
(о о  -  о о ) . Для її усунення помножимо і розділимо цей вираз на

(л/*2 + 3*  4- х):

1іш[ лг :2 + Зх ) К *- *  І = Ііш ̂ —
2 +3х

- х У
х  + 3х +х

4 х 2 + Зх + х
х 2 + 3 х - х 2

= ІІШ І ■ =----- = Ііш
7 х +3х +х

/ 1 + ^  + 1

З
2

в) У цьому випадку ні чисельник, ні знаменник не мають границі, 
тому що обидва необмежено зростають.

Перетворимо попередньо вираз під знаком границі, поділивши 
чисельник та знаменник на х 2. Тоді дістанемо

Ііш
х 2 - 5 х  + 1

*->-2х + Зх  + 7
= Ііш -

і - ^ + 4 г

2 + |  + \  х х 2

= Ііш
1 - * + ЛX X2
2 + — + Д г

1
2

З а у в а ж е н н я .  Якщо нам треба знайти границю відношення 
двох многочленів при х  -» ©о, то треба попередньо поділити чисель
ник та знаменник на максимальні степені, що входять в них. Тоді

а х  + ат лх Ііш —--------- + • • • + ап
Ь„хп +Ь„ х п~1 +. - + Ьп

0 , т  < п,
ап—  ,т  = п>
к
°°, 171 >  П .
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г) Позначимо a rc tg ö *  = у . Тоді Ьх = tgy і у —> 0 при х —> 0. 
Застосовуючи властивості границь і формулу першої важливої гра- 

sin а  ,
ниці l im -------= 1, маємо

х  —>о а  
2х

lim ■
2 tgy 2 sin у 

-  — lim -------  — l im ------ - limx->o a rc tg5x 5 i/->о у 5 y - > о у
д) Перетворимо вираз

2 2 -  = 1 . 1 1  = - .  
і/->о cos у 5 5

^ 2 х - з Г І+5 Г2х + 1 - 4 Ї І+5 ( л - 41 +  -
2х + 1 2х + 1 2х + 1

4і+5

При х —» оо такий вираз дає невизначеність типу 1“.
Для усунення її застосуємо формулу другої важливої границі

V
limX—>±°о

1 +  - = Є.

Тоді маємо: lim
2 * - З  
2х + 1 = lim 1 +

- 4 \ ( l )
= lim l  + -

) l  y)

\-8у+3

2* +  1
де 2х + 1 =  -4 у  , 4дг + 5 = -8 z /+ З і у — > при х  — > ° о .

Переходячи до змінної у у дістанемо

= е~8 • І 3 = - 1 .

" г оУ -8 00_iH

lim i + - • lim 1 + -
°° y j y )

е) lim дс[іп(х + 1) -  ln х] = lim  х  ln Х + * = lim ln

= ln lim

V J
X +  I ) x л ( л і 
------  = ln lim 1 + ~

v *  J  x .
= lne = 1.

При обчисленні границі ми скористалися теоремою про гранич
ний перехід під знаком логарифма, оскільки для неперервної функції
справедливо lim /(;t) = /(lim  х).

х —>а х —>а

5.2. Знайти:
\

а) lim
х - » 0

в) lim

X •cos —
X

+ 3

/
х + 1

x->±« 2х + 3х

б) lim х  • sin —;
х

г) lim (l + 2x) x* .
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а) lim
х - + 0

х •cos —
X

= 0, оскільки добуток нескінченно малої величи-

є величи-
1  f 1 \

cos — cos — < 1
X V X )ною нескінченно малою.

Зазначимо, що ця границя не може бути обчислена за допомогою

теореми про границі добутку, оскільки lim cos— не існує (при х —> 0
j  х~*° х

аргумент cos — змінюється неперервно вздовж числової осі до не- 
* 1

скінченності, при цьому значення cos— коливається від -1  до 1 і відX
1 до -1 , не прямуючи ні до якого числа (границі)).

s in —
б) lim *• sin— = [°о • 0] = lim —zr̂ - = ГтП = l i m- — = 1. (Тут 

х->~ X jL [_ 0 J У-*0 у виконано

заміну у = — при х  —> °°, у —> 0.)
в) Розглянемо два випадки:

ґ о \ х
•>х + 1 + злlim -

2х + 3х
= lim -

+ 3

Х->оо /о Y

J
+ 1

0 + 3 
0 + 1

= 3,

оскільки lim

При х —> -оо маємо невизначеність , при цьому розділимо чи-

сельник і знаменник на 2 і використаємо теорему про границі:

lim
+ 3"

2х + 3х

2 +ЗІ
= lim L

і  +

2 + 0 
1 + 0

= 2 .

2 s i n x
s i n  X 1 X 1

x 2

r) lim (l + 2x) = Um (l + 2 x f = lim (l + 2x)
x —» 0  x —>0 x —>0

s i n x
- i 2 1 i m ---------

jr-»0 x

= e2.
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5.3. Довести неперервність функції у = f(x) у точці х  = 0 і вста
новити характер точки розриву функції у цій точці:

а) sin X
у = -------;X

б) у = і
sin*

9X
1,

х Ф 0,
якщо

х  = 0; в) У =
1 + 2Д

а) При х  = 0 функція /(*) невизначена, отже, вона не неперервна в 

цій точці. Оскільки lim ■——— = 1 і відповідно границі функції зліва
х - > 0  X

Л • . . . .  Sin* .. sin Xі справа від точки х  = 0 скінченні і рівні, тобто l im -------= l im --------= 1,
х —> - 0  х  х - н - 0  х

ТО х  =  0 — точка усунутого розриву першого роду.
б) Порівняно з попереднім прикладом тут функція довизначена

в точці х  = 0 так, що lim f(x) = /(0) = 1, отже така функція неперерв-
х —>0

на в цій точці.
в) При х  = 0 функція f(x) невизначена. Оскільки границі функції

зліва і справа від точки х  = 0 скінченні, тобто l im --------  = ------ = 1;
х^-0 І  1 + 0

! І  1 + 2х
1 іт ------ - = 0 ; ( 2 х —> оо при х —> + 0), то в точці х  = 0 функція f(x)
х->+0

1 + 2х
має розрив першого роду.

Задачі і вправи для самостійної роботи

5.4. Довести, що при п ©о послідовність х -------- має границю —
п + 1

число 1. Починаючи з якого п абсолютна величина різниці між хп і 
1 не перевищує 10-4?

5.5. Довести, що при п —> °о
З

ЦЮ —  ЧИСЛО — .

5.6. Довести, що при п оо 
має границю — число 4.

5.7. Довести, що при п -» ©о 
нескінченно малою.

Зп + 4послідовність х п = —----- - має грани-

1 5 9
послідовність - ;  -  ; - ;

4п -  З 
; п + 1

і 1 1 1послідовність 1; —; — ; ...;т------
о О Ап — 1

є

5.8. lim
je2 — 6jc -h 8

* - > 2  х -  Sx + 12 5.9. lim
x  —> “ 2

x3 + Зх2 + 2x 
x 2 -  x -  6
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х 2 — 5х + 6
5.10. І іт ---- 2— «—х-»з х  -  9

X і  -  5х
5Д 2- Iі"- -  3* + 1 '

х3 - 6 х 2 + 1 І Х - 6
5.11. І і т ------ о— ^  ------х-і х 2 -  Зх + 2

2х4 + Зх2 + 5х -  6
5.13. І і т —з— ;—  ----—х->- х + Зх + 7х -  1

5.14. 2 .
Х-^оо Х-О 5.15. І і т

з X .2 \

2х2 - 1  2х +1

5.16.

5.18.

5.20.

5.22.

у і х  -  1 -  2
І і т ----------—
х - > 5  Х - О

5.17. И т
л/х2 + 1 -  1

УІ4 + х + х 2 -  2 
І і т ------------ :------- -
х — 1 X  +  1

І і т (у/х + а  -  У х ).

.. t  gmx
І і т  —

5.24. І іт

х -> 0  віп пх 

2 агсвіп х

5.19.

5.21.

5.23.

*->° уіх2 + 16 -  4

У  1  +  х  +  х

І і т
х —>0

2 -  л/і -  х + х 2
х -  х

І іт ^ У х 2 +1 -  уіх2 - 1

tgX -  вІП X 
І і т --------з------ •
х - > 0  X

5.26. І і т

х- > 0  Зх

сов ах -  сов Рх

5.25. І іт
1 -  сов3 х

х —>0

5.28. І іт
X —> оо 1 + X .\ /

5.27.

х->о хв іп 2х

л І2 -у (ї  + совх
І і т
х - » 0 віп2 X

5.29. И т
/ - \2*-1 ( х  + 1 '

X —2V У

5.30. І іт
 ̂Зх -  4 л 
Зх + 2

х + 1

5.31. Ііт ‘ПІ~а + х ) ~ 1п 0
х  —>0 X

5.32. І іт

5.34.

Л іа - 1
л —>о Л

И т  (сов х)

1
8ІП X

5.33. И т
е2* - 1

Зх

5.35. І і т
х —>0

вІПХ \x-sinx
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5.36. Ііш
е -  е

->1 х - 1 5.37. Ііш-
е -  е

х->0 вІП X

5.38. Показати, що при х  = 4 функція у=

5.39. Показати, що при х  = 5 функція у=

5.40. Знайти точки розриву функції

х -  4 
х 2 -2 5  

х - 5
1

має розрив.

має розрив.

Які з функцій, наведених нижче, є  неперервними В Т О Ч Ц І  X  =  1 ?  

Якщо є порушення неперервності, встановити характер точки розриву.

5.41. у =

5.43. у =

х 2 - 1  
х - 1  '

1
і

1 + 2х*1

* 2 - 1 , якщ о х  * 1;5.42. У = \ х - і
2, якщо х  = 1.

5.44. у = 1
х - 1

Відповіді до глави 5

1  2 1

1- 2- ^  “ 5 • 5.10. -
6

• 5.11. -2 .

1  1 1

4 - 5 Л 6 - 4- 5.17. 4. 5.18.
4

т Л 1 2 3
— . 5 .2 3 . 5 .2 4 . - . 5 .2 5 . 7 .п 2 3 4

1
2 і

і .  5 .29 . в6. 5 .30 . е ’ 3 . 5 .31 . -
е а

5. і .  5.36. е. 5.37. 2.

5 .2 6 . 51— . 5 .27 . — .
2 8

2
З



Розділ III
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ

Глава 6. Похідні та диференціали

§ 1. П оняття похідної

Нехай функція у = f(x) визначена на проміжку X  = (a, b) (мож- 
ливо, нескінченному). Візьмемо довільну точку х 0 є X  і надамо їй 
довільного приросту Ах * 0 такого, щоб х 0 + Ах є X  . Функція діста
не в точці jc0 відповідний приріст

Ay = Af{x0) = f(x0 + А х)- f(x0).

Означення 1. Похідною функції у = f(x) у точці х0 називається 
границя відношення приросту цієї функції до приросту аргументу 
Ах, якщо приріст аргументу прямує до нуля .

Похідна позначається одним із символів: Ґ{х0)> У'{х о)> — 
ду 
йх

dx
, Dy, Df(x0) . Надалі, як правило, надаватимемо перевагу першо-

му символу, який ввів Лагранж. 
Отож, за означенням

f'(x0) = lim Ag. = lim /(* 0 + А*) f(xо) (1)
Д х - > °  Д д ^  Ддг—» 0  Д х

Відношення

Ар = f(x0 + A x ) - f(x 0)
Ах Ах

називається диференціальним відношенням .
У випадку, коли границя відношення (2) при Ах —> 0 не існує, 

вважатимемо, що функція в точці х 0 не має похідної.
Якщо функція у = f(x) має похідну в кожній точці х  є X , то по

значатимемо цю похідну у' або /'(де).
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Отже, якщ о х0 — фіксована точка проміжку Х ,то  похідна f'(x0) 
у разі її існування — деяке число. Якщо похідна існує в кожній 
точці х є X , то f{x )  уже функція від х.

З а у в а ж е н н я  1. Якщо проміжок X  — замкнений, наприклад, 
X  = [а, b] і х 0 = а , то у формулі (1) границя правостороння:

/ - ( а ) .  Іішлх-+о Ах
Аналогічно, якщ о х 0 = b, то

Г(Ь)= Um O t
V 7 Дх —» 0  Ах

(границя лівостороння).
З а у в а ж е н н я  2. Зрозуміло, що границя (1) існує не для будь- 

якої функції і не для всякої точки х0. Наприклад, для функції 
у = |jc| у точці х 0 = 0 границя (1) не існує, оскільки диференціальне 
відношення (2)

А у J 1, якщо Ах > 0;
Ах [ -1 , якщо Ах < 0.

З а у в а ж е н н я З .  Якщо існують границі

lim / ( * 0  + A x ) - f ( x 0) . Um f(x0 + A x )- f(x 0) '
дх->-о Ах Ах->+о Ах

то їх називають відповідно лівою і правою похідними функції f(pc) у
/ /

тпочці х0 і позначають f  (Xq) і f+ (jc0)* Це так звані односторонні 
похідні. Наприклад, ці похідні в точці х0 = 0 має функція f(x)=  |*|,
причому /_ '(0 )= -1  і 4  (о )= 1 . . ,

Якщо існують ліва и права похідні і f_ (;t0) = f+ (дс0 j, то, очевидно,
існує похідна f'(x0), причому f'(x0) = f_ (дс0) = /+ (*0). Оскільки для

функції f(x)=  \х\ f_ (О)* /+(0), то /'(о) не існує.
З а у в а ж е н н я ^  Якщо для деякого значення х  виконана одна 

з умов

lim —  = +оо або И т  —  = -<*>,
Äx->0 Ах Ах—>о Ах

то каж уть, що в точці х0 функція має нескінченну похідну певного 
знака.

Аналогічно встановлюється поняття односторонніх нескінченних
і

похідних. Наприклад, функція f(x) = х 3 у точці х0 = 0 має нескінчен
ну похідну, ЩО дорівнює +оо . Дійсно,
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, і т  / ( о + Д * ) - / ( о ) .  1іт M u  11т _ U  = +„ .
Дх-м-0 Дд£ Дх-м-0 A jf Дх—»+0 ^

У подальшому, якщо не обумовлюється окремо, під словами “фун
кція має похідну” розумітимемо лише наявність скінченної похідної.

Означення 2. Функція у = f(x ) , яка має похідну в точці х0, нази
вається диференційовною в точці х 0.

Операція відшукання похідної називається диференціюванням.
Теорема (про зв’язок між поняттями диференційовності і непе

рервності). Якщо функція у = f(x) диференційовна в точці х 0, то 
вона в цій точці неперервна.

Д о в е д е н н я .  Оскільки функція f(x ) диференційовна в точці 
х0, то існує границя

Запишемо тотожність

f'(x0) = h m j ^ ,Дх-»0 Д*

А у = —  • Ах 
Ах

і перейдемо в ній до границі, якщо Ах —> 0. Дістанемо 

lim А у = lim —  • lim Ах = fix«)-  0 = 0.
Ах->0 Дх —>0 Д<£ Дх—> 0

А це й означає, що функція у = f(x ) неперервна в точці х 0.
Наголосимо, що функція f(x)> неперервна в точці х 0 , не обов’я з

ково диференційовна в цій точці. Так, функція г/ = |лсг|, про яку йшлося 
вище, очевидно, неперервна в точці х0 = 0 , проте похідної в цій точці 
не має.

Відомі приклади функцій, які неперервні на всьому проміжку X, 
проте в жодній точці не мають похідної.

§ 2. Зміст похідної

До поняття похідної приводять різноманітні задачі геометрії, меха
ніки, хімії, економіки, біології та інших наук. Розглянемо деякі з них.

Задача про дотичну до кривої. Нехай функція у = f(x) диферен
ційовна в точці х0, тобто існує похідна f'(x0). Рівняння січної М 0М , 
яка проходить через точки М 0{х0; /(*0)) і М (х0 + Ах; f(x0 + А*)) гра
фіка функції у = f(x) (рис. 45), має вигляд
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у  = , k ) +  f ( * * * b * ) - f M  (x  _ )
Ax

де X і У — змінні координати точки січної. Кутовий коефіцієнт
• / ( * 0  ” ”  / ( ^ 0  )  А ґ\ £ ' (  \ Асічної ----------— ---------  при Ах -» 0 прямує до / (х0). А  тому гра

ничне положення січної визначається рівнянням

Г = ґ(х0)+ґ(х0) ( Х - х 0).
Пряма, яка задається цим рівнянням, називається дотичною до 

графіка функції у = /(де) у точці х0 . Кутовий коефіцієнт дотичної
ґ (* 0)=  te «  •

Остання формула приводить до геометричного змісту похідної: 
похідна / '(х 0) функції у = /(де) у точці д:0 дорівнює кутовому кое
фіцієнту дотичної до графіка функції у = /(де), проведеної в точці 

( * 0 *  f ( X  о ) ) *

Геометричне тлумачення похідної як  кутового коефіцієнта до
тичної до графіка функції поширюється і на випадок нескінченної 
похідної. У цьому разі дотична паралельна осі Оу.

Задача про миттєву швидкість. Розглянемо нерівномірний пря
молінійний рух тіла, що розпочинається в момент часу t = 0 . Вва
жатимемо, що ш лях, подоланий тілом за час t , дорівнює S = S(t). 
Ф ункція s (t) називається законом руху тіла.

Ш лях AS, який подолає тіло за відрізок часу [*0; t0 + At], знахо
диться як

AS = S(t0 + A t)-S ( t0).
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шення
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AS S(t0 + A t)-S ( t0) 
V' ~  A t~  At

в якому легко впізнати диференціальне відношення.
Миттєвою швидкістю руху v(t0) у момент t0 називається границя 

цього відношення при At —» 0 , тобто

v{t0) = lim м  = lim S(t0 + A t) -S ( t0) = ^
° A t- *0  Д£ At-+0 Д£

Отже, похідна від ш ляху за часом дорівнює миттєвій швидкості 
прямолінійного руху тіла.

Задача про витрати виробництва та виручку. Нехай К  = к(х)  — 
витрати виробництва однорідної продукції — деяка функція кількості 
продукції х. Зазначимо, що кількості продукції х  + Ах відповідають 
витрати виробництва продукції К(х + Ах). Отже, диференціальне відно
шення, що характеризує середній приріст витрат виробництва,

АК(х) К(х + А х )-  к(х)
Ах Ах

Воно відбиває приріст витрат виробництва на одиницю приросту 
кількості продукції.

Границя
lim

А х -*0

називається граничними витратами виробництва.
Нехай и(х) — виручка від продажу х  одиниць товару. М іркуван

ня, аналогічні попереднім, приводять до границі

lim = Um = и и
Ах —>0 Д д  Ах —>0  Д д ;

яку називають граничною виручкою.

§ 3. Правила диференціювання

Диференціювання суми, добутку й частки. Теорема 1. Якщо 
функції и  = и(х) і V = У(х) диференційовні в точці х, то функції

и(х)±У (х), и(х)-У(х), |  (в останньому випадку припускається,

Що У(х ) ф 0 ) також диференційовні в цій точці і мають місце фор
мули:
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а) (и  ± V) = V ' ± V ';

б) (и -У ) = и У  + Ц У ';
/

( и } и У - и у '
в) “  у2
Д о в е д е н н я ,  а) Надамо х  деякого приросту А х . Тоді функції 

и  і V  матимуть прирости Аи  і АУ9 а функція у = V  ± V — приріст 
Ау -  Аи ± АV. Отже,

lim = lim AU ±A V  = lim —  ± lim —  = U'(x)±V'{x),
Ax Ax-̂ o fax Ax-+0 Дх &X-+ 0 Дх

тобто функції U(x)± V(x) дійсно диференційовні в точці х  і має місце 
формула а).

б) Надамо х  деякого приросту А х . Тоді функції U і V матимуть 
прирости АU і AV, а функція у = U • V — приріст

А у = U{x + Ах)• V(x + A x)-U {x)-V (x) = [и(х + Алг)- U{x)]V{x + Дх)+ 
+ U(x) [V(x + А х )-  F(*)] = AU ■ V(x + Д д :)+  £/(*)• AV.
Отже,

—  =  ^ - У ( х  + А х ) + и ( х ) - ^ - .
А х  А х  А х

Зазначимо, що функція У(х) неперервна в точці х 9 оскільки вона 
диференційовна в цій точці, а тому У(х + Ах)-> У(х) при Ах -» 0. 
Переходячи до границі при Ах —> 0 в останній рівності, дістанемо 
у ' = и У  + ц у \  тобто функція и  • V дійсно диференційовна в точці 
х  і має місце формула б).

в) Надамо х  деякого приросту Ах. Тоді функції U і V матимуть

прирости АU і АУ9 а функція у — — — приріст

д и (х  + Ах) и (х )
У ~ У (х  + Ах) Г(д:)'

Переходячи до границі при Ах —> 0 в останній рівності, дістанемо
, и у - ц у '  и

У ------- ^ 2 ----- ’ тобто функція — дійсно диференційовна В ТОЧЦІ X і
має місце формула в).

Н аслідок . Покладемо у формулі б) У(х) = с 9 тоді У"(д:)=0 і 
(іС и) = С и ' , тобто сталий співмножник можна виносити за знак по
хідної.
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Диференціювання складної функції. Теорема 2. Нехай у = /[ф(х)] 

— складна функція, де у = /([/) і V  = ф(х) — диференційовні функції 
своїх аргументів. Точніше, зовнішня функція у = / ( і / ) у точці £7 = ф(х) 
має похідну (по 17) у'и = £ ({ /), а внутрішня функція 17 = ф(х) у точці 
х має похідну (по х) и'х = ф'(х)- Тоді складна функція у = /[ф(х)] дифе- 
ренційовна в точці х, причому її похідна обчислюється за формулою

Ш * ) ]  = € И - ф' ( 4
або коротко

/ / тг/
Ух = Уи ■ Ux ЧИ

йу _ сіу Лі] 
йх й и  (їх

Д о в е д е н н я .  Надамо х  деякого приросту Ах Ф 0. Тоді функ
ція и  = ср(д:) дістане приріст Д£/, а функція у = /([/) — приріст Ау. 

За умови АІІ Ф 0 маємо

Ay _ Ay AU 
Ах AU Ах

Переходячи в цій рівності до границі при Ах —> 0 , дістанемо

ух -  lim —  = lim • lim = y'vU 'x,Дд: —*0 Ду ДС/ ->0 ДJ J  Дг->0
що й потрібно довести.

При доведенні враховано, що функція U = <р(лг) неперервна в точці 
х у оскільки вона диференційовна в цій точці і, отже, AU —> 0 при 
Ах —> 0.

З а у в а ж е н н я .  Припущення, що досить малому Ах Ф 0 відпо
відає AU Ф 0 , звичайно, суттєве. Проте якщо AU = 0 (до речі, цей 
випадок зустрічається рідко), то формулу диференціювання склад
ної функції неважко встановити трохи інакше.

Наслідок (диференціювання оберненої функції). Нехай функція 
х = g(y) обернена по відношенню до ф ункції у = f(x ) , причому 
функції f(x) і g(y) мають похідні відповідно в точках х  і у = f(x ) . 
Встановимо зв’язок між  похідними ух = f '(x )*  0 і ху = g '\y \

Оскільки х  = #[/(*)] ПРИ вс*х х > то за правилом диференціювання 
складної функції 1 = g'(y)- f i x ) ,

звідки g’[y) = - ^ ,  або коротко =

dx
Останні формули мають простий геометричний зміст. Кутовий 

коефіцієнт дотичної до графіка функції у = f(x) у точці <г. у)є г ( 4 =  
= t g a , а кутовий коефіцієнт до графіка функції х = g(y) в точці 
(у; x )-g '(y )=  tgp (рис. 46).
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Очевидно, що сс + ß = ^  , а тому tg a  • tgß = 1, або /'(*)• g'(y) = 1.

§ 4. Диференційовність елементарних функцій

У § 3 було розглянуто правила обчислення похідних для функцій 
однієї змінної. Вони дають змогу знаходити похідні будь-яких еле
ментарних функцій.

Доведемо, що всі основні елементарні функції (за винятком 
arcsin х  і arccos х  ) диференційовні на своїх областях визначення, 
причому виконуються формули, як і запишемо в окрему так звану 
таблицю похідних.

1. (С) = 0 .

2. (ха) = а х а- \

3. (а1)' = ах 1па, (ех) ' - е х.

4. (loga *) , (ln лг) = - .
х \п  а х

/
5. (sinх)  = cos* .

/
6. (cos*) = - s i n * .

7.
cos *
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8. (ctg*) = — г
sin х

9. (arcsin х) = . _ L r  - (Ы < l).

10. (arccos x) = — , - .....  (|x| < l).
V T ^  11

11. (a rc tg  x)' = - - 1 - -.
1 + x

12. (arcctgjc) = ---------
1 + x

Д о в е д е н н я .  1. Нехай на деякому проміжку X  задано сталу 
функцію у = С. Тоді для довільних точок д: є X  і д: + Дд: є X  (Дд: Ф 0) 
маємо у = /(д:) = С і у + Ду = /(д: + Дд:) = С . Отже, Ду = 0 ,  а тому

—  = 0 і Ііш —  = 0 і у' = 0.
Дд; Дд:

Для скорочення доведення наступних формул подаємо їх у кон
спективному вигляді.

2 . і /  = х а; у + Ду = (д: + Ддс)Р; Ду = (д: + Дд:)“ -  х а;

Ду _ (дг + Ад:)1 -  д:а 
Дд: Дд:

і + ^
д:
Дд:

\а
- 1

х

lim — = алго1; (*“)' = а х “"1 
д*-»о Ах

(враховано формулу з § 7 гл. 5).

3. у = ах\ у + Ду = ах+Ах; Ау = ах+*х - а х;

Ду  ̂ = х — 1
Дд: Дд: Дд:

lim —  = а* In а; (а*)' = а* In а

8 Васильченко І. П.



(враховано формулу з § 7 гл. 5). Зокрема, при а = е дістанемо 
(ехУ = ех .

4. у = loga х; y + Ay = loga(x + Ax);
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Ау = loga (х + A x)- loga х = log0 1 + ^х

АУ 
Ах

Ч + т )  . Ч + f )
Ах

. А У 1і m  __— — ______

Ах
х

lim
а*-»0 Ах х іп а ; ( b g 0 х)' =

дгіпа

(враховано формулу з § 7 гл. 5). Зокрема, при а = е дістанемо 
(In *)' = - .

X
5. у = sin х;

у + Ах = віп(д: + Ajc);

Ay = sin(x + A x )-s in  д: = 2 sin cosj jc + ^  j;

0 . Ajc f Дд:2 sin —  cos x  + —  
Ay 2 [ д:
Дд: Ax

COS X  + ■
Дд: \

У

і- A уlim — = 1 • cos x -  cos x;Ax—>o Дд:
(sin д:)' = cos x

(враховано першу важливу границю (гл. 5) і неперервність функції 
cos д:).

6. Для знаходження похідної функції у = cos х  подамо її у вигляді

у = sin — -  х  І і розглянемо як складну функцію: у = sin С/, U = — -  х .
І 2 ) 2

Тоді у'у = cos U i  U'x = -1 .  Отже, ух -  cos U (-1)= -  cos — -  х  І = -  sin х ,
/ ч' \ 2 )так що (cos х ) = -  sin х .
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(tg*)' =
sin х  \  (sin jc)' cos x  -  sin x(cos x) '  cos2 x  + s in 2 X
COS X COS X COS X COS X

sin X
8. Аналогічно доводиться, що (ctgx)' = - -

9. Ф у н к ц ія  у  = a rc s in x  (|*| < 1 ) є оберн ен ою  до ф у н к ц ії

х  = sin у  \у\ < ^  , причому похідна х'у = (sin у )' =  COS у  при І у  \ < —
2 ) . 2

не дорівнює нулю. А тому за правилом диференціювання оберненої
функції

, ( . і  1 1 1 1Ух = (arcsin*) = —---- - = -------= --------
(sin у) '  COS у  -  sin2 у  У І І - Х 2

( И < 1 )

(перед коренем обрано знак оскільки сову > 0 при \у\  < —).
А

Отже,
г

(arcsine) =
■Л Т72

10. Аналогічно доводиться, що 

(arccos *)' = -

(Н < 1 )■

(Но).
11. Ф ункція у  = arctg* ( х е  R )  є оберненою до функції x  = t g y

причому похідна х' = (tgi/)' = — \ — при ІуІ < ^  не дорів- 
ч 2 J у cos2 у  1 1 2
нює нулю. А тому за правилом диференціювання оберненої функції

у ’х = (arctgx)' = 1 = cos2 у  = 1 1
(t gy) 1 + t g y  1 + x 2 •

Отже, (агсігх) = -------- .
1 + х

12. Аналогічно доводиться, що

(агссідх)' = -  1
1 + х

На закінчення наведемо формулу диференціювання показнико
во-степеневої функції у = [ ( / (я ) ]^ , де и  = и(х)>  0 і V  = Т̂ (лг) — ди- 
ференційовні функції.
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За правилом диференціювання складної функції маємо 

(сГ) =(еКІпС/) = е УІаи^У'Іпи +

так що (сЛ) = и у^ У 'Іп и  + У ^

Підкреслимо ще раз, що таблиця похідних разом з правилами 
диференціювання складають основу диференціального числення. 
Користуючись ними, можна знайти похідні від функцій, які утворені 
за допомогою арифметичних операцій та суперпозицій над основни
ми елементарними функціями, тобто перейти від будь-яких елемен
тарних функцій знову до елементарних. Отже, операція диференцію
вання не виводить з класу елементарних функцій.

§ 5. П о хідн і вищих порядків

Нехай функція у = f(x) має похідну на проміжку X.  Якщо в точці 
х0 є X  похідна f'(x), у свою чергу, диференційовна, то її похідну 
називають похідною другого порядку або другою похідною функції
у = f(x) у точці х0 є X  і позначають одним із символів: f*(x0),

d ^ X2° \  ^ А >  П2У> й гу{хо). dx dx
Означення 1. Нехай функція у = f(x) має на проміжку X  похідні 

f'{x\ f ' ( x ) , . . . , f ln~l)(x). Якщо в точці х0 є X  існує похідна функції 
f^n~l\x ) ,  то її називають похідною п-го порядку функції f(x) у точці

dnf(x ) dnuх 0 і позначають одним із символів f^n\ x 0) у^п\ х 0), -----— 7*
dx dx

D " y , Dnf(x0).
Отже, якщ о функція у =  f(x) має В ТО Ч Ц І X похідні до /г-го поряд

ку включно, то / (л)(д:)= ( f n~l(x))'.
Означення 2 . Функція у = f(x), яка має на деякому проміжку X  

похідні до п-го порядку включно , називається п разів диференційов- 
ною на X . Функція, яка має на X  похідні всіх порядків, називається 
нескінченно диференційовною на X.

З означення 1 безпосередньо випливає, що

[сіи(х)+  С2̂ (дг)](л) = c,E/(,,)(x)+ c2V M(x),
де Cj і с2 — довільні сталі; U(x) і V(x) — п разів диференційовні 
функції.
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У загальному випадку для обчислення похідної вищого порядку 

потрібно попередньо знайти похідні всіх нижчих порядків. В окре
мих випадках вдається встановити загальний вираз для похідної п- 
го порядку.

Приклад 1. Знайти похідну л-го порядку функції у = х а, а є  Д, 
х > 0.

Маємо послідовно

у' = а х а \  у '  = а (а  - і ) х а' 2, ...; 
у (я) -  а ( а - і ) ( а  - 2 ) ,  .. . ,(а  - п  + 1)*“"'1.

о і і’і І 0 (-іУ ’лі 1Зокрем а, при а  = -1  маємо І — І = -— — , а при а  = —
х л+1 2

\(л) (-1>*(2ге- і ) ! !
, де символом (л)П позначено добуток нату-(2х)" -Тх

ральних чисел, як і не перевищують ті і мають з ті однакову парність 
(наприклад, 7 !!= 1 -3 -5 -7 , 10!!= 2 -4  -6 8 10).

Д ля виразу у = (а + ЬхУ (а ,Ь е Я ) має м ісце ф орм ула у ^  =

= а (а -1 )  ( а - 2) ... (а-га + 1) Ьп (а + Ьх)а " . Зокрема, при а = -1  маємо

' 1 "|(л) _ (-1  Уті\Ьп
^а + Ьх J (а + ЬхУ*1 ’

1а при а  = —
2

( 1 | п) _ (— і)*С2д -  і)і І
[ у/а + Ьх ) 2" (а + ЬхУ ліа + Ьх

Приклад 2. Знайти похідну л-го порядку функції у = 1п х  . 
Враховуючи, що у ^  = (г/')л_1, матимемо

О п х ) И - ( і
уг-1

_ И Г М !
ж“

Приклад 3. Знайти похідну л-го порядку функції у = ах. 
Маємо послідовно

у' = ах \п а ,у” = а ^ іп а ) 2, ...; 
у {п) = а*(1па)л.

Зокрема, якщо у = ех , то у ^  = ех .



П риклад 4. Знайти похідну ті-го порядку функції у = sin х  . 
Маємо послідовно

2 3 0  Глава 6

. (  ТС= sin X + —
I 2.

У  -  COS X

у  =  -  COS X  =  s i n  

У загальному випадку

, у* = ~ sin X = sin(jt + ft) = sin

ґ  Q ТС ^
jc + 3 • —

ч 2

v

(sin = sin^Jt + n  ̂j.
Цілком аналогічно

(cos jc) ^  = cos^  71Лx + n —
v 2 y

§ 6. Диференціал ф ункції

Нехай функція у = f(x) диференційовна в точці х 9 тобто існує 
границя

цт  /(« + А *)- М  .  л ( і ).
дх-,0 д*

Згідно з теоремою 2 (гл. 5, § 1) для всіх значень з досить малого 
околу точки х  маємо рівність

= /'(* )+  а(д*}Ах
де а(Ах) -> 0 при А* -> 0 • Звідси

Ау = Г(х)Ах + о(Адг), V А* -> 0,

де о(Адг) — нескінченно мала вищого порядку порівняно з Ад\ 
З а у в а ж е н н я .  Якщо, навпаки, в точці х для приросту функції 

має місце рівність
А у -  ААх + о(Адг), V Ах —> 0,

де А — стала, то функція f{x) диференційовна в точці х і А = /'(*)• 
Дійсно, з останньої формули випливає

Ау А—  = А + 
Ах

о(А*)
Ах

V Ах —> 0;
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/ '(* )=  І іт  —  = А.
4 7 Дх—>0 Д х

Означення . Диференціалом функції у = /(дг) у точці х  називаєть
ся головна, лінійна відносно Ах частина приросту функції в цій 
точці:

<1у = df(x)  = /'(дг)Дл:.
Диференціалом незалежної змінної дг вважатимемо його приріст 

А х , тобто сіх = Ах. Отже, с?і/ = f ,(x)dx .
З а у в а ж е н н я .  З останньої формули випливає, що

/ ,/ЛЛ ^  о . <1у d f  ,у = /  ух) = —  . Саме тому похідну часто позначають —  або —- і
dx dx dx

розуміють її як  відношення двох диференціалів: диференціала 
функції до диференціала аргументу.

Оскільки dx = Ах = х  -  х 0 , то

Аг/ = Ф о + Ах) -  /(*„ ) = сг/(х0 ) + о(Лх)
і при досить малих Ах має місце формула

/ (х )= /(х 0)+/'(*о)А*,
якою часто користуються при наближених обчисленнях.

Для з ’ясування геометричного змісту диференціала знову зверне
мося до рис. 45. У трикутнику М 0МК

МК = М 0К  ■ tga = Ґ (х0)-Ах = <1у.
Отже, диференціал функції дорівнює приросту ординати дотичної 

до графіка функції у = /(*) у точці х 0.
З правил диференціювання випливають правила обчислень дифе

ренціалів функцій:
а) <і^ ±У)= <Ш ±<ІУ\
б) <ір У)=У<Ш + и<іУ-,

■>
УйП -  ийУ

И * ) * о ) .

Для ілюстрації доведемо останнє правило. 

Нехай У = ^  ( їф )  * О). Тоді

йу = сі( и )
/

V

и \_ ,  и У - Ц У '  УУ'сІх -  ЦУ'йх У сЮ -ивУ— ах = ------- ;-----ах  = ----------- ;--------- = ------—о------ .V V 2 V 2 V 2
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Встановимо формулу для диференціала складної функції у = /(<р(х)), 
де у = f(jj) і U = ф(х) — диференційовні функції своїх аргументів. 
Отже, вимоги теореми 2 (§ 3) виконано.

З одного боку, dy = /'(t/)d£/, де U — незалежна змінна, а з іншого — 
за вищезгаданою теоремою

dy = f 'M x)]dx  = ф ) ч , ’{х)(1х = f'(u)dU,
де U = ср(*).

Отже, зовнішній вигляд диференціала функції /([/) зберігається і 
у випадку, коли U є функцією, а не незалежною змінною.

Цю важливу властивість диференціала називають інваріантні
стю його форми. Її зручно використовувати для обчислення похідної 
функції, заданої параметрично.

Коротко зупинимося на такому способі задання функції у -  /(х) 
за допомогою двох функцій: х  = ф(*), у = \|f(t). Припустимо, що функ
ція х  = ф(*) має обернену t = ф(х). Тоді, очевидно, у є деякою функ
цією від х : у = \|/ [ф(л:)] = f (x ) . Отже, пара функцій х  = <р(*) і у = \|r(t) 
визначають деяку функцію у = f(x ) , задану параметрично. Допоміжна 
змінна t при цьому називається параметром.

Припустимо, що функції <p(f) і \|/(*) — диференційовні в кожній 
точці t проміжку Т, причому \|/'(f)*  0 при всіх t e T .  Враховуючи,

що dx  = ф dy = а ух = ^ , матимемо похідну від функції,
заданої параметрично, у вигляді

У

§ 7. Диференціали вищих порядків

Нехай функція у = f(x) п разів диференційовна на проміжку X. 
Тоді у кожній точці х е  X  існує, зокрема, її диференціал dy = f '(x)dx , 
який надалі називатимемо також диференціалом першого порядку 
функції f{x)> Оскільки приріст аргументу dx  — величина стала, то 
dy є функцією однієї змінної х . Диференціал цієї функції називати
мемо диференціалом другого порядку функції /(х) і позначатимемо 
d2y або d2f(х). Отже, за означенням, d2y = d(dy).

Далі маємо

d2y = d{f'{x)dx)= d(f'(x))dx = f ’{x)dx2.
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І, нарешті, якщо для функції у = /(х) відомий диференціал (л-І)-го 

порядку <Іп~1у , то диференціалом л-го порядку й пу функції у = /(х) 
називається диференціал першого порядку від диференціала (л-І)-го  
порядку, тобто

дпу = <і((Іп~1у \
За індукцією ясно, що

йпу -  й ^ п~1\х)<1хп~1)<1х = / (л)(х)гіхл.
З останньої формули випливає, що при довільному п

у (л)= / (л)(х) = d ny 
dxn 9

тобто похідну л-го порядку функції у = f(x) можна подати як відно
шення її диференціала л-го порядку до л-го степеня диференціала 
аргументу.

З а у в а ж е н н я .  Диференціали л-го порядку (л > 2) вже не 
мають властивості інваріантності форми. Дійсно, вже при л = 2, з 
одного боку, якщо U — незалежна змінна, маємо d 2y = f '( j j)dU 2. З 
іншого, для складної функції у = /(С/), де U = <р(х), маємо

d2y = d(f'(u)dU) = d(f'{u))dU + f '(u)d(dU) = f ' ( u ) d U 2 + f ' (u )d2U ,

де d2U = у ' ( х ^ х 2.
Оперуючи з диференціалами, зручно обчислювати похідні вищих 

порядків від функції, заданої параметрично за допомогою двох 
функцій: х = <р(*), у = у  (*).

Для конкретності зупинимося на випадку знаходження другої 
похідної у* = / '(х ) ,  вважаючи, що функції ф(*) і \|/(^) двічі диферен- 
ційовні і ф '(0* 0 .

Маємо послідовно dx  = ф'(£)с^, dy = \|ґ ( t)d t  і

d 2x = ф*(t)dt2 + ф'(t)d2t; 
d 2y = \\i'(t)dt2 +\\f'(t)d2t. 

Оскільки х — незалежна змінна, то d2x  = 0

d 2t d t 2.

тому

Отже, остаточно
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# d 2y \\f'(t)dt2 + \\f'(t)d2t ^
У  ~  J  . . 2  ”  /  / / . \ \ 2  » . 9 “d * 2 (<f>'(t)Jdt2

(p'(t)y'(t)- (p 'frV fr)

§ 8. Економічний зміст похідної. Використання поняття похідної 
в економіці

Раніше (§ 2) було встановлено, що продуктивність праці є похідною

жає граничні витрати виробництва і характеризує наближено додат
кові витрати на виробництво одиниці додаткової продукції.

Граничні витрати залежать від рівня виробництва х  (кількість 
продукції, що виробляється) і визначаються не сталими виробничи
ми витратами, а лише змінними (на сировину, паливо і т.д.). Анало
гічно можна визначити граничну виручку (§ 2), граничний дохід, гра
ничний продукт, граничну корисність та інші граничні величини.

Граничні величини характеризують не стан (як сумарна або се
редня величини), а процес, зміни економічного об’єкта. Отже, по
хідна виступає як швидкість зміни деякого економічного об’єкта 
(процесу) за часом або відносно іншого досліджуваного фактора. 
Потрібно врахувати також, що економіка не завжди дає змогу вико
ристовувати граничні величини через неподільність багатьох об’єктів 
за економічними розрахунками і дискретність економічних показ
ників за часом (наприклад, річних, квартальних, місячних і т.д.). 
Разом з тим у ряді випадків можна не звертати уваги на диск
ретність показників і ефективно використати граничні величини.

Для дослідження економічних процесів і розв’язування інших 
прикладних задач часто використовують поняття еластичності 
функції.

Еластичністю функції Ех(у) називається границя відношення 
відносного приросту функції у до відносного приросту змінної х  при

Еластичність функції показує наближено, на скільки процентів 
зміниться функція у = f(x) при зміні незалежної змінної х  на 1 %.

обсягу виробленої продукції за часом, яка дорівнює lim ^ ( х ) вира

Ах —> 0:

(3)
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Зазначимо властивості еластичності функції.
1. Еластичність функції дорівнює добутку незалежної х  на темп 

зміни функції:

т, - І Ь и ї - ї .

тобто
Ех(у) = хТу. (4)

2. Еластичність добутку (частки) двох функцій дорівнює сумі 
(різниці) еластичностей цих функцій:

Ех( и и ) = Е х(и) + Ех(и), (5)

( и ' = Ех(и) -  Ех(и). (6)

Еластичність функцій застосовується при аналізі попиту і спо
живання. Наприклад, еластичність попиту у відносно ціни х  (або 
доходу х) — коефіцієнт, що визначається за формулою (3), який по
казує наближено, на скільки процентів зміниться попит (обсяг спо
живання) при зміні ціни (або доходу) на 1%.

Якщо еластичність попиту (за абсолютною величиною) |£х(і/)| > 1, 
тоді попит рахують еластичним, якщо |Ех(у)| = 1 — нейтральним, 
якщо |£х(і/)| <1 — нееластичним відносно ціни (або доходу).

Приклад 1. Залежність між витратами виробництва к і обсягом 
продукції х  можна виразити функцією к = 50дг -  0,05дг3 (гр. од.). 
Треба визначити середні і граничні витрати при обсязі продукції 
10 одиниць.

Функцію середніх витрат (на одиницю продукції) можна вирази

ти відношенням кх = — = 50 -  0,05дг2 при дг = 10. Середні витрати
х

(на одиницю продукції)

кх (10) = 50 -  0,05 102 = 45 (гр. од.).

Функцію граничних витрат можна виразити похідною к'(х) = 
= 50 -  0,15х2 ; при х  = 10 граничні витрати становлять: к'(х) = 50 -  
-0 ,15  Ю 2 = 35 (гр. од).

Отже, якщо середні витрати на виробництво одиниці продукції 
становлять 45 гр. од., тоді граничні витрати, тобто додаткові затрати 
на виробництво додаткової одиниці продукції при даному рівні ви
робництва (обсязі виробленої продукції 10 од.), становлять 35 гр. од.

Приклад 2. Залежність між собівартістю одиниці продукції у (тис. грн) 
і випуском продукції х  (тис. грн) виражається функцією у = -0,5* + 80.
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Знайти еластичність собівартості при випуску продукції на 60 тис. грн. 
Згідно з формулою (3) еластичність собівартості

Ех(у) =
-0 ,5 л :

- 0 , 5 л: + 80 л: -1 6 0

П ри х  = 60 Ех=60(у) = -0 ,6  , тобто при випуску продукц ії на 
60 тис. грн збільшення його на 1% призведе до зниження собівар
тості на 0,6% .

П риклад 3. Обсяг продукції и , вироблений бригадою робітників, 
можна описати рівнянням

5 15и -  —  £3 + —  і 2 + 100* + 50 (од.), 1 < £ < 8,

де t — робочий час, год. Обчислити продуктивність праці, швидкість 
і темпи її зміни через годину після початку роботи і за годину до її 
закінчення.

Продуктивність праці виражається похідною

z(t) = u\t)  = - - t 2 + 15f + 100 (од./год.).
2

а швидкість і темп зміни продуктивності — відповідно похідною 
z \t)  і логарифмічною похідною Т (f) = [lnz(f)]:

T j t)  = z \ t)
z(t)

-5 t  +15

-  J f 2 +15*+ 100

2 t - 6  
t 2 - 6 t -  40 (ОД./ГОД.),

де z'(t) = -5 t  + 15 (од./год.2),
У задані моменти часу f j = l  і t2 = 8 - 1  = 7 відповідно маємо: 

z(l) = 112,5 (од./год.), z '(l) = 10 (од./год.2), 7;(1) = 0,09 (од./год.),

і

г(7) = 82,5 (од./год.), г'(7) = -20  (од./год.2), 7,г(7) = -0,24 (од./год.).

Отже, на кінець роботи продуктивність праці суттєво знижуєть
ся; при цьому зміна знаку г'(і) і Т,(£) із “плюса” на “мінус” свідчить 
про те, що підвищення продуктивності праці в перші години робочо
го дня змінюється її зниженням в останні години.
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_ 0

Приклад 4. Дослідно встановлено функції попиту g = —-----  і
р + 2

пропозиції в = р + 0,5 , де g І 8 — кількість товару відповідно купле
ного і пропонованого на продаж в одиницю часу; р  — ціна товару. 

Знайти:
а) рівноважну ціну, тобто ціну, при якій попит і пропозиції врівно

важуються;
б) еластичність попиту і пропозиції для цієї ціни;
в) зміну доходу при підвищенні ціни на 5% від рівноважної.

а) Рівноважна ціна визначається з умови g = в; -  = р + 0,5 ,
р  + 2

звідки р = 2 , тобто рівноважна ціна дорівнює 2 гр. од.
б) Знайдемо еластичність з попиту і пропозиції за формулою (3):

Ep(g) = - 6р
(Р + 2)(р + 8) ;

Ep(s) = 2 Р
2р + 1

Для рівноважної ціни р = 2 маємо
Ep=2(g) — 0,3; E p=2(s) — 0 ,8.

Оскільки здобуті значення еластичності за абсолютною величи
ною менші за 1, тоді і попит, і пропозиції даного товару при рівно
важній (ринковій) ціні нееластичні відносно ціни. Це означає, що 
зміна ціни не призведе до різкої зміни попиту і пропозиції. Так, при 
підвищенні ціни р на 1% попит зменшиться на 0,3% , а пропозиція 
підвищиться на 0,8% .

в) При підвищенні ціни р на 5% від рівноважної попит змен
шиться на 5 • 0,3 = 1,5% , отже дохід зросте на 3,5% .

Приклад 5. Як пов’язані граничні і середні повні витрати підприє
мства, якщо еластичність повних витрат дорівнює 1?

Нехай повні витрати підприємства у виражаю ться функцією 
у = f (x ) , де х  — обсяг продукції, що випускається. Тоді середні вит

рати у1 на виробництво одиниці продукції ух = — . Згідно з форму
лою (6) еластичність частки двох функцій дорівнює різниці їх елас
тичностей, тобто

Ех(Уі) = Ех У = Ех( у ) - Е х(х) = Ех( у ) -1 .

З умови Ех(у) = 1, отже Ех(уг) = 1 - 1  = 0 .
Це означає, що зі зміною обсягу продукції х  середні витрати на

одиницю продукції не змінюються, тобто у. = — = с, звідки у = сх.
1 XГраничні витрати підприємства визначаються похідною у' = с. Отже,
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У -У \ у тобто граничні витрати дорівнюють середнім витратам (за
уважимо, що це твердження справедливе лише для лінійних функцій 
витрат).

Контрольні запитання і завдання

1. Сформулюйте означення похідної функції у = f(x) у точці х0.
2. У чому полягає геометричний, механічний та економічний зміст 

похідної?
3. Запиш іть рівняння дотичної до графіка функції у = f (x ) , яка 

має похідну в точці з абсцисою х0.
4. Що можна сказати про неперервність функції, яка має похід

ну в точці х 0 ?
5. Сформулюйте означення лівої та правої похідних. Дайте гео

метричну інтерпретацію.
6. Що таке похідна другого, третього, п-го порядку функції?
7. Дайте означення диференційовності функції в точці.
8. Що таке диференціал функції у = f(x) у точці х 0, диферен

ціал незалежної змінної ле?
9. У чому полягає геометричний зміст диференціала?

10. Для якої функції диференціал збігається з її приростом?
11. Як застосовують диференціал до наближених обчислень?
12. Що ми розуміємо під інваріантністю форми першого дифе

ренціала?

Приклади розв’язування задач

6.1. Не користуючись формулами диференціювання, знайти похідні 
функцій:

а) у -  2х3 + 5ле2 -  ї х  -  4; б) у -  4х .
а) Надамо аргументу х приріст Ах * 0 . Тоді у отримає приріст 

Ау :
у + Ау = 2(х + Але)3 + 5(ле + Але)2 -  7(ле + Але) -  4.

Знайдемо приріст функції:

А у = [2(ле + Але)3 + 5(ле + Але)2 -  7(ле + Але) -  4 ]-  [2ле3 + 5ле2 — 7ле — 4 ] =
= 6ле2Дле + блеАле2 + 2Але3 + ЮлеДле + 5Але2 -  7Але.

Складаємо відношення

—  = бле2 + блеАле + 2Але2 + Юле + 5Але -  7.
Але
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Знаходимо границю цього відношення при Ах —> 0 '

lim ^  = lim (6х2 + бхАх + 2Дх2 + 10* + 5Дх -  7) = 6 х 2 +10* -  7.Дх->0 Ду Дх->0
б) Знаходимо приріст функції:

А у  = у/х + Ах -  у[х.
Звідси

А у  _  у і х  + Ах -  у[х 
Ах Ах

Похідні та диференціали__________________________________________

Отже,

,. Ау л. ліх + Ах -  у[хlim —-  = lim
Д х->0 Д у  Дх->0 Ах

у' = lim х  + А х - х
Дї-'° (Ax)(Jx + Ах + л/х) 

6.2. Знайти похідні функцій:

а) у  = •Jlnx  +1 + ln(Vx + 1) ;

lim ,----
Д Х - °  J x  +

_1______ 1
Дх + yfx 2 4х

б) у = cos5 х ;

в) j/ = ln tg  І  ;

г)
sin2 X

у = і ;
V cos 2л:

д) у  =  Х с°*2 х ;

е )  х 3 +  I n  у  -  х 2е у =  0  ;

j x  = t3 +3t + 1,
Є jy  = 3f5 + 5*3+ l.
а) При диференціюванні потрібно врахувати, що перший доданок 

є степеневою функцією ( у  = yfü) , її аргумент — сума логарифмічної 
функції і сталої (ц = Іпх + 1), а другий доданок — логарифмічна 
функція ( у  = 1п и  , де и  = у [ х  + 1) :
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У =

1 1

— .. 1 . (іпл: + і)  + - = І — (V *+ l) =
2^\пх + 1  V jc -h 1 v

2>/іпл: +1 * (V* + 1)2V* 2<Jx { ^ х ( \п х  + 1) V * + l

б) Це складна функція виду у = и5, де и = cos л: (и називається 
проміжним аргументом). Використовуючи формулу диференціюван
ня складної функції, дістанемо

у х = {ub)'u{cosx)'x = 5w4( -s in x )  = -5 co s4 дгвіпл:;

в) Тут також  складна функція у = In и 9 де и = tgu, и = —. Тоді
2

у; = (lnu)^(tgu); 

і  і
и cos2 v 2 
1

tg  ̂  cos2(!) siruc

г) Згідно з правилом диференціювання частки двох функцій 

, _ (sin2 xYyfcos2x -  s in 2 x(yjcos2л:)'
cos 2x

Враховуючи, що

(sin2 xY = 2 sin x(sin xY = 2 sin x  cos * = sin 2x,

(Vcos 2л:)' =

отримаємо
2 Vcos 2 л:

(cos 2л:)' =
2 Vcos 2 л:

(-sin2^)(2x)' = - sin 2л: 
Vcos 2 л:

</=
sin 2л: со82л: 

Vcos3 2 л:

д) За правилом диференціювання степенево-показникової функції

у' = cos2 л: • л:с°з2 дс"1 + л:соя2х • In л:(сов2 л:)'.
Враховуючи, що (cos2 л:)' = -2  cos х  sin х = -  sin 2л:, дістанемо після

перетворень

У = х
{ 2 COS X - I n  л: sin 2л:
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Можна було б попередньо прологарифмувати заданий вираз за 

основою е:
In у = cos2 х \ п х ,

а потім продиференціювати обидві частини останньої рівності по х . 
Оскільки у є функцією від х , то In і/ є складною функцією х  і

(lnj/)' = і  у' • Отже,

— = -2  COS JC sin JC In JC + cos2 X  — .

Тобто

V = У
f  2 COS X -  2 cos x  sin * In jc

= X cos л: -  sin 2x In лг

е) При диференціюванні неявної функції враховуємо, що у — фун
кція від х .

Отже, (Іпу)' = ~~У'* (х2еуУ = х 2еуу' + 2хеу.

Диференціюємо по х  обидві частини рівності:

тобто

Зх2 + ^ - - х 2еуу ' - 2 х е у = 0 , 
У

, = (2xev_ - 3 x 2)y
1 - х 2уеу

є) За правилом диференціювання функції, заданої параметрично,

а тому знайдемо

Отже,

у' = ^ -Ух х ’,

y't = 15f4 + 1 Ы 2’, 

х\ = Зі2 + 3.

Ух =
151* + 1512 = 512.

3t2 +3
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6.3. Обчислити значення похідної функції у = ї(х) при х  = — :
4

а) у = ех sin х ; б) у = In <Jl + c tg2x  .
а) Попередньо знайдемо похідну заданої функції: у' = (ех sin *)' =

= ех s in x  + ех cosx  , а потім обчислюємо її значення в точці ^ = т  :4

п
У 14

= є* sin — + cos — 
4 4

\  Е  
-  Р А

[ Я  Л ї— с
) 2 + 2 ’ ̂ /

f l - ' S ' * ' .

б) Попередньо зазначимо, що у = — In (1 + ctg2* ) . Тепер
2

, 1
У  =  ~ 1 (l + c tg 2x)' = ^ ---- — r-2 c tg x. „ 02х)' = -

2 1 + c tg 2x 2 1 + c tg 2x
1

sin X)
= - c tg x ;

Отже. У }= _ct& | =

6.4. Задано криву у = —х 2 - х .  Скласти рівняння дотичних: в
4

точках перетину її з прямою З* + 2у -  4 = 0 ; паралельно і перпенди
кулярно до цієї прямої.

Знайдемо точки перетину двох ліній, розв’язавши систему рівнянь:

х 2
у = т - Х,

Зх + 2у -  4 = 0,
ЗВІДКИ

= 2, \х2 = -4,

У і  = " І . 1 У г  = 8-

Знайдемо похідну функції і/' = — х  -  1 . Значення похідної в знай-
2

дених точках у'(2) = 0 ; у '(-4) = -3  .
Рівняння дотичних згідно з формулою (15) (гл. 3)z/ + l  = 0 i z / - 8  = 

= —3(jc -I- 4) або Зх + у + 4 = 0.
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Кутовий коефіцієнт заданої прямої к = —  , а дотичної, паралель-
2

ної заданій прям ій  і перпендикулярної до неї, — відповідно 
З 1 2ь = И = —  і кл = —  = — . Тому точки, в яких дотична до кривої 

3 2 £ З
паралельна заданій прямій і перпендикулярна до заданої прямої, 
знаходяться з рівнянь

,,, , 1 1 3 , 1 2Т (х) = — х - 1  = — , f  (х) = — х - 1  = —,
2 2 2 З

звідки відповідно х х =  -1  І Х 2

одержаних точках /(-1 ) = — і /
4

Знайдемо ординати кривої в

5
9

Рівняння дотичних

5 з ,у —  = — (х + 1),
* 4 2

або 6л: + 4і/ + 1 = 0 і !/ + -- = -|  (л: -  ^ ) ,  або 6л: -  9у -  25 = 0 .
9 3 З

6.5. Знайти приріст і диференціал функції у = 2л:2 -  Зл: при х  = 10 
і Ах = 0,1.

Приріст функції

Ay = f ( x  + Ах)  -  f ( x )  = [2(л: + А х )2 -  3(jc + Ajc)]— [2л:2 -  Зл:] =

= Д*(4л: + 2Дл: -  3).
Диференціал функції

dy = f'(x)Ax = (4 л: -  3)Дл:.
При х  = 10 і Ах = 0,1 маємо Ау = 3,72 і dy -  3,70. Р ізниця між 

Ау і dy становить лише 0,02, або 0,5% .
6.6. Знайти диференціал функції

у = — л/49 -  л:2 + —  arcsin —.
* 2  2 7

dy = f \ x )  • dx = - V 4 9 -
2

2  *x z + 1  / о 4 49 1, (~2x) + --------
2 2>/49 -  д:2 2

' H

йл: =

= y l4 9 -x 2dx.
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6.7. Обчислити наближено: a) sin 46°; б) 0 .6 ,64 . 
а) Прийнявш и f(x) = sin х  , знайдемо f'(x) = cos х  і відповідно до 

формули про наближені обчислення

sin(x + Ах) = sin х  + cos хАх .

Враховуючи, що sin 46° = sin(45° + 1°) = sin

x = & і Ax = - Гс-  .
4 180°

Тоді

( к  к і — + ------  , візьмемо
{4 180° J

(
sin 46° = sin к— + 

4
V 180°

. n~ sin — + 
4 180°

• cos — = 
4

я i +
180

б) Отримаємо спочатку наближену формулу для обчислення ко
ренів будь-якого п-го степеня. Покладаючи f(x) = у[х , дістанемо

і відповідно до § 6

або

1 і  
Ґ(х) = —х п

ТІ
Ух
пх

ЛІХ + Ах ~ у[х
пх

tyjx + Ах =

У заданому прикладі

\!х + Ах « •

1 + ^  пх

1 + ^
4х

За л: візьмемо число, найбільш близьке до 16,64, але щоб було 
відоме 4 х у при цьому Ах має бути достатньо малим. Очевидно, тре
ба взяти х  = 16 , Ах = 0,64 (проте, наприклад, не х  = 9, Ах = 7,64). 
Отже,

Уіб,64 « УЇ6 1 +
0,64 
4 16

= 2 1,01 = 2,02.

З допомогою диференціала можна розв’язати задачу визначення 
абсолютної та відносної похибок функції за заданою похибкою зна
ходження аргументу. Нехай потрібно обчислити значення заданої 
функції у = f(x) при деякому значенні аргументу хх , дійсна вели
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чина якого невідома, а відоме лише його наближене значення х  з 
абсолютною похибкою |Ajc| = \х -  х 11. Якщо замість дійсного значен
ня f(x і) візьмемо величину f ( x ) , то ми припустимося похибки:

|/(*) -  )| = \ty\ ~ d y  = f'(x)Ax.

При цьому відносну похибку функції 8у = 

(при достатньо малих А х ) за формулою

8У  =

dy Ґ(х)Ах xf'ix) Ах
У У fix) fix) X

можна обчислити

(7)

або

5у = |£x (j/)|5x,

д е | £ х (г/)| — еластичність функції (за абсолютною величиною); 8* = —  —

відносна похибка знаходження аргументу х.
6.8. Витрати бензину у (л) автомобіля на 100 км ш ляху залежно 

від ш видкості х  (км /год .) описуються функцією  і / = 1 8 -0 ,3 *  + 
+ О.ООЗдг2.

Оцінити відносну похибку обчислення витрат бензину при швид
кості х  = 90 к м / год з  точністю до 5 %.

Знайдемо еластичність функції (за абсолютною величиною)

xf'ix) jc(-0,3 + 0,006*)
fix) 18 -  0,3x + 0,003x2\е Л у )\ =

При х  = 90 |£ і =90(і/)| = 1,41, і за формулою С 7\ о і п п л п п а  n n v u f i v a

5у = 1,41-5 «7,1% .
6.9. З якою точністю можна обчислити об’єм кулі, якщ о її радіус 

виміряний з точністю до 2 % ?

Об’єм кулі радіуса х f(x) = ^  пх3. Знайдемо f \ x )  = 4ял:2:
о

|я д /) |
x f '(x )
fix)

х4кх2 = 3 ,

і за формулою (7)
8г/ ~ 38л: = 3 -2  = 6 % .

Значним недоліком застосування диференціала в наближених 
розрахунках є неможливість обчислення значень функцій з наперед 
заданою точністю. Цього недоліку немає при використанні рядів.
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Задачі і вправи для самостійної роботи

Знайти похідні функцій.

6.10. у =
( Л , 2 Л51 + X

1 + х

6 .1 2 .  у  =  З х 3 Іпл: - л : 3.

, х(1 + х 2)

6.16. у  = X3 In2 X.

6.11. у = х 4(81п2 х  -  4 In х + 1). 

6.13. у  -  ^ 2  + € * х  +  -УЗ.

6.15. у = і](1 + Зх2)3.

•Jx2 + 2х6.17. у = 1п-
JC + 1

6.18. і/ = {42х -  1). 6.19. у ~ 1ii(3jc2 + V9л:4 + 1).

2л:+ 1
6.20. і/ = sin(x3 + 2*). 6.21. 1/ = ln tg  — - — .

6.22. y = ln . r  + SinX. 6.23. у = 2 ^ .
V 1 -  sm х

6.24. 1/ = 10xtex.
1 .  ̂ х  cos л:

6.25. y = - l n t g ~ -  ,
2 2 2 sin2 x

6.26. у = 2arc sin —1=- -  л/2 + 4x -  x 2.
V6

6.27. 1/ = cosxV l + sin2 x. 6.28. у = > l l - x 2 arccos x.

6.29. у = arc tgV4x2 - 1 .  6.30. 1/ = log2 sin2 x.

6.31. у = - c tg 2- ^ - 2  ln sin

Знайти похідні функцій і обчислити їх значення при х  = х 0.

h - x 2
6.32. 1/ -  у j  + ’ *о = !•

2х3 -  Зх + >/х - 1
6.33. у = хп = -  .

X
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6.34. у = з іп хе“ 81, *о = тг- 6.35. у = ІП41 + ЬЄХ, х 0 = 0.
2 V1 ~

6.36. Скласти рівняння дотичної до кривої у = х 2 -2 х :
а) в точках перетину її з прямою Зх + у -  2 = 0 ;
б) паралельної цій прямій і перпендикулярної до неї.
6.37. Знайти кут між  кривими у = х  -  х 3 і прямою у = Ьх.

6.38. Тіло рухається прямолінійно за законом s(t) = 4M -З 
t + З де s

вимірюється в метрах, а £ — у секундах. Знайти швидкість і приско 
рення тіла в момент £ = 6.

Знайти похідні від неявних функцій.

6.39. х 3 + у 3 -  Зх у = 0.

6.40. si п(у - х 2) -  In (у -  х 2) + 2у)у - х 2 - 3  = 0.

6.41. х у2 + у 2 In х  - 4  = 0. 6.42. х  sin у + у sin х  = 0,
Знайти похідні від функцій, заданих параметрично.

6.43.
х -  a cos t9 
у — a sin t.

6.44. х  = е 1 sin t , 
у = ех cos t.

6.45. Знайти приріст і диференціал функції у = х 2 + 2х + 3 у точці 
х = 1 при Ах = 0,2 .

6.46. Обчислити приріст і диференціал функції у = х 3 -  х  у точці 
х - 2  при

а) Ах = 0,01; б) Ах = 0,1.

6.47. Знайти абсолютну похибку |Ay -  dy\ і відносну похибку

\Ау - d y
I Аі/

які допускаються при заміні приросту функції її диферен-

ціалом в задачі 6.46.
6.48. Знайти диференціали заданих функцій:

а) у = Varcsinx + (arctgx)2;

б) у = 2 С08Х; в) у = C0S *;■ •
1 - х

6.49. Використовуючи поняття диференціала, обчислити: 

а) a rcsin0,51; б) cos 61°; в) \fs3; г) е1,03.
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6.50. Використовуючи поняття диференціала, з ’ясувати, з якою 
точністю необхідно виміряти радіус круга, щоб його площу можна 
було визначити з точністю до 10 %?

Використовуючи поняття диференціала, визначити, на скільки 
процентів зміниться величина степеня 2 ,13*1 при зміні основи степе
ня на 5 %.

6.51. Обсяг продукції и  (ум. од.) цеху протягом робочого дня є 
функцією

и  = -* 3 -  Ыг + 75* + 425,
де £ — час, год. Знайти продуктивність праці через 2 год. після по
чатку роботи.

6.52. Залежність між витратами виробництва у (гр. од.) і обся
гом продукції, що виробляється, х  (од.) виражається функцією

у = 10* -  0,04л:3.
Визначити середні і граничні витрати при обсязі продукції, що 

дорівнює 5 од.
6.53. Ф ункції попиту £ і пропозиції в від ціни р  виражаються 

відповідно рівняннями
£ = 7 -  р і я = Р + 1.

Знайти:
а) рівноважну ціну;
б) еластичність попиту і пропозиції для цієї ціни;
в) зміну доходу (в процентах) при підвищенні ціни на 5 % від 

рівноважної.

Відповіді до глави 6

2  \  4

6.10. 5(Х +2х 1)(1 + * } . 6.11. 32х3 1п2 х. 
(1 + х )6

6 . 1 2 .  9 х 2 1п д г . 6 . 1 3 .
\](2 + еіх)3

. 6 . 1 4 .
2х4 -  Заг2 - 1  

х(х* - 1)

6 . 1 5 .
9х

2л/Г+ Зд:
г. 6 . 1 6 .  х 21п д;(31п х + 2). 6 . 1 7 .

х(х  + 1)(х + 2)

6 . 1 8 .  є * 2* .  6 . 1 9 .  , 6 *  . 6 . 2 0 .  (Зх2 + 2 дг1п 2 ) с о 8 ( х 3 + 2 * ) .
уІ9х* +
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6.21. 9у X 1 1 Х 1 у» у   1
соз ес-------- . 6.22. — . 6.23. 2 1пх • . 1п2.

6.24. 10х*вх ІпІО х Х+ ---- г

совх
\

1п2 X

С08 X

6.26.

6.28.

6.30.

V 2 + 4 Х -Х 2
. 6.27. -

. 6.25.

2 віл3 х

8ІП3 X

7 Г 7 в іп  X
\

1 +
л/ГТ

г агс сов х . 6.29.
суі4х 2 - 1  ’

1п2
^ х .  6.31. с іг 3 - .  6 .3 2 .0 . 6.33. 13.

6.34. есоах(со8х -  віл2 х); -1 .6 .3 5 . 

6.36.

12х -

■; 0,5.
2 соа2х

а) у + 1 = 0; 6х + у + 4 = 0; б) 12х + 4у + 1 = 0;

6.39.

6.42.

З в у - 4 9  = 0. 6.37. їе<р = - .  6.38. 0,13 м /с; -0 ,026  м /с2.
З

у' = (х2 -  ух  -  у 2). 6.40. у' = 2х. 6.41. у' = -
2х Іп х

, у СОЗ X +  81П у „ . . .у = - - ----------------- .  6.43. —сіб#. 6.44. е2'.
X соз у + ЗІП X

6.45. Аг/ = 0,84.

х = 1
Ах = 0,2

= 0,8 ;

х = 1 
Ах = 0,2

6.46. Ау = (Зх2 -  1)Дх + Зх(Дх)2 + (Ах)3; сіу = (Зх2 -  1)гіх;

а) Ау = 0,110601, йу = 0,11; б) Ау = 1,161, гіг/ = 1,1.

6.47. а) \Ау-йу\ = 0,000601; А у - й у  
А у

0,0055;

Ау - й у  
А У

б) |Ду -  <1у\ = 0,061; = 0,0526.
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6.48. а) 2агс Ьёх с1х;
2Л/а г с з т  х ( 1 - х 2) 1 + х

(х2 -1 )  в т  х  + 2х сов хб) - 2  • 1п2 • 8111 * йх; в)
сое X ( 1 - х 2)2

(1х.

6.49. а) 0,513; б) 0,485; в) 2,0125; г) 1,03<? * 2,8.
6.50. 5%; 15,5% . 6.51. 43 од./год. 6.52. 9 гр. од.; 7 гр. од.
6.53. а) 3 гр. од.; б) ЕрШ  = -0 ,75 ; Ер(в) = 1; в) +1,25 %.
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Глава 7. Застосування похідних до дослідження функцій

§ 1. Загальні властивості ф ункцій, неперервних на замкненому 
проміжку

Наводимо без доведення дві теореми, як і виражають істотні влас
тивості, притаманні неперервним функціям. У подальшому при до
веденні теорем спиратимемося на ці теореми як  на очевидні факти.

Теорема 1 (про найбільше й найменше значення функції). Якщо 
функція f ( x )  неперервна на замкненому проміжку [а, 6], то вона 
набуває на цьому проміжку принаймні один раз своєї найбільшої і 
своєї найменшої величини .

Строге доведення цієї теореми (як і наступної) грунтується на 
теорії дійсних чисел. Ми обмежимося поясненням її змісту, викори
ставши при цьому геометричне зображення функцій.

Теорема твердить, що коли функція f(x) неперервна на проміжку 
[а, 6], то існує на ньому принаймні одна така точка х х (рис. 47), що для 
всіх значень х  з проміжку а <х <Ь виконуватиметься нерівність

fix) < f(Xx).

Значення f(xx) — це найбільша величина функції f(x) на про
міжку [а, Ь]; її позначають літерою М:

fix,) = М .

За тих самих умов теорема твердить про існування принаймні 
однієї такої точки х 2 на проміжку [а, 6], що для всіх значень х  з 
розглянутого проміжку виконуватиметься нерівність

f(x2) < f(x).

Значення f(x2) — це найменша величина функції f(x) на про
міжку [а, Ь]; її позначають літерою т.
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Може здатися, що твердження теореми зовсім очевидне і триві
альне. Однак досить взяти відкритий проміжок (а, Ь) — і ми переко
наємося, що теорема стає неправильною. Розглянемо, наприклад, непе
рервну функцію /(х) = х 2 (рис. 48) на відкритому проміжку (-2 , 2). 
Вона набуває найменшої величини (нуль) у точці х  = 0, але не можна 
вказати таку точку, для якої функція має найбільшу величину. 
Справді, яку б не взяли ми точку х х лівіше правого кінця х  = 2 (або 
праворуч лівого кінця х  = -2 ), завжди знайдеться інша точка, напри-

клад х2 =
х л + 2

(посередині між х  = х х та х  = 2), в якій функція у = х2
має більшу величину, аніж у точці х  = х г  Якщо б точки х = -2  та х  = 2 
не були виключені, тобто якщ о б ми розглядали функцію у = де2 на 
замкненому проміжку [-2 , 2], існувала б найбільша величина функції 
4 (/(х) = 4) аж  у двох точках: х  = -2  та де = 2.

Якщо взяти, наприклад, функцію у = х 9 яка є неперервною в будь- 
якому відкритому проміжку, то неважко переконатися, що вона не 
досягає в ньому ні найбільшого, ні найменшого значення.

Теорема 2. Якщо функція f(x) неперервна на замкненому проміж
ку [а, Ь] і має на його кінцях протилежні знаки , тобто f(a) • f(b) < 0, 
то вона принаймні один раз стає нулем всередині цього проміжку.

Припустимо, що f(x) — неперервна функція на проміжку [а, Ь] і 
що /(а) > 0, a f(b) < 0 (рис. 49).

Теорема твердить, що існує принаймні одна точка ^ всередині про
міжку [а, Ь] така, що /(£) = 0. З рис. 49 видно, що перехід функції від 
додатного значення f(a) до значення f(b)9 зважаючи на неперервність 
кривої — графіка неперервної функції, відбудеться з обов’язковим 
перетином осі Ох принаймні в одній точці Розривні функції (рису
нок 50), взагалі кажучи, не мають цієї властивості. З теореми 2 як 
наслідок випливає третя важлива теорема про неперервність функції.
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Рис. 49 Рис. 50

Теорема 3 (про проміжні значення функції). Якщо функція fix) 
неперервна на замкненому проміжку [а, Ь] і має на його кінцях нерівні 
між собою значення fia) = А  і f(b) = В , то всередині проміжку вона 
набуває принаймні один раз будь-якого числа С, що міститься між 
А та В .

Д о в е д е н н я .  Нехай А  < В (припущення В < А  не змінює суті 
міркувань). Тоді А  < С < В.

Запровадимо допоміжну функцію

F(х) = f(x) -  С.

На проміжку [а, Ь] ця функція неперервна, бо неперервна на ньому, 
за припущенням, /(*). Однак F(a) = f(a) -  С = А  -  С < 0 і  F{b) = f{b) -  
-  С = В -  С > 0. Отже, за теоремою 2 функція F(x) стає нулем при 
деякому X = Ç. Тому

т  = т  -  с  = о,
тобто /(Ç) = С. Це й треба було довести.

Геометричний зміст цієї теореми такий: будь-яка пряма у = С, 
паралельна осі Ох, перетне графік функції f(x) принаймні в одній 
точці, якщо тільки С міститься між А = fia) та В = fib). На рис. 51 
маємо три таких точки: Ç2 та Ç3.

Теорему 3 часто формулюють так: неперервна функція , перехо
дячи від одного значення до іншого, набуває усіх проміжних зна
чень.

Звичайно, розривна функція не має такої властивості. Між зна
ченнями А1 та В2 (рис. 50) немає значення функції (вона їх не набу
ває), зображеної на цьому рисунку.
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У ‘
в = т

і

У = С

А = f(a)
1 ! ! ! ! 

! і і Іі і і і і і і і і і і і ї ї  Xі ! ! ! 1 1
0 а 2̂ 3̂ Ь

Рис. 51

Теорему 2 можна застосувати до наближеного обчислення коренів 
рівняння. Значення х  = xQ9 при якій  функція f(x) стає нулем, зветься 
коренем функції або коренем рівняння f(x) = 0.

§ 2. Теореми про середнє значення

Дослідження функцій за допомогою похідних грунтуються на 
деяких основних теоремах диференціального числення.

Теорема Р олля . Нехай функція / (х) неперервна на відрізку [a9b]9 
диференційовна на інтервалі (a9b) і f(a) = f(b) . Тоді існує принаймні 
одна точка с є (a9b) така , що f'(c) = 0 .

Д о в е д е н н я .  За теоремою 1 неперервна на [a9b] функція f(x) 
набуває на ньому найбільшого значення М  і найменшого значення т.

Якщо т = М 9 то / (х) — стала для всіх х е  (a9b) і за точку 
с є (a9b) можна взяти будь-яку точку інтервалу (a9b).

Якщо т < М 9 то принаймні одне із значень т або М  досягається 
у внутрішній точці с відрізку [а, Ь]9 тобто в точці, яка належить інтер
валу (a, b). Нехай, наприклад, у точці с функція f(x) набуває наймен
шого значення. Доведемо, що f \c )  = 0 . Дійсно, для досить малих 
Ах Ф 0 точка с + Ах є (а, Ь) , причому

Af(c) = f(c + A x )- f (c )>  0.

Тому при Ах > 0

т с ) > 0 ҐЛС) = limДл-м-О
Д №
Ах

> 0 ,
Ах
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а п р и  A jc <  0

Міс)
Ajc

< 0 і f'.ic) = limДх—»-О
А/(с)

A jc
< 0 .

Оскільки функція f(x) диференційовна в точці с, то f(c) =f\(c) = 
= f  -(c) -  0* Теорему доведено.

Геометрично теорема Ролля означає, що серед усіх дотичних до 
графіка функції у = f(x) знайдеться принаймні одна, паралельна осі 
Ох.

У точці с функція f(x) набуває найменшого значення (рис. 52).
Теорема Л агранжа. Нехай функція f(x) неперервна на відрізку 

[a9b] і диференційовна на інтервалі (а, Ь). Тоді існує принаймні одна 
точка с є (а,б) така, що

т  -  f(a)
b -  а = Пс).

Д о в е д е н н я .  Розглянемо на [atb] допоміжну функцію

F ( jc)  = fix) -  fia) -  f{p) f{a)ix  -  а).
о - а

Очевидно, F(x) задовольняє всі вимоги теореми Ролля. Вона непе
рервна на [a9b] як різниця двох неперервних на [a9b] функцій f(x)

і Да) + - ^ ^ —^ ^ ( j c - а ) ;  диференційовна на (a9b)9 причому F \x)  = 
b -  а

= f'iх) -  ~ ^(a) і Fia) = Fib) = 0.
b - a

Отже, за теоремою Ролля існує принаймні одна точка с є (а, Ь) 
така, що ^'(с) = 0 , тобто

Пс) - fib) -  fia) 
b - a

=  0 .
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Звідси
т  -  т

b -  а
= f'(c)9 що й потрібно було довести.

Геометрично теорема Лагранжа означає, що серед усіх дотичних 
до графіка функцій у = /(де) знайдеться принаймні одна, паралельна 
січній АВ, яка сполучає точки А(а, /(а)) і В(Ь9 /(5)). Справді (рис. 53),

відношення — ---------- є кутовим коефіцієнтом січної АВ, а /'(с) —b — а
кутовим коефіцієнтом дотичної до графіка, проведеної в точці 
(с,/(с)). Ці коефіцієнти рівні, отже, дотична і січна АВ дійсно пара
лельні.

З а у в а ж е н н я  1. Теорема Ролля є окремим випадком теореми 
Лагранжа, якщо /(а) = /(5).

З а у в а ж е н н я  2. Рівність f(b )- f(a )  = f'(c)(b -  а)9с є (a, b) 
називається формулою Лагранжа. Її можна записати й трохи інак
ше. Очевидно, що с = а + 0 (6 -а ) , де О < 0 < 1 .  Отже, / (6 ) - / ( а )  = 
= / '(а  + 0(6 -  а))(6 -  а ) , де 0 < 0 < 1.

Прийнявш и а = де, b = де + Дде, матимемо

A z / =  / ( д е  +  Д де) -  / ( д е )  =  / ' ( д е  +  0Д д е )Д д е ,

д е  0  <  0 <  1 .
Наслідок. Нехай функція /(де) диференційовна на проміжку X і 

/'(с) = 0 при будь-якому де є X , тоді /(де) на X  — стала. Дійсно, не
хай де0 — фіксована точка X, а де — його довільна точка. За теоре
мою Лагранжа /(де) -  /(де0) = /'(с) • (де -  де0) , де с — деяка точка, яка 
знаходиться між де0 і де. Оскільки /'(je) при будь-якому де є Х ,  то 
/'(с) = 0 ,  а тому /(де) = / ( де0 ) = С при всіх де є X.

Теорема Коші. Нехай функції /(де) і g(x) неперервні на відрізку 
[а, Ь] і диференційовні на інтервалі (а,6), причому g'(x) * 0 в усіх точ
ках х  є (а, Ь) . Тоді існує принаймні одна точка с є (а, Ь) така, що

№  -  /(а) ^ Пс) 
ё ( Ь ) - ё (а) 8 \с)

Д о в е д е н н я .  Спочатку зауважимо, що £(&) -  #(а) * 0 , оскільки 
у протилежному випадку (£(&) = £(а)). Згідно з теоремою Ролля, для 
функції 8(х) знайдеться принаймні одна точка с є (а, Ь) така, що 
8'(с) = 0. А це суперечить тому, що 8 '(с) ф 0 в усіх точках (а,Ь). Далі 
розглянемо на [а ,Ь] допоміжну функцію

F(x) = /(je) -  /(а) - №  -  /(fl) 
£(6) -  g(a)

(g(x) -  £(а)).

Очевидно, F(x) задовольняє всі вимоги теореми Ролля. Вона непе
рервна на [а, Ь] як  різниця двох неперервних на [а, 6] функцій /(де)
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і №  + - 7̂ 7 ;— ^ 7 (g(x) -  g(a)); диференційовна на (а, Ь), причому 
g(b) -  g(a)

Г(ж) = / '( * ) -
т - т
g(b) -  g(a)

g'(x)

і Л « ) = РФ) = 0.
Отже, за теоремою Ролля, існує принаймні одна точка с є (а,Ь) 

така, що 2?'(с) = 0, тобто

Пе) - Hb) -  f(a)
т  -  g(a)

8'(е) = 0.

Звідси, оскільки g'(c) * 0, дістанемо формулу Коші

т  -  Па) _ Пс)
g(b) -  g(a) g'(c) ’

с є (a,b),

що й потрібно довести.
З а у в а ж е н н я .  Теорема Лагранжа є окремим випадком 

теореми Коші, якщо £(*) = х.

§ 3. Правила Лопіталя

При дослідженні функцій часто виникає потреба знаходити гра-
№

ниці дробу
8 ( Х )

чисельник і знаменник якого при х —> а пряму-

ють до нуля або до нескінченності. Знаходження таких границь на
зивають розкриттям невизначеностей. Найбільш простими й ефек
тивними методами розкриття невизначеностей є правила Лопіталя. 

Теорема 1 (перше правило Лопіталя). Нехай функції /(де) і £(дс)
диференційовні на інтервалі (а, b); lim /(де) = lim £(де) = 0 і g \x )  ф 0

х - » а + 0  х -ь а + О
на (а, b). Тоді якщо існує (скінченна або нескінченна) границя

limх->а +
Пх)  

0 8'(х)
= К,

fix) . . ,. f(x)то границя ііш ------ також існує і hm ------= К.
г->а+0 g(x) ' ^ e+0 g(x)

Д о в е д е н н я .  Нехай де є (а, Ь) і < К  < +оо. Довизначимо 
функції /(де) і g(x) у точці а, поклавши /(а) = g(a) = 0. Тоді вони, 
очевидно, стануть неперервними на відрізку [а, де] і задовольняти
муть на ньому всі вимоги теореми Коші (див. § 2). А тому знайдеть
ся така точка с є (а, де), що
9 Васильченко І. П.
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/(*) _ /(*) -  №  _ f \c )  
g(x) g(x) -  g(a) g'(c) '

Якщо х —> а + О, т о й  с —> а + 0. Переходячи до границі в ос
танній рівності, маємо

lim f(x) = lim
х-»а+0 g(x) е-

... ф .  = И т  т
a+0g(c )  x - + a + 0 g (  х)

= к ,

що й потрібно довести.
З а у в а ж е н н я  1. Теорема 1 доведена для правих границь. 

Вона лишається істинною й для лівих і до границі взагалі.
З а у в а ж е н н я  2. Твердження теореми 1 залишається в силі,

якщ о а = о о ( + о о ) . Дійсно, візьмемо, наприклад, а = °о. Нехай і = — і

F(t) = f ~t |, G(t) = в -  1, ТОДІ

lim Ü 5 i  = lim = lim Е ф  
x-’“ g(x)  «-о G(t) G (t)

= lim
X —

f \ x )
* '( * ) ’

При розкритті невизначеностей іншого типу діє теорема, яка на
водиться без доведення.

Теорема 2 (друге правило Лопіталя). Нехай функції f(x) і g(x) 
диференційовні на інтервалі (а , b); lim /(je) = lim g(х) = <*> і

х - » а  +  0  х - > а + 0

g'(x) ф 0 на (а, Ь). Тоді, якщо існує ( нескінченна або скінченна) гра-
г  Ґ(х) v  r  f(x)н иця  lim ——  = К , то границя  lim ------ також існує і

х“>а+° g (Х) х —> а + 0  g(X)

lim = К.
х - а  + 0  g(X)

Зауваження до теореми 1 залишаються в силі і для теореми 2. 
Трапляється, що для похідних /'(je) і g'(x) виконуються умови однієї 

з теорем; тоді правила Лопіталя можна застосовувати повторно:

lim
х —ю

fix)
g(x)

= lim
х  —>а

f \ x )
g'(x)

= lim
x  —>a

f \ x )  
g \x )  "

Взагалі при виконанні відповідних умов цю процедуру можна 
застосовувати кілька разів.

Теореми 1 і 2 застосовуються до випадків, коли обидві функції 
/(*) і g(x) при х —> а прямують одночасно до нуля або до нескінчен
ності.
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Відповідно знаходження lim
х - * а

о °°
значеностей типу — або — .

0  ° °

/(*>
віх)

називають розкриттям неви-

0За допомогою тотожних перетворень до основних випадків — або
оо
— можна звести й невизначеності інших типів: 0 • <»,°о -  ©о, о , 1 .
оо

Невизначеність 0 • ©о, тобто добуток f(x)g(x) , де lim f(x) = 0,

0 х->а оо
lim g{x) = оо, зводиться до вигляду — або — за формулами
х - + а  0 оо

f(x)g(x) = f ix): 1 , або f(x)g(x) = g(x) : 1
віх) fix)

Невизначеність оо -  оо зводиться до вигляду — за допомогою пе
ретворення

/(*) -  віх) = Івіх) fix) J fix)gix)

Невизначеності 0°, 1°°, °°0 мають місце при розгляді функцій 
Ы ] Ля), якщо функція /(х) прямує відповідно до 0, 1 і -и» , a g(x) 
— відповідно до 0 ,00 і 0, якщо х —> а . Як правило, використовується 
рівність

\f{x)]*x) = eg(x)lnf(-x)
і справа зводиться до розкриття невизначеності вигляду 0 • оо у по
казнику.

Приклад 1. Знайти такі границі:

а) lim

б) lim

е2х- 1
arctgöjc 
ln2 Xі

х  —►  “

в) lim tgx -  sin х

а) Чисельник і знаменник прямують до нуля, якщо х —> 0, а тому

маємо невизначеність типу — . Використаємо правило Лопіталя, тоб
то розглянемо границю відношення похідних заданих функцій:
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_ 2 х - 1lim —----- — = lim -
х-̂ о arctgöjc

2е2 х

5

оскільки е2х —>1 і

1 +  2 5 * 2 

1, якщ о х  —> 0.

2
5 ’

1 +  2 5 * 2
о о

б) Невизначеність типу — . Застосовуючи двічі формулу Лопіта-
о о

ля, дістанемо

lim *П 0Х = lim
21n jc

х  2 Л. lnjc 2 л.—- - - = — lim —— = — lim- х  _=  0 .
х ~ З х 2 3  х - >о° jc 3 3  ^ - >о° 3 jc2

На кожному етапі застосування правила Лопіталя слід користу
ватися тотожними перетвореннями, які спрощують відношення, а 
також комбінують це правило з будь-якими іншими способами об
числення границь.

1______ _ „
1 -  cos3 Xв) lim

х - » 0

tgjc -  sin X = lim
2  — cos х  1

cos * = — lim :
Зх2 3  x ~*° x 2 cos2 x  *

Звільнимо знаменник дробу від множника cos2 х у оскільки він 
має границю 1 при х —> 0 . Розкладемо чисельник як  різницю кубів

1 -  cos3 х  = (1 -  cos jc)(1 + cosjc + cos2 x)
і звільнимо чисельник від множника (1 + cosjc + cos2 jc), який має 
границю З при х —> 0. Після таких спрощень дістанемо

.. tgx -  sin х л. 1 -  cos хl im --------------- = lim ------- -----
x - » 0

Sin JC= lim
x-*o 2jc

1
2 ‘

Використовуючи першу важливу границю, отримаємо остаточну

відповідь -т вже без правила Лопіталя._ z
Приклад 2. Знайти границі:

а) lim (x 2 In х);

б) Ііш ( — -------—
ех - 1

в) lim  хвіпІ;
х - > 0

г) lim (tgx)2x~*;
- І
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( 1 \2х

д) Иш 1 + —
X

а) Тут ми маємо невизначеність типу 0 • Представимо добуток
оо

у вигляді частки, а потім, здобувши невизначеність типу —, засто-
ОО

суємо правило Лопіталя:

lim (*2 ln *) = l i m ^ ^  = lim х  = -  — lim * 2 = 0.ж-»0 ж-»0 ж->о 2_ 2
2 3* *

б) Це невизначеність типу оо-оо. Для того щоб знайти границю 
функції, приведемо дроби до загального знаменника, а потім, отри-

0
мавши невизначеність типу —, застосуємо правило Лопіталя:

рх - 1 - У
l i m------------- = l im -

ех - 1 = l im - 1
х(ех -  1) ех -  1 + хех х~*° ех(2 + *) 2

в) Це невизначеність типу 0°. Позначимо дану функцію через у,
тобто у = *8ШХ, і прологарифмуємо її:

, , In *In у = sm * In * = —-— .

sin *
Обчислимо границю логарифма даної функції, застосовуючи пра-

оо

вило Лопіталя (тут маємо невизначеність типу — ):
оо

1
In* .. хlim lnz/ = lim- „

ж -> 0  ж - » 0  1
= lim-

ж -» 0
= -  lim sin2 *

sm *
ґ

= - l im

sin2 *

ж->0
s in * • sin *

V
cos*

• cos*

= 0.

* c o s*

Отже, hm у = е° = 1.
ж—>0

г) Це невизначеність типу «>0 . Візьмемо ( tgx)2x~* -  у і пролога
рифмуємо:

In у = (2* -  п) ln tg*  = *П .

2 х - п
Застосувавши правило Лопіталя, дістанемо:

lim 1п у = lim = lim tgX \ cos2x = -  lim .
1 х->д 1 o x-5 2 s in x c o s x

2x -  n (2x -  к)2
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Звільнимо знаменник від множника sin ж, оскільки він прямує до

1, якщо х  —> Щ :Сі

- 1і т (2* - * )2
2COSJC

= -  Ііт  2(2? Я) 2 =0,
-2 sim c

тобто І і т  у = е° = 1.

д) Це невизначеність типу 1~. Введемо позначення
\2х

У= 1 + -  х

Тоді 1п у = 2х • Іп^І + і  ̂  е невизначеністю типу ©о . 0 . Перетвори

мо вираз 1п у до вигляду

ІП у = 2- 1
X

Згідно з правилом Лопіталя отримаємо

1 і л

lim In у = 2 І і т
і + і

= 2 Ііт =  2 .
' 1 + •

Отже, І і т  у = И т
V

§ 4. Дослідження функцій

Умови монотонності функцій
Означення 1 . Функція f(x) називається зростаючою (спадною) 

на деякому проміжку X, якщо для будь-яких х19х2 є X  (хх < х2) ви
конано нерівність f(xx) < f (x2) (відповідно f(xx) > f(x2)).

Теорема 1 (достатні умови монотонності). Якщо функція f(x) 
диференційовна на проміжку X  і f'(x) > 0 (f \ x ) < 0) на X, то функ
ція f(x) зростаюча (спадна) на цьому проміжку.

Д о в е д е н н я .  Нехай для конкретності f \ x )  > 0  на X  і х х, х 2 — 
будь-які точки з X , причому х х < х 2. За формулою Л агранж а 
f (x2) -  /(* і) = ґ(с)  • (х 2 -  ж ,) , де с є (ж,, ж2) .
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Оскільки /'(с) > 0 і х2 -  х х > 0 , т о  f (x2) -  /( дех) > 0, або / (х х) < /(де2), 
тобто функція f (x ) зростає на X.

Випадок, якщо /'(де) < 0  на X, досліджується аналогічно.
Умови локального екстремуму
Означення 2. Точка х0 називається точкою строгого локально

го мінімуму (максимуму) функції f (x ) ,  якщо при всіх х  * х0 з дея
кого 5-околу точки х0 виконується нерівність

f ( x ) > f ( x  о) (/(*)< /(*< ,)).

Аналогічно, якщо в деякому 5-околі точки х 0 виконується нерів
ність

f(x) > f{xо) ( /(х) < f (x 0)),
то точка х0 називається точкою локального мінімуму (максиму
му). Часто для скорочення слово локальний не вживають.

Точки мінімуму й максимуму функції називають точками екст
ремуму, а значення функції в цих точках — її екстремумами.

Теорема 2 (необхідні умови екстремуму). Якщо точка х0 є точ
кою екстремуму функції f(x) і в цій точці функція диференційовна, 
то f \ x о) = 0.

Д о в е д е н н я .  Нехай для конкретності х0 — точка максимуму; 
тоді при досить малих Ах (|Ajc| < 5) /(де0) > /(де0 + Ах) і А у = f(x0 + 
+ Ах) -  /(де0) < 0, а отже,

f \ ( x 0) = lim ^  < 0,Адг—»+0 Дх

/'_ (*„)=  1 і т 4 ^ > 0 .Ах—»-0 Дх

Оскільки функція /(де) диференційовна В Т О Ч Ц І де0 , то 

Пх о ) = Ґ А  х 0) = / ' . ( х 0) = о .
Випадок, коли де0 — точка мінімуму, досліджується аналогічно.
Теорема 2 має простий геометричний зміст: дотична до графіка 

диференційовної функції у відповідній точці паралельна осі Ох.
З а у в а ж е н н я  1. Якщо /'(де) = 0, то звідси ще не випливає, що 

де0 — точка екстремуму. Наприклад, для функції /(де) = де3 похідна 
Ґ(х) = Зес2 і /'(0) = 0. Проте де0 = 0, очевидно, не є точкою екстремуму.

З а у в а ж е н н я  2. Точка де0, в якій  функція /(де) недиферен- 
ційовна. також може бути точкою екстремуму. Наприклад, функція 
/(де) = |де| не має похідної в точці де0 = 0, але ця точка є для неї точ
кою мінімуму.

Точки, в яких похідна дорівнює нулю, називаються стаціонарни
ми. Стаціонарні точки, а також точки, де функція визначена, але її
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похідна не існує, називаються критичними. Сааде серед них слід 
ш укати точки екстремуму.

Теорема 3 (достатні умови строгого екстремуму першого типу). 
Н ехай функція f(x) неперервна в деякому b-околі точки х0: 
(jc0 -  8; х 0 + 6 ), диференційовна у ньому, крім, можливо, самої точки 
х 0 . Тоді, якщо f \ x )  < 0 (f \ x ) > 0) при х0 -  8 < х < х0 і f'(x) > 0 
(f'(x) < 0) при х0 < х < х0 + 8 , то точка х0 є точкою строгого мініму
му (максимуму ).

Коротко цю теорему формулюють так: якщо в точці х 0 похідна 
змінює знак з “мінуса” на “плюс” (з “плюса” на “мінус”), то х0 — 
точка строгого мінімуму (максимуму).

Д о в е д е н н я .  Н ехай  для конкретності f \ x )  < 0 при 
х 0 -  6 < X < х0 і f \ x )  > 0 при х0 < X < х0 + 6.

Спочатку розглянемо х е  (jc0 -8;дг0). Застосуємо формулу Лаг- 
ранжа до функції f(x) на відрізку [х,х0]. Маємо

f ( x ) - f ( x 0) = f ' ( c ) ( x - x  о),

де с е (х0 -  6; х0). Оскільки f'(c) < 0 і х -  х 0 < 0, то f(x) -  f(x0) > 0, 
або f(x) > f(x0) при х 0 -  8 < х < х 0.

Якщо х е  (х0;х0 +8), то, застосовуючи формулу Лагранжа до 
функції f(x) на відрізку [х0;х], матимемо

f ( x ) - f ( x 0) = f'(d)(x -  х0),
де d е (х0;х0 + 8). Оскільки f \ d ) > 0  і х -  х0 > 0, то f(x) -  f (x0) > 0 
або f(x) > f(x0) при х0 < х < х 0 + 8.

Отже, для будь-якого х * х0 з 8-околу точки х0 / ( х) > f(x0), а це 
й означає, що точка х0 є точкою строгого мінімуму.

Випадок зміни знаку похідної з “плюса” на “мінус” досліджуєть
ся аналогічно.

З а у в а ж е н н я  3. Якщо f'(x) має однакові знаки на інтервалах 
(х0 -  8; х0) і (х0;х0 + 8), то х0 не є точкою строгого екстремуму.

Теорема 4 (друга достатня ознака екстремуму). Якщо в околі 
точки х  = х0 друга похідна неперервна, причому f'{x0) = 0, а 
f ' ( x о ) * 0 ,  то функція f(x) має в точці х  = х0 максимум, якщо 
Ґ ( х 0) < 0,  і мінімум, якщо f ”(xо) > 0.

Д о в е д е н н я .  Нехай f*(x 0) < 0 . Зважаючи на неперервність 
f*(x) , існує деякий окіл точки х0, в якому Ґ ( х 0) < 0 . Тому в цьому 
околі функція f'(x) буде спадною, бо її похідна — Ґ (х )  — від’ємна. 
Проте при х  = х0 f \ x Q) = 0 , отже при переході (зліва направо) через 
точку х 0 функція f'(x) змінює знак з “плюса” на “мінус”. А це озна
чає, що в точці х0 функція має максимум.

Аналогічно доводиться що коли f'(x0) = 0 і f"(x0) > 0 , то f(x0) — 
мінімум функції f(x).
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Якщо в деякій критичній точці х  = х х f ”(xx) = 0 , то друге прави

ло не застосовне і дослідження слід проводити за допомогою першої 
похідної (спираючись на теорему 3).

Приклад 1. Дослідити на максимуми та мінімуми

f(x) = х 5 -  5х4 + 5х3 + 2.
1. Знаходимо похідну f \ x) = 5х4 -  20*3 + 15х2.
2. Прирівнюємо похідну до нуля і знаходимо її корені, тобто кри

тичні точки:

х 4 -  4х3 + Зх2 = 0, х 2(х2 -  4х + 3) = 0, х 12 = 0 , х3 = 1, х4 = 3.

3. Обчислюємо другу похідну

Г(х) = 20х3 -  60х2 + ЗО*.
4. Підставляючи у вираз другої похідної знайдені корені першої 

похідної, дістанемо
f ”(0) = 0 (правило не застосовне), /'(1) = -1 0  < 0 (максимум), 

/'(3) = 90 > 0 (мінімум).
Через те що при х0 = 0 f ' (x0) = 0 , вдаємося до першого правила. 

Маємо при х  < 0 f \ x )  = Ьх2(х -  1)(дг -  3) > 0 , при х  > 0 (але х  < 1) 
Ґ(х) = дх2( х - 1 ) ( х - 3 ) > 0 .

Похідна не змінює знака, екстремуму в точці х  = 0 немає.
За допомогою теорії максимумів та мінімумів функції розв’язу

ються численні задачі з геометрії, економіки, механіки тощо.
Знаходження найменшого й найбільшого значень. Зупинимося 

на питанні про відш укання найменшого й найбільшого значень 
функції f (x ) , неперервної на відрізку [а, 6]. За теоремою 1 (див. § 1), 
така функція обов’язково набуде цих значень у деяких точках [а, Ь]. 
Це можуть бути як внутрішні точки відрізка, так і його кінці.

Отже, для відшукання найменшого (найбільшого) значення непе
рервної на [а, b] функції f(x) потрібно знайти її локальні екстрему
ми на (а, Ь) і порівняти їх із значеннями /(a), f(b) . Найменше (най
більше) із цих значень і буде найменшим (найбільшим) значенням 
функції f(x) на відрізку [а, Ь].

Може статися, що функція f(x) на (а, Ь) зовсім не має точок екс
тремуму. В цьому випадку її найменше (найбільше) значення буде 
серед значень f(a) і f(b) .

При практичній роботі слід мати на увазі, що оскільки найменше 
(найбільше) значення досягається в критичних точках або на кінцях 
відрізку, то не потрібно перевіряти достатні умови наявності екстре
муму функції у критичних точках. Досить лише знайти значення 
функції в усіх критичних точках і порівняти їх із значеннями f(a) , 
f(b) . Найменше (найбільше) з них і буде найменшим (найбільшим) 
значенням функції f(x) на [а, Ь].
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П риклад 2. З пункту А, який лежить на лінії прямолінійної за
лізниці, в пункт В, що знаходиться від цієї лінії на відстані /, потрібно 
перевозити вантажі. Вартості перевозу одиниці вантажу на одини
цю відстані залізницею і шосе дорівнюють відповідно т i n  (т <п) . 
До якої точки М  лінії залізниці слід прокласти шосе, щоб транспор
тування вантажу з А до В було найбільш економічним?

В а В б

Рис. 54

Нехай АВ = 8, ВС = /, а СМ = х, тоді СА = V«2 -  І2, МА = уїв2 -  І2 -  х 
і ВМ  = уіі2 + х 2 (рис. 54, а). Вартість перевезення к одиниць вантажу 
по шосе ВМ  становить кплії2 + х 2 , залізницею МА — відповідно 

кт(уІ82 -  І2 -  х ) . Загальна вартість (д(х) транспортування вантажу

()(х) = /тл //2 + х 2 + кт(уІ82 -  І2 -  х).
Знайдемо найменше значення цієї функції при х  є (0; уїв2 -  І2).
Беручи похідну

Q ' ( X )  =
knx  , k \пх-туІ12 + х 2 ) ----------- km  = —*---------------------- 1

4 F 7 . • І ? + х 2

і прирівнюючи її нулю, дістанемо рівняння П Х  -  rri'Jl2 + х 2 = 0, роз-

в язок якого визначає єдину критичну точку х0 = т
УІП2 -

Легко
т

» Т¥П и .перевірити, що похідна в цій точці змінює знак з мінуса на плюс . 

Отже, якщ о —= 2 =  < л/$2 -  І2 у тобто СМ < СА, то при х -  х0 -
т

т

V п2 -  т 2
вартість транспортування вантажу з А в В найменша.
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т > І 2 _ т 2
Якщо при г \ ------ 2 -  ’ тобто СМ >СА  (рис. 54, б), то\ п  — т

шосе слід, очевидно, прокласти вздовж прямої ВА.
Опуклість, угнутість та точки перегину кривої. Відносно функції 

f(x ) , графік якої подано на рис. 55, припускається, що вона має непе
рервну другу похідну.

Означення 3. Крива зветься опуклою (угнутою) в деякій точці 
Му якщо в околі цієї точки лежить під ( над) дотичною, проведеною 
в точці М  (на рис. 55 у точці М х крива опукла, М 2 — угнута).

Крива зветься опуклою (угнутою) на деякому проміжку, якщо 
вона опукла (угнута) в усіх точках цього проміжку.

При побудові графіка дуже важливо знати, на яких проміжках 
графік функції f(x ) опуклий і на яких він угнутий.

Теорема 5. Якщо на проміжку (а,Ь) друга похідна функції від*ємна, 
то крива у = f(x) опукла на цьому проміжку; якщо f*(x) додатна 
на (а, b), то крива угнута.

Подамо лише деякі міркування геометричного характеру. Якщо 
скрізь на проміжку (а, Ь) f*(x) < 0, то це означає, що сама функція 
f \ x )  спадна. Отже, спадає на розглядуваному проміжку кутовий ко
ефіцієнт дотичної ( tg a ) до кривої і, звичайно, спадає й кут а , утворю
ваний дотичною з віссю ОХ (рис. 56).

Рис. 56
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Очевидно, крива в усіх точках проміжку (а, Ь) розташована під 
дотичною, тобто вона опукла.

Якщо Г(х)  > 0 , то такі самі геометричні міркування доводять, що 
крива буде угнутою (рис. 57).

Означення 4 . Точка, яка відокремлює опуклу частину неперерв
ної кривої від угнутої чи навпаки, зветься точкою перегину кривої.

На рис. 55 точка М 3 є точкою перегину. У точках перегину до
тична перетинає криву, бо з одного боку від цієї точки крива лежить 
під дотичною, а з другого боку — над нею.

Теорема 6. Якщо Г(х0) = 0 у деякій точці х  = х0, а при переході 
через цю точку ця похідна змінює знак, то точка кривої з абсцисою 
х 0 є точкою перегину.

Д о в е д е н н я .  Припустимо, що в точці М  з абсцисою х = х0 
/*(х0) = 0 і змінює знак, наприклад з “плюса” на “мінус”. Тоді ліво
руч від М  крива угнута > 0), а праворуч — опукла (/'(дг) < 0).
Отже, в точці М  крива змінює угнутість на опуклість, а точка М є 
точкою перегину.

Приклад 3. Знайти точки перегину та визначити проміжки опук
лості та угнутості кривої у = х 3.

Маємо у ' = Здг2, у” = бдг.
Друга похідна стає нулем при х  = 0 . Якщо х  < 0, то у0 < 0 ; якщо 

х  > 0, у ” > 0 .
Отже, на проміжку ( -© о ; 0) графік опуклий, а на проміжку (0; ©о) —  

угнутий. Точка кривої з абсцисою х  = 0 є точкою перегину.
Приклад 4. Дослідити на точки перегину криву у = х 4.
Маємо у ' = 4х3, у '  = 12х2. При х  = 0 у* = 0 .  Досліджуємо 

зміну знака. При х  < 0 у* > 0 (крива угнута), при х  < 0 у0 > 0 
(крива теж угнута). Друга похідна не змінює знака, крива не має 
точок перегину.

Асимптоти. Дослідження графіка функції в цілому. При ви
вченні поведінки функції, ЯКЩО X —> +©©(—©о) або поблизу точок роз
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риву другого роду, часто трапляється, що графік функції як завгодно 
близько наближається до тієї чи іншої прямої. Ці прямі називають
ся асимптотами.

Означення 5 . Пряма х  -  а називається вертикальною асим
птотою графіка функції у = f(x ) , якщо хоча б одна з границь lim f(x)

і *  v . ж—> а + 0або lim д х ) нескінченна.
ж - > а - 0

Наприклад, пряма х  = 3 — вертикальна асимптота графіка функції
1

у = ----- - , оскільки
* х -  З lim -------= -и»,

*->з+о х  -  З
lim -------

* —► 3 - 0  х ,  —  З

Означення 6 . Пряма у = kx + Ь називається похилою асимпто
тою графіка функції у = f(x) при х  —» + о о ( - о о ) , якщо

lim [f(x) -  kx -  b] = 0 ( lim [/(х) -  kx -  b] = 0).*-»+~ X- + - 0 0

Теорема 7. Д ля того щоб пряма Y  = kx  + Ь була похилою асим
птотою графіка функції у = / (х) при х  —» + о о ( - о о ) , необхідно й до
статньоі, щоб існували границі

lim -  k; lim [f(x) -  kx] = b,*-++» je *-»+~
 ̂ /(x) >lim ----- = k ; lim [/(jc) -  kx] = А .

J
Д о в е д е н н я .  Необхідність. Для конкретності розглядатиме

мо випадок, якщо х —> -н» . Нехай Y = kx + Ь — похила асимптота 
графіка функції у = f(x) при х  —» -н» . Оскільки

X X X
то за означенням

lim = А; lim [/(*) -  А*] = 6.
*  —» + ° °  *  —» + ° °

Достатність. Нехай існують границі, вказані в теоремі. Тоді з
другої границі випливає, що lim [/(х) -  Ах -  А] = 0, а тому пряма
У = Ах + b дійсно є похилою асимптотою графіка функції у = /(х) 
при х  — >  + о о .

При дослідженні графіка функції в цілому рекомендується, на
приклад, схема, за якою слід знайти:

1) область визначення функції, її точки розриву й проміжки не
перервності;

2) асимптоти графіка функції;
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3) точки локального екстремуму функції;
4) проміжки монотонності функції;
5) точки перегину, проміжки опуклості й угнутості.
Враховуючи дослідження, побудувати графік функції.
Порядок дослідження доцільно обирати відповідно до особливос

тей функції. При розв’язанні конкретної задачі окремі пункти мож
на дещо розширити, а деякі можуть виявитися зайвими.

§ 5. Застосування похідної в економічній теорії

Розглянемо деякі приклади застосування похідної в економічній 
теорії. Звернемо увагу на те, що базові закони теорії виробництва і 
споживання, попиту і пропозиції є прямим наслідком математич
них теорем, сформульованих у цій главі.

Спочатку розглянемо економічну інтерпретацію теореми Ролля.
Один з базових законів теорії виробництва є таким: оптималь

ний для виробника рівень випуску товару визначається рівністю 
граничних витрат і граничного доходу.

Тобто рівень випуску х 0 е оптимальним для виробника, якщо 
М в(х0) = МДдс0) , де М 5 — граничні витрати; М Б  — граничний 
дохід. Функцію прибутку позначимо С(х) . Тоді С(х) = Б(х)  -  5 (х ) . Оче
видно, що оптимальним рівнем виробництва є той, при якому прибу
ток максимальний, тобто таке значення випуску х0, при якому функ
ція С(х) має екстремум (максимум). За теоремою Ролля в цій точці 
С'(х) = 0 . Оскільки С\х)  = Б \х )  -  £'(*:), тоді Б \ х 0) = 5 '(*0) , тобто 
М Щ х0) = М 5(*0) .

Друге важливе поняття теорії виробництва — це рівень найбільш 
економічного виробництва, при якому середні витрати з виробниц
тва товару мінімальні. Відповідний економічний закон твердить: 
рівень найбільш економічного виробництва визначаєт ься  
рівністю середніх і граничних витрат .

Отримаємо цю умову як  наслідок теореми Ролля. Середні витра

ти А5(л:) визначаються як —  ̂, тобто витрати з виробництва това
ру поділені на вироблену його кількість. Мінімум цієї величини 
досягається в критичній точці функції у = А 8 (х ), тобто за умови

А8'(х) = = 0,
X

£
звідки Б'х - 5  = 0, або 5 ' = — , тобто Мв(х)  = А£(дг).

х
Поняття опуклості функції також знаходить свою інтерпретацію 

в економічній теорії.
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Один з найвідоміших економічних законів — закон спадаючої 
дохідності — формулюється так: із збільшенням виробництва до
даткова продукція, отримана на кожну нову одиницю ресурсу  
(трудового, технологічного і т. ін.), з деякого моменту спадає.

Ау
Іншими словами, величина , де Ах — приріст ресурсу; Ау —

приріст випуску продукції, зменшується при зростанні х. Отже, за
кон спадаючої дохідності формулюється так: функція у = / (* ) , яка  
виражає залежність випуску продукції від вкладеного ресурсу, є 
функцією, опуклою вгору .

Другим базисним поняттям економічної теорії є функція корис
ності и  = ІІ(х)9 де х — товар; V  — корисність. Ц я величина дуже 
суб’єктивна для кожного окремого споживача, але достатньо об’єктив
на для суспільства в цілому. Закон спадаючої корисності такий: зі 
зростанням кількості товару додаткова корисність від кожної 
нової його одиниці з деякого моменту спадає. Очевидно, цей за
кон можна сформулювати так: функція корисності є функцією, 
опуклою вгору . У такій постановці закон спадаючої корисності є 
відправною точкою для математичного дослідження теорії попиту і 
пропозиції.

Приклад 1. Виробник реалізує свою продукцію по ціні р за оди
ницю, а витрати при цьому задаються кубічною залежністю

5(л:) = ах  + Хх3 (а < р, Х> 0).
Знайти оптимальний для виробника обсяг випуску продукції і 

відповідний йому прибуток.
Позначимо обсяг продукції, що випускається, через х. Складемо 

функцію прибутку С(х) -  рх -  (ах + Хх3), дерх — дохід від продукції, 
що реалізується.

1. Знаходимо С'(х) = (р -  а) -  ЗХх2.
2. Знаходимо критичні точки: С'(х) = (р -  а) -  ЗХх2 = 0 , звідки

Сі = /
р - а

ЗА
змістом задачі)

(другу критичну точку х.
- І

Р ~ а
ЗА

не розглядаємо за

3. Знаходимо с'(х) = - 6 Ах і визначаємо знак другої похідної при

якому X > 0). Отже, при X = 

4. Знахол

прибутку) С,

< 0 (у даному випадку С'(х) < 0 при будь-

V
р - а

ЗХ
прибуток С(х) максимальний.

4. Знаходимо максимум функції (тобто максимальний розмір
Ґ г_ (Р -  а)уІР ~ аІР ~ а  V ЗА Зл/ЗА
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П риклад 2. Капітал в 1 млрд грн. можна розмістити в банку під 
50 % річних або інвестувати у виробництво, причому ефективність 
вкладу очікується в розмірі 100 % , а витрати задаються квадратич
ною залежністю. Прибуток обкладається податком у р %. При яких 
значеннях р вклад у виробництво є більш ефективним, ніж чисте 
розміщення капіталу в банку?

Нехай х  (млрд грн.) інвестується у виробництво, а (1 — л:) — роз
міщується під проценти. Тоді розміщений капітал через рік стане

( 1 - х ) 1 + 50
100

З З--------- х,
2 2

а капітал, вкладений у виробництво, — х ІЧ НЮ
100

= 2х. Витрати

становлять а х2, тобто прибуток від вкладу у виробництво С = (2х -  ах2).

Податки становлять (2х — а х2) ~ ~  > тобто чистий прибуток стане

1 -
100

(2х -  ах2).

Загальна сума через рік

, З ЗА (х )  = -------х  +
2 2

З= -  + 
2

2 1 —

1 -

Р
100

100

'  з 
2

(2х -  ах ) =

х - а 1 -
100

х 2.

Потрібно знайти максимальне значення цієї функції на відрізку
[0 ; 1].

Маємо

А \х )  = 2 1 -
100

-------2 а
2

1 -
100

А'(х) = 0 при х 0 =
2 1 -

л З
100

2а 1 -
100

А'(х)  = -2 а 1 -
100

< 0 ,
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тобто згідно з другою достатньою умовою екстремуму х0 — точка 
максимуму.

Щоб х0 належало відрізку [0; 1], необхідно виконання умови

0 <
< - 100

---- <1, або р <25.
2

Отже, якщо р > 25, то вигідніше нічого не вкладати у виробниц
тво і розмістити весь капітал у банку. Якщо р < 25 , тоді можна 
показати, що при х = х 0

А(х0) = -  +
1 -

100

4 а 1 -
100

> ~  = А(0),

тобто вклад у виробництво є більш вигідним, ніж  розміщення всієї 
суми під проценти.

Контрольні запитання і завдання

1. Яка функція називається спадною (незростаючою), зростаючою 
(неспадною) на проміжку [а, b]?

2. Що таке проміжки монотонності функції?
3. Сформулюйте необхідну та достатню ознаки зростання (спа

дання) функції на проміжку (а, Ь).
4. Сформулюйте означення максимуму (мінімуму) функції.
5. Яка необхідна умова екстремуму диференційовної функції f(x) ?
6. Назвіть достатні умови екстремуму функції.
7. Коли графік диференційовної функції f(x)  називається опук

лим (угнутим) на проміжку (а, b)?
8. Сформулюйте достатні умови опуклості (угнутості) графіка 

функції.
9. Випишіть план дослідження функції f (x ) .

Приклади розв’язування задач

7.1. Визначити проміжки монотонності функції

* 3
f (x ) = + 8х + 1.

6
Область визначення (-оо, оо).
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Знаходимо похідну f \ x )  = ------+ 8 і розв’язуємо нерівності
2

2 2

— — + 8 > 0 та — — + 8 < 0. При |л:| < 4 похідна / '(х) > 0 , а при |л:| > 4
Z Z

похідна f \ x )  < 0 .
Отже, в інтервалі (-4 ; 4) функція зростає, а в інтервалах (-°°; 4) і 

(4; оо) — спадає.
7.2. Дослідити на екстремум функцію

*)П*) = Т ^ - 2 і б) у = (* -  5)<?* .1 + х 2
а) Область визначення (-©о, оо). Знаходимо f \ x )  і визначаємо кри

тичні точки

П х)  =
1 - х 2 

(1 + х 2)2 '9

1 - х 2—__±__= о-
(1 + X2)2

1 - х 2 = 0 ; 

х 2 = 1.
Отже, х г =1; х 2 = -1 .
Застосовуючи перше правило дослідження на екстремум, будуємо 

таблицю.

X (-OOJ-1) -1 (-1; і) 1 (1;+-)
/

У - 0 -1- + -
У min

1
У = ~ 2

max
1

У = 2

б) Область визначення ( - о о ; о о ) . Знаходимо похідну у' =  (х -  4)ех. 
Прирівнюємо її до нуля і знаходимо стаціонарну точку:

ех(х -  4) = 0; х = 4.
Застосовуючи друге правило, знайдемо другу похідну і дістанемо

Г(х) = ( х - 3 ) е х.
Обчислимо значення другої похідної в стаціонарній точці. При 

х = 4 маємо

у \ 4) = (4 -  3)е4 > 0,



отже, згідно з достатньою умовою другого типу, В ТОЧЦІ X = 4 функ
ція має мінімум

утіа = (4 -  5)е4 = - е \
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7.3. Знайти найбільше і найменше значення функції /(я ) = Зх -  х 3 
на відрізку [-2 ; 3].

£)(/) = #  . Знаходимо похідну

/'(* ) = З - З * 2; 
З -  Зх2 = 0,

тобто х  = ±1 — стаціонарні точки.
Визначаємо значення функції в цих точках: /(1) = 2; /(-1 ) = -2 . 
Обчислюємо значення даної функції на границях проміжку: /(-2 ) = 2; 

/(3) = -1 8 .
З отриманих чотирьох значень вибираємо найбільше і найменше. 

Отже, найбільше значення функції на заданому відрізку дорівнює 2, 
а найменше -18 .

7.4. Знайти точку перегину та інтервали опуклості ф ункції 
/(я) = агсі£х.

Знаходим о похідну f \ x )  =
2х 1 + лг

та другу  похідну / '(* )  =

(1 + х 2)2
і будуємо таблицю, враховуючи, що f ”(x) = 0 при х = 0.

X (-°°; 0) 0 (0; + °°)
т

У + 0 -

У U п

Отже, на проміжку (-«>; 0) графік функції угнутий, а на проміжку 
(0; +  © о ) — опуклий. Точка х  = 0 , в якій  друга похідна змінює знак з 
“плюс” на “мінус”, — точка перегину графіка.

u ч х 2іх -Ь о . о —х
7.5. Знайти асимптоти кривих: а) у = -------- ----- ; б) у = х е .

х + 2
а) Досліджувана функція має вертикальну асимптоту х=-2. Оче

видно,

.. х 2 - 2 х  +  3  л. л:2 - 2 л: +  3lim --------------- = ©о; lim -----------------= -о°,
х —> - 2  +  0  х  +  2  х —> - 2 - 0  х  +  2

функція має розрив другого роду.
Знаходимо похилу асимптоту у = kx  + b:



276 Глава 7

* „  l i m M ,  n m * * - 2* - 3 = i ;
*-»*- x  x-*±p° x(x  + 2)

x 2 -  2x + 3b = lim \f(x) -  kx ] = lim
x  + 2

-  x = -4 .

Отже, у = x  -  4 є похилою асимптотою кривої

де2 — 2дс + З 
У= х + 2 •

б) Очевидно, вертикальних асимптот крива у = х 2е х не має. Якщо 
х  —> °°, то у —> 0 . Отже, вісь Ох є горизонтальною асимптотою даної 
кривої. Дослідимо наявність похилої асимптоти:

k = lim — —  = lim —  = 0.X —> +°° X х—
Отже, є тільки горизонтальна асимптота у = 0 .
7.6. Дослідити функцію у = лг2е"х2 і побудувати її графік.
1. Область визначення (-<»; ©о). Функція парна, оскільки f(-x) = f(x) 

і графік її симетричний відносно осі ординат.
2. Вертикальних асимптот немає, оскільки функція визначена при 

всіх дійсних значеннях х.
Поведінка функції на нескінченності:

lim f(x) = lim =
Х -М -оо  X - М - »  £ *

ОО
ОО lim і*2)' 

(єх2У
lim 2х

2хех2

Через парність функції lim f(x) = 0 , тобто пряма у = 0 (вісь абс
цис) — горизонтальна асимптота.

3. Екстремуми й інтервали монотонності:

у ' = 2хе~х* + х 2е~х\ - 2 х )  = 2е~х\ х  -  х 3);

у' = 0 при х -  х 3 = 0;

х ( 1 - х 2) = 0 
х = ±1, х  = 0,

тобто критичні точки х х = -1 , х 2 = 0, х3 = 1. 
Знаки похідної зображено на рис. 58.

/
у
У -1 о

Рис. 58



Отже, х = -1  є точкою максимуму, х = 0 — точкою мінімуму, х = 1 
— точкою максимуму:

/ ш а х  =  / ( " І )  = Є
/піп =/«>) = о,

/ ш а х  = / ( ! )  =  - •Є
Функція зростає на інтервалах (-оо; -1 ) і (0; 1) і спадає на (-1 ; 0) і

(і; +°°)-
4. Інтервали опуклості та угнутості і точки перегину: 

у = 2 е х\ -2 х ) ( х  - х 3) + 2е~х* (1 -  Зх2) = 2е'х\ 2 х 4 -  5х2 + 1);

Застосування похідних до дослідження функцій 2 7 7

у0 = 0 при х -  ± V5 ± л/І7

Знаки другої похідної зображено на рис. 59.

У  ^  V 5-ь/І7 ^  Уб—̂1*7 ^  Уб—У і7 ^  У5-ь/і 7 ^
2 2 2 2 

Рис. 59

Отже, функція опукла на інтервалах

-у/б+ТГг л/б-ТГУ | і \ h - S v i а/5 + л/і 7 '
2 *

V
2

)
2 '

V
2

У

і угнута на інтервалах

°°> и
ЛІ5 - У І Ї 7  у/ б - л / ї ї '

и
Г Л + Л т  , 1

----------------------, + ° о
2

V ^
2  ’ 2 2

1 /

^УІ5±,ІЇ7X = ± —----- -----
2

— точки перегину.

5. /(0) = 0 . Рівняння /(*) = 0 має єдиний розв’язок х  = 0, тобто 
графік функції проходить через початок координат.

Графік функції наведено на рис. 60.
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1. Область визначення (-«>; 3) и  (3; + °°). Дана функція не є ні пар
ною, ні непарною.

2. Досліджувана функція має вертикальну асимптоту х = 3. Оче
видно,

Ііш я 2 - 5
= +оо, ІІШ

х 2 - 5
х —> 3 + 0  х  — 3  * - * 3 - 0  х  — З

Отже, в точці х = 3 функція має розрив другого роду. Далі

г  х2 -  5 .. х2 -  5І іш -------- = -и», І іш ---------
х -  3 х -  З

Знаходимо похилу асимптоту у = кх + Ь:

к = Іішг->±«
х 2 - 5  

х(х -  3)
і;

Ь = Ііш [/(х) -  &х] = Ііш
( +-2х* — 5 

х -  З
-  х = Ііш З х - 5

=  3 .

у
Отже, у = х + 3 є похилою асимптотою кривої у -

х -  З
х 2 - 5
х -  З

/ _ (х -  5)(х -1 )
3. Обчислимо похідну ф ункції У -  :(х -  6)

рівняння у -  0: х = 5, х = 1.
Досліджуючи знак похідної, складаємо таблицю.

і розв’яжемо

X і) і ( і;  3) (3; 5) 5 (5; +
/

У + 0 - - 0 +

У
шах 
У = 2 \ \ шіп 

1/ = 10
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4. Знаходимо другу похідну у '  = -------- .
„ (.  ̂-  3)

Бачимо, що рівняння у = О коренів не має, отже точок перегину 
не існує. Будуємо таблицю.

X (-ОО, 3) 8+ео

н
У - +

У П и

5. Рівняння f(x) = 0, тобто
х 2 - 5  
х  -  З

= 0, має два корені х = .

Отже, графік перетинає вісь абсцис у точках х г = лг2 = л/5 .
На підставі добутих даних будуємо графік функції (рис. 61).

Рис. 61
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Задачі і вправи для самостійної роботи

Обчислити границі, використавши правило Лопіталя. 

х 3 -  4х2 + 5х -  27.8. Ііш

7.10. Ііш

»-*1 х 3 -  5х2 +7х - З  

к -  2arctgx

7.9. Ііш х  -  sm  х
X -  tgx

7 .11. lim -1" * * -11
Є‘ - 1  І_>1 ^ К Х

Застосовуючи правило Лопіталя, обчислити границі (попередньо

)•
V оо

приводячи їх до невизначеностей типу 0 або
оо

7.12. lim sin(x -  l) tg  — х.
*-»і 2

7.13. lim х(ех -1 ).

7.14. limХ-.1
_ J _____ l j
X  - 1  ln X

7.15. lim
x —. 0

c tg x ----
X

7.16. 1 іт(я  -  2x)c

l  \ tgx
7.18. limx->0 xV
Д о с л і д и т и  на екстремум функції. 

7.20. у = 2х3 -  6х2 -  18х + 7.
X2

7.22. у = хе 2 .

7.24. у = 2х3 - З х 2.

7.17. lim jtln̂
х - > 0

' 1 '7.19. І і т 1 +

Зх2 +4х + 4 
7.21. У = — ------------

7.23. у =
X + X + 1 
X

In X

Знайти найбільше і найменше значення функцій на відрізках.

7.25. у = х* -  2х2 + 5, [-2; 2].

7.26. у = а г ^  ^ , [0; і].
1 + х

1 — х  +  х 2
7.27. У = ------------ 2 • 0 < х  < 1.

1 + х  - х
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7.28. Потрібно виділити прямокутну площу землі в 512 м2, обго

родити її огорожею і розділити огорожею на три рівні частини пара
лельно одній із сторін площі. Які мають бути розміри площадки, 
щоб на побудову огорожі пішла найменша кількість матеріалів?

7.29. Вікно має форму прямокутника, завершеного півкругом. 
Задано периметр р цієї фігури. При яких розмірах х  і у сторін пря
мокутника вікно пропускатиме найбільшу кількість світла?

Застосування похідних до дослідження функцій

Знайти точки перегину й інтервали випуклості функцій. 

7.30. у = х 3 -  5х2 + Зх -  8. 7.31. у = хе2х + 1.

7.32. у = 2х2 + 1п х. 7.33. у = і](х -  2)5 + 3.
Знайти асимптоти графіків функцій.

7.34. У =

7.36. У =

2(х +1) 
2х3 1пх 
х2 +1

2 • 7.35. У =
1 + х 2
1 - х 2 *

7.37. у = хех.

Провести повне дослідження заданих функцій і побудувати їх 
графіки.

7.38. У = — + 4х2 
х

7.40. у = х3 -  12х2 + 36х.

7.42. у = хе 2 .

2х - 1

7.39. У = ~----- ї -
3 - х
(х - 1)2

7.41. У = 

7.43. у =

(* + 1)3

е1

7.44. У =

х
ІП X

( х - 1 ) 2 7.45. у =
х
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Відповіді до глави 7

7.8. 7.9. 7.10. 7.11. 0. 7.12. 7.13. 1. 7.14.
2 2 3 я 2

7.15. 0. 7.16. 1. 7.17. е. 7.18. 1. 7.19. 1. 7.20. утю = 1 7  при х = -1;
8

У т і п  = ~47 при X = 3. 7.21. утлх = 4 при X = 0; утіп = -  при х  = -2.
1 I й

7.22. г/т«х=-7= при х = 1; утіп = — =  при х = -1 . 7.23. «/тіІ1= е

при х  = е; 7.24. утах = 0 при х  = 0; утіп = -1  при х  = 1. 7.25. 13 і 4.

7.26. М  = — ; то = 0. 7.27. 1 і 7.28. 16 м і 32 м. 7.29. х  = -  ^ ;
„ 4 5 4 + я
1 тих 5 250У = —ІР -  х  — —)• 7.30. Точки перегину (—; ------- ); інтервали: опук-
^  ̂ ^ 3 275 5

лий — (-°°; —) ,  угнутий — (— ; ° о ) .  7.31. На (-<»; -1 ) — опук-
3 З

лий, на (-1 ; + ° о )  — угнутий; М (-1; 1 — -) — точка перегину. 7.32.
е

Точка перегину (—; ----1п 2); крива опукла на інтервалі (0; —) , угну-
2 2 2

та на (~ ї °°). 7.33. На інтервалі (-<»; 2) — опуклість, на (2; +°о) — &

угнутість, М (2; 0) — точка перегину. 7.34. х  = -1; у  = — х  -  1. 7.35.
2

х  = 1; х = -1 . 7.36. Асимптот немає. 7.37. і/ = 0; у  = х. 7.38. Ви

значена скрізь, крім х = 0; г/іпіп = 3 при х = ~- Максимумів немає.

у/2Точка перегину графіка (------ ; 0). Асимптота х  = 0. 7.39. Визначе-
2

на скрізь, крім х  = ±>/3. Графік симетричний відносно початку ко
ординат. у тах = -4,5 при х  = 3, г/тіп = 4,5 при х  = -3 . Точка переги

ну графіка (0; 0). А с и м п т о т и  х  = ± > / з  і х  + у  = 0 ; 7.40. г/тах = 32

при х  =  2; г/т іп  =  0 при л: =  6. Ф ункція зростає на інтервалі ( - < » ;  2) і 
на (6; °°), спадає — на (2; 6) Опукла на інтервалі (-<»; 4), угнута — на
(4;°о). Точка перегину (4; 16). 7 .41 . В изначена скр ізь , крім  

2
X = -1; Утах ~ ^  при х  = 5, утіп = 0 при х  = 1. Абсциси точок пе-£ І
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регину графіка 5 ± 2л/з 7 Асимптоти х = -1  і у = 0 .7 .4 2 . Визначе
на скр ізь . Графік симетричний відносно початку координат;

г / т а х  = - 7 =  ПРИ х  =  У т іп  = “  4 =  при х  = -1 . Точки перегину графі-
ve з V* з

ка (0; 0), (д/зГ V3e 2) і (—л/3; -  л/Зе 2) . Асимптота у = 0 .7 .4 3 . Ви

значена скрізь, крім х =  0 ; z/min =  е  при jc  =  1 . Максимумів немає. 

Графік не має точок перегину. Асимптоти х = 0; у = 0 .7 .4 4 . Визначе

на скрізь, крім х = 1; z/min = -1  при х = 0. Максимумів немає. Точки

1 8  1
перегину графіка (— ; --- ) .  Асимптоти х = 1; у = 0. 7.45. */тах = —

2 9 є

при х = е; {еу[е; - —р )  — точка перегину; jc  =  1 ; у =  0. —  асимпто

ти (праві).
2еу[е
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Ч А С Т И Н А  Д Р У Г А  

Розділ IV
ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ

Глава 8. Невизначений інтеграл

§ 1. Первісна та ї ї  властивості

Основною задачею диференціального числення є знаходження 
похідної від заданої функції. Різноманітні питання вищої матема
тики та її застосування у фізиці, математиці, біології, економіці при
водять до оберненої задачі, яка полягає у відшуканні функції за її 
похідною. З математичної точки зору для заданої функції f(x) слід 
знайти таку функцію F(jc), похідна якої дорівнювала б f(x).

Означення. Функція F(x), визначена на проміжку X  = (а, Ь) (мож
ливо, нескінченному), називається первісною функції f{х) на цьому 
проміжку, якщо для кожного х е Х  похідна F'ix) існує й справджується 
рівність F'{x) = f(x).

Операція відшукання первісної для заданої функції називається 
інтегруванням. (Нагадаємо, що операція відшукання похідної нази
вається диференціюванням). Отже, операція інтегрування є оберне
ною до диференціювання. Способи інтегрування функцій вивчають
ся у розділі вищої математики — інтегральному численні. Напри-

клад, функція = —  — первісна функції f(x) = х 3 на Я, оскільки 
' 4

/ V  ї—  = х 3 для всіх х є  R  ; ф ун кц ія  F(x) = cos2 х — первісна
4V У

функції f(x) = -  sin 2х наR, оскільки (cos2 х )' = -2  cos х  sin х = -  sin 2х 
для всіх х є R .

Вкажемо основні властивості первісної.
1. Якщо F(jc) — первісна функції f(x) на проміжку X, то F(jc) 

неперервна на проміжку X  функція. Справді, функція F(jc) має по
хідну в кожній точці х є X , а тому й є неперервною в кожній точці 
х е  X.
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2. Якщо F(jc) — первісна функції fix) на проміжку X , то функція 

ф(х) = F(x) + С, де С — довільна стала, також первісна функції fix) 
на проміжку X.

Справді, Ф\х)  = (F(x) + СУ = F \x)  = f i x ) .
З цієї властивості випливає, що операція інтегрування не є од

нозначною. Наступна теорема встановлює, що собою являє набір усіх 
первісних заданої функції.

Теорема. Якщо F{х) — первісна функція fix) на проміжку X, то 
довільну іншу первісну Ф(х) функції fix) на проміжку X  можна по
дати у вигляді Ф(х) = Fix) + С, де С — довільна стала.

Д о в е д е н н я .  За означенням первісної F \x )  = f i x ) , Ф\х)  = f i x ) . 
Знайдемо похідну функції Ф(х) -  F(x):

[Ф(х) -  F(x)Y = Ф \х)  -  F \x )  = f(x) -  f(x) = 0

для всіх х  є X . За наслідком до теореми Лагранжа, ця функція 
стала на проміжку X, тобто Фіх) -  Fix) = С . Отже, Фіх) = Fix) + С, де 
С — довільна стала, що й потрібно було довести.

З теореми випливає, що множина функцій і^д:) + С, де F(jc) — 
одна з первісних функцій fix), а С — довільна стала, повністю вичер
пує весь набір первісних функцій fix).

Однак навіть досить прості функції можуть не мати первісної. У 
главі 9 буде доведено, що будь-яка неперервна на проміжку функція 
має на ньому первісну.

§ 2. Невизначений інтеграл та його властивості

Означення. Невизначеним інтегралом функції fix) називається 
множина всіх її первісних.

Для невизначеного інтеграла вживають позначення J fix)dx  . Отже,

маємо J f(x)dx = F(x) + C, де F(jc) — будь-яка первісна функції fix); 
С — довільна стала.

Знак J називається знаком невизначеного інтеграла; функція 
fix) — підінтегральною функцією; вираз fix)dx  — підінтегральним 
виразом.

Сформулюємо найважливіші в л а с т и в о с т і  невизначеного 
інтеграла.

1. Похідна невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральній 
функції; диференціал від невизначеного інтеграла дорівнює підінте-

гральному виразу, тобто ( |  fix)dx)f = f i x ) , d j  fix)dx  = f i x )d x .
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Справді,

(J f(x)dx)' = (F(x) + O' = F'(x) = fix); 

dj f(x)dx = (J f(x)dx)'dx = f(x)dx.

2. Невизначений інтеграл від диференціала деякої функції дорів

нює сумі цієї функції і довільної сталої, тобто J dF(x) = F(x) + С .

Справді, оскільки cLF(x) = F \x)dx  , то J dF(x) = J F \x)dx  = F(x) + C .
3. Сталий множник можна виносити з-під знака інтеграла, тобто

якщо k = const * 0 , то j kf(x)dx  = fcj f (x )d x .
Дійсно, нехай F(x) — первісна функції f(x), тобто F'(x) = f(x). 

Тоді kF(x) буде первісною функції kf(x): (kF(x))' = kF'(x) = kf(x).
Звідси випливає, що k J f(x)dx  = k[F(x)+C] = kF(x) + = J kf(x)dx  , де
Cx = kC.

4. Невизначений інтеграл алгебраїчної суми двох функцій дорів
нює алгебраїчній сумі інтегралів кожної з цих функцій окремо, тобто

J [/(х ) ± g(x)] d x  = j  f (x )dx  ± J g (x )d x .

Справді, нехай F(a:) і G(x) — первісні функцій f(x) і g{х): F(x) = f(x), 
G'(x) = g(x), тоді функції F(x) ± G(x) є первісними функцій f(x) ± g(x). 

Отже,

J f(x)dx ± j g(x)dx = [F(x) + C j±  [<?(x) + C2] =[*■(*) ± G(x)] + [C, ±C2] =

= [*(x) ± G(x)] + C = J [/(x) ± £(*)] dx.

§ 3. Таблиця основних невизначених інтегралів

Із означення невизначеного інтеграла випливають такі формули, 
як і надалі називатимемо табличними інтегралами:

1. f x “dx = —------+ С ( а * - 1 ) .  2. Г—  = 1п|х| + С.
J а +1 1 х  1 1

3. [axdx=  —— + С ( 0 < а * 1 )  4. f ezdx = ez +C.
1 In a  J

5. J  cos xdx = sin x + C. 6. J s in  xdx = -c o s x  + C.
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7.
r dx = tgjc + C.
J cos2 JC

9.
f dx = arctgjc +
' l  + x 2

С.

х - 1  
х  +1

+ С.

8. |  ~ Т ~  = ~ctgx + С.
J Sin JC

10.
dx

Vl -  JC2
= arcsin jc + C.

12Л
dx

V * 2 ±  1

= In JC + V*2 ±: + c.

Зауважимо, що всі формули справедливі на тих проміжках, де ви
значені відповідні функції. Наприклад, формула 2 справедлива для 
довільного проміжку, що не містить точку л: = 0; формула 8 спра
ведлива на кожному з інтервалів вигляду (кп\ (к + 1)л), де к є Ъ, тощо.

Метод безпосереднього інтегрування базується саме на застосу
ванні табличних інтегралів і основних властивостей невизначеного 
інтеграла.

Приклад. Обчислити:

а) і  dx; I  х~+\  dX; J tg2xdx; г*
dx.

а) Зауваж им о спочатку, що
Vjc

= JC° -  JC Звідси на

підставі властивості 4 та табличного інтеграла 1 маємо

J V I
dx =

і
JjC6dJC -  J jc

I  7
*dx = -J C 6

7
+ C  = — jca/jc V?*" + C . 

7 3

jc2 - 1  x 2 + 1 - 2  2
б) Враховуючи, що —2— -  = -;— :— = 1 -----;— - ,

jc +1 jc +1 jc +1
стивостей 3, 4 та табличних інтегралів 1 і 9 маємо

на підставі вла-

— -  dx -  f dx -  2 f f X = jc -  2arctgjc + C . 
jc +1 J J jc +1

в) Зауважимо, що tg 2jc = -- ------ 1 , звідси на підставі властивості
cos JC

4 та табличних інтегралів 1 і 7 маємо

f tg2xdx  = f —^ -----f dx = tgjc -  jc + C.
J J cos jc J
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г) Враховуючи, що ех 2 - = 2 ех — х~

стей 3, 4 та табличних інтегралів 1 і 4 маємо

на підставі властиво-

J x~3dx = 2 ех - + С.
\  У

Як бачимо, мистецтво інтегрування полягає в умінні за допомо
гою властивостей невизначеного інтеграла перетворити підінтеграль- 
ний вираз до табличного. Потрібно домогтися, щоб він став таким, 
як в одному з табличних інтегралів, або спочатку хоча б спростився. 
Для цього застосовуються різні методи інтегрування.

§ 4. М етод заміни змінної

У багатьох випадках введення нової змінної інтегрування дає змогу 
звести знаходження даного інтеграла до знаходження табличного 
інтеграла. Цей спосіб називається методом заміни змінної або ме
тодом підстановки. Він базується на такій теоремі.

Теорема. Нехай функція х = <р(£) визначена і диференційовна на 
проміжку Т, а проміжок X  — множина її значень. Нехай функція 
у = f(x) визначена на проміжку X  і має на ньому первісну F(x). Тоді 
на проміжку Т складна функція .P(<p(f)) є первісною функції /(cp(f)) cp'(f), 
тобто

|/(ф (*)).ф Щ і* = ІЧФ(*)) + С. (1)

Д о в е д е н н я .  Згідно з правилом диференціювання складної 
функції, враховуючи, що F'(jc) = f(x), дістанемо

(F(ip(t))Y = ( F w m ;  ф ' w t  = д ф ( 0 ) ф '(0, t є т .
Отже, функція /(ф (0) ф/(0  дійсно на проміжку Т має однією зі 

своїх первісних функцію і'Хф(О)» тобто виконане співвідношення (1). 
Оскільки

*(ФЮ) + с  = (F(X) + С )|_*0 = J f(x)dx 
то рівність (1) можна подати у вигляді

J f  (x)dx I x _ m  = J f  (<p(t))y(t)rft. (2)
Формула (2) називається формулою заміни змінної у невизначе- 

ному інтегралі. Зауважимо, що у випадку лінійної підстановки за 
умовою, що F(jc) — первісна функції f(x) 9 маємо
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I f(ax)dx = — F(ax) + С . (3 )

Справді, покладаючи х = — (тоді сіх = — (И ), згідно з формулою
а а

(2) дістанемо

[ f{ax)dx = — [ /(0^* = — 2 (̂0 + С = — Р(ах) + С .
* а* а а

Приклад 1. Обчислити інтеграли:

Г dx f  ö j c  f  ах
a) J 6) J ; B) J ^ 2  ± e
Маємо, враховуючи формулу (3):

da; djc

d\ -
\ t dx 1 г І а J 1 , x -  л

a) |-= ---- r  = -  — ^— nr = —arctg— + C, а * 0;
•* а + x  a J ( x y  а а  

1 +

6) f dx = l f  d (q) = J_j 
' Jx 2 - a 2 а-* (—) - 1  20

і - 1а + С = -т-1п 
2а

х - а
* + і х + а
а

+ C, а * 0;

+ C = lnIx + 'Jx2 ±аг +C,B) [ _ ^ £ _  = f- Д 0- ) -  = l n ±  + J(±)2± l
J V ? ± ^  J а

а 0.

Аналогічно f = arcsin — + С, а ^ 0.
J V 7 7 7  «

Поширений також спосіб тотожного перетворення підінтегрально- 
го виразу з виділенням диференціала нової змінної інтегрування. 

Приклад 2. Обчислити інтеграли:

а) Jx2\lx3 + 2 dx; б) Jtgxdx; в) J *з

Ю Васильченко І. П.
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а) j x 2\lxF +2dx = ^ j ( x 3 + 2 fd (x 3 + 2 ) = ^ ^ - ^ -  + С =

= — ^(x3 + 2 j  +C.
1 8 УК 1

Існує ще один нескладний, але досить ефективний прийом обчис
лення інтегралів, який базується на очевидній формулі:

J j f $ d z -  lnM  + С , або J = ln|«x)| + С. (4)

б) Оскільки tgx  = Sm Х і (cos х)' = -  sin х , за формулою (4) діста-
COS X

немо, враховуючи, що d(cos х) = -  sin xdx,

[ tgxdx = -  f —CQS X  ̂ = -  lnlcos jc| + C.
J J cos x 1 1

в) Зауважимо, що d(x3 + 1) = Sx2 d x , а тому за формулою (4)

f i„|x» + i| + c .
J x*+1  3J x * +1 3 1 1

Розглянемо ще кілька прикладів, пов’язаних з різними типами 
підстановок. Розв’язування прикладів надалі наведено у конспек
тивному вигляді — після умови вказано підстановку та зроблено 
необхідні інші викладки.

Приклад 3. Обчислити інтеграли:

а) J i r l h r б) в)

J 1 + Jx  + 1

л/ X + 1 — t
x = t 2 - 1  
dx = 2 tdt

' t + i - i  
j і + t  J t + і

= 2 ^ d t  -  2J = 2f -  2 ln|f + 1| + C = 2 -Jx +1 -  2 ln(l + V xT ï)+  C;

6) JV I + e

V ï+ ë^  = t; x  = ln (t2 - 1)

e* = t 2 - l ; d x  = - ^ —dt  
t 2- 1
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Г сИ . і - 1
і + 1

+ С = 1п Уі + ех - 1  

>/і + е* + 1
+ С;

в) Іліа2 - х 2 сіх =
д: = а віп и  \х\ < а 

сіх  = а сов іді\ \і\ < —
= а21сов2 іді =

2 2 2

= —  [ (1 + сов = —  г + —  віп 2* + С = 
2 9 4

а . дг д: Г~; 7 ^= —  агсвт г-г + — уіа -  х + С. 
2 а 2

§ 5. М етод інтегрування частинами

Одним з ефективних методів інтегрування є інтегрування части
нами. Він базується на такій теоремі.

Теорема. Нехай функції и(х) і У(х) визначені й диференційовні 
на проміжку X ; крім того, на цьому проміжку існує первісна функції 
У(х) ІҐ(х). Тоді на проміжку X  існує первісна і функції Щх)У(х), 
причому виконана формула

| и(х)У(х) йх = Щх)У(х) - $ У  (х)-и'(х) (їх. (5)

Д о в е д е н н я .  Функція Щх)У(х) є, очевидно, однією з первісних 
функції и\х )  У(х) + и(х)У(х)  на проміжку X , а тому

|  (и\х)У(х) + Щх)У\х))(Іх = Щх)У(х) + С.
З урахуванням припущення про існування первісної функції 

У(х\и'(х) і властивостей 3, 4 невизначеного інтеграла матимемо по
трібну формулу (5).

Оскільки и'(х) <іх = <Ш, У(х) сіх = 6У , то формулу (5) можна звес
ти до вигляду

|  ШУ = и - У - І  У<Ш. (6)

Саме формула (6) називається формулою інтегрування частина
ми, а інтегрування з її використанням — інтегруванням частина
ми. За допомогою цієї формули інтегрування виконується не одра
зу. Знаходження даного інтеграла зводиться до знаходження іншо-
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го. Основний зміст формули (6) полягає в тому, щоб у результаті її 
застосування цей новий інший інтеграл виявився або табличним, 
або став хоча б простіше даного.

На практиці для застосування формули (6) підінтегральний ви
раз розбивають на два множники. Один з них позначають через V, а 
інший — через 6У.  Потім диференціюванням знаходять (Ш, а інтег
руванням — функцію V. Звичайно, при аналізі підінтегрального 
виразу за 17 слід брати таку частину підінтегральної функції, яка 
при диференціюванні не дуже ускладнюється, а за (IV — таку частину 
підінтегрального виразу, яка легко інтегрується. Зауважимо, нарешті, 
що при знаходженні функції V довільну сталу вводити не слід. На
далі розв’язування прикладів наведено у конспективному вигляді — 
після умови вказано вирази 17, 6У  і (Ш, V.

Приклад. Обчислити інтеграли:

йх; г) І  х 2 ах<1 х.

а ) |х в т 2 д с(іх =
и  = х\6У  -  віп2хйх 

(іи -  <іх;У = ~ с о з 2 х

17 = \п(х2 +1); (IV = сіх
1п(х2 + 1 ) - 2 |

1 + х

і  -Г И, X Т X2

= х 1п(дс2 +1) -  2х + 2аг^дг + С;

Ь  = у х2±аЫхУ х г ± а Ч х =  ^тт_ хсіх =
и  = УІх2 ±аг-,йУ = (іХ

В

Звідси 21 = хТз^21 = х ^ І х 2 ± а 2 ± а 2 \ , ^ Х  . Беручи до
Ч х 2 ± а 2

. Беручи до уваги результат
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I  =  Ї у і х 2 ±  а 2с1х =  —  \1х2 ± а 2 ± — \ п х  +  4 х 2 ±  а і 9 9 + с.

Іноді метод інтегрування частинами доводиться застосовувати 
кілька разів.

г) \ х 2а хё х  =
V = х г\йУ = а хах  

ё и  = 2 хйх;У
1п а

Іпа
х 2а ‘

и  = х;ёУ = ахйх

<Ш = йх\У = — ах 
1па

1
Іпа

х 2 ах 2
Іпа

' _ 1_

Іпа
хах -

1
Іпа

х 2 2 х І 2  

Іпа 1п2а 1п3а
•а* + С.

Зауважимо, що загальні методи інтегрування застосовують не 
шаблонно. Вони не вказують абсолютно точного шляху, яким слід 
йти, щоб обчислити інтеграл. Як бачимо, часто потрібні попередні 
алгебраїчні перетворення підінтегральної функції. В принципі кож
ний інтеграл вимагає свого власного підходу, потрібні певні навички 
в інтегруванні.

Проте існують досить широкі класи функцій, для яких викорис
товують стандартні прийоми їх перетворень і зведення до таблич
них інтегралів або для подальшого застосування загальних методів 
інтегрування. Розглянемо деякі типи таких функцій.

§ 6. Інтегрування раціональних та ірраціональних дробів із ква
дратним тричленом у  знаменнику

Нехай слід знайти |  Щх)<іх, де Щх) = 
многочлен п-го степеня (а ф 0 ), тобто

Р(х)
ах + Ъх + с

, причому Р(х) —

= о-0 х" +а 1х п ~ 1 + ... +ап̂ х + а п 
ах 2 + Ьх+с

Проводячи ділення многочленів з остачею, дістанемо

рх + д
ах 2 +Ьх + с ’

Щх) = Я(х) +



де Q(x) — многочлен, що має степінь менший, ніж степінь многочле
на Р(х).

Інтегрування 0(дс) не викликає труднощів. Отже, лишається знайти
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( <ь.
* а х  +Ьх + с

Будь-який інтеграл такого вигляду зводиться до знаходження 
одного чи двох вказаних нижче стандартних інтегралів:

Г ( І Х  Г ( І Х  Г ( І Х  Г Х ( І Х

) 7 ± ї ; і ^ Т а 2 '’
(див. § 4, приклад 1). Для цього в знаменнику підінтегральної функції 
слід виділити повний квадрат і виконати очевидну заміну змінної. 

Приклад 1. Обчислити інтеграли:

г dx г dx г
а) J х 2 +2х  + з' б) J х2 - 7 х  + 10’ В) J

х + 2
х 2 + 2 х + 2

dx.

ч Г ( dx _ f d(x + 1) _ 1 A де +1 „
&) > x 2 + 2x  + 3 = h x  + l )2 + 2 = > {х + і )>+ ф у = f r arCtg 42  J

«  f d x  -  f d x
’ J x 2 -  I x  + 10 h  7  Y

= - l n  
3

- I
,+!

x  2 ) 4

x - 7 = t  
2

dar = dt -J-
- d )

+ C = - l n  
3

x -  5
jc-2

+ C;

в) f * + 2 d x ~  1 Г<Ц*‘ +2* + 2> | f
J x2 + 2 x + 2 2-* x2+ 2 x + 2 J ( x + 1)2 + 1
= — Іпідг2 + 2x + 2І + arctg(x + 1) + C.

Приклад 2. Обчислити інтеграли: 

rfjc r dx

d(x +1)

a) J ; 6) J в) J- 5x - 3

a) J

4 - х 2 + 4 x - 3

dx

4 - х 2 + 4 x - 3  J 4 l - ( x ~  2)2 J tJi - ( x -  2)2
= arcsin(jc -  2) + C;

-j-

ліх2 + 2jc + 5 уі2 х 2 + 8 x + l 

dx г d(x -  2)

dx.

-j-
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6) |
(їх _ Г (і(х + і) 

У І Х 2 + 2 х  +  5  у і {х  + і У +  4
= 1п ■ +  1 +  УІХ2 +  2 х  +  5 + С.

До розглянутих вище типів інтегралів зводяться також загальніші

інтеграли: і Я ..... (їх (а * 0,р * 0), окремий їх випадок роз- 
* уіах2 +Ьх + с

глянуто в § 4 (приклад 1);

= г 4 + в )~  3.3 ^ 5 | . гі( 2 ^ + 8х + і )

* тІ2х2 + 8х + 1 4  ̂ лІ2х2 + 8х + 1

= ^ ^ 2 х 2 +8ж + 1 -  -^г 1п|дг + 2 +
2 у/ 2

5 * - З

і-+  * /д г  +  4 * +  4 + С.

У більш складних випадках для знаходження інтеграла типу 

| Я^х, уіах2 + Ьх + с^<1х використовуються підстановки Ейлера, де і?

— раціональна функція від х і уіах2 +Ьх + с .
Якщо квадратний тричлен ах2 + Ьх + с не розкладається на прості 

множники, і оскільки ах2 +Ьх + с > 0, то а > 0 , доцільно покласти
у[ах2 + Ьх + с = ї -  у[ах , після чого під знаком інтеграла залишить
ся раціональний дріб.

Якщо тричлен ах2 + Ьх + с має дійсні і різні корені хх і х2, доцільно 
покласти уіах2 +Ьх + с = Цх -  хх) (у разі, якщо хг = х2, уіах2 +Ьдг + с = 
= \х -  хх\ • >/а , а отже, під знаком інтеграла знаходиться раціональна 
функція від х). Вказані підстановки мають назву відповідно першої 
та другої підстановки Ейлера.

На закінчення зауважимо, що обчислення інтегралів за допомо
гою підстановки Ейлера, як правило, досить трудомістке, а тому ми 
не приводимо прикладів з їх застосуванням.

Пропонуємо читачу розглянути самостійно такі приклади. 
Приклад 3. Обчислити інтеграли:

а> /
іїх

; б)
Х ( І Х

1 + ^х2 +2х + 2 ■' УІ7Х - 1 0 - х 2
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§ 7. Інтегрування дробово-раціональних функцій

Дробово-раціональні функції R(x), як відомо, записуються у ви-

гляді Щх) = Р(х)
Q(x)

, де Р(х) і Q(x) — многочлени відповідно степенів т
і п.

Якщо т >  л, то, виконуючи ділення, дістанемо

Р(х)
Q ( X )

= Т(х) + РЛх) 
Q(x) '

Тут Т(х) — ціла частина — многочлен, Рг(х) — многочлен степеня,
Рі(х)

меншого за степінь многочлена Я(х), тобто — правильна дро

бово-раціональна функція.
Інтегрування многочлена Т(х) не додає ніяких складностей. Тому 

задача інтегрування дробово-раціональних функцій фактично зво
диться до інтегрування правильних дробово-раціональних функцій, 
навчившись інтегрувати які можна легко проінтегрувати й довільні 
дробово-раціональні функції.

Інтегрування правильних дробово-раціональних функцій базується 
на їх розкладанні на суму простих дробово-раціональних функцій 
чотирьох типів:

і)
Mx + N  

х 2 + рх + q
; 4)

Mx + N  
(х2 + px + qf

де А, М, N , а, р 9 q — дійсні числа; р2-  4q < 0 (тричлен х2 +рх  + q не має 
дійсних коренів); k = 2, 3, ... .

У повному курсі вищої алгебри доведено таку теорему.
Теорема. Будь-який правильний раціональний дріб розкладаєть

ся на суму найпростіших раціональних дробів, коефіцієнти яких 
можна знайти методом невизначених коефіцієнтів.

Отже, інтегрування раціонального дробу зводиться до інтегруван
ня многочлена Т(х) та суми найпростіших раціональних дробів. За
значимо, що вигляд найпростіших дробів визначається коренями зна
менника Q(x). Можливі такі випадки.

1. Корені знаменника дійсні і різні, тобто

Q(x) = (х -  а ,)^  -  а2)...(* -  а„).

У цьому випадку 
першого типу:

РЛх)
Q(x)

розкладеться на суму найпростіших дробів
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Рі(х) А 1 І А 2

0 (х) х -  а, х -  а2 х -  а . (7)

невизначені коефіцієнти Ах, А2, ... Ап знаходять з тотожності (7).
г х 2 — 2 х + 2

Приклад 1. Обчислити | х з + 2хі _ 8х Лх •

Оскільки х3 + 2х2 -  8 х = х(х + 4)(дг -  2), то
__ + А 2  ̂ А3

х + 2 х -  8 х

х х -  2 х + 4

З останньої рівності знайдемо сталі А 19 А2, А3. Привівши дроби 
правої частини до загального знаменника, отримаємо рівність

Аг(х -  2)(х + 4) + А 2 (х  + 4)х + А 3 (х -  2)х = х 2 -  2х + 2,

звідки при х = 0 маємо - 8 А 1 = 2 і А{= -  — . Якщо х = 2, то 12 А 2 = 2
1 13

і А2 = —. Якщо х = -4 , тоді 24 А 3 = 26, тобто А3 = — . 
о

Перетворивши останню рівність до вигляду (Ах + А 2 + А 3)х2 + (2А1 + 
+ 4А2-  2А3)д: -  8А1 = х2-  2х + 2, зауважимо, що вона можлива лише 
тоді, коли коефіцієнти при однакових степенях х в обох частинах 
рівності однакові, тобто

А1 + А 0 + А3 — 1 
- 2А1 + 4А2 -  2А3 

- 8 А1 =2
- 2

А
і
4

1

6
13
12

Тоді

х 2 - 2 х + 2  , 1 г сіх 13 г сіх 1  е (іх 1 , і і
х 3 + 2дг2 -  8 х 4 ' х 1 2 ' х + 4 6  ' х -  2 4

+ -^1п|лг + 4| + -̂1п|.г -  2| + С.

Наведений метод інтегрування називається методом невизначе- 
них коефіцієнтів.

2. Корені знаменника дійсні, причому деякі з них кратні, тобто 
<?(*) = ( * - а ) ( * - р ) \



2 9 8 Глава 8

_ . Р*(Х) оТоді дріб —1---- розкладається на суму найпростіших дробів першо-
С(*)

го та другого типів: 

їй * )  А В.+ — ^  + - в, в .
С(*) х -  а де — р (х -р )2 ( * - рГ

(8)

коефіцієнти А, В19 Б2, Вк знаходять з тотожності (8).
3. Корені знаменника дійсні, причому деякі з них кратні; крім 

того, знаменник містить квадратний тричлен, який не розкладається 
на множники, тобто <3(х) = (х -  а)(д: -  Р)* • (х 2 + рх + д ) .

У цьому випадку дріб —1---- розкладається на суму найпростіших
Я(х)

дробів першого, другого та третього типів:

Рх(х) А Вх
- - ■ ■ ■ ■   ----------------- + — —  +  ■

Вх  + Е
Я(х) х -  а дс-р {х -РУ х2 + рх  + д'

коефіцієнти А, Бр Б2, ..., БЛ, Б та Б знаходять з тотожності (9).
хйх

(9)

Приклад 2. Обчислити |  ——дг -  х 2 + х  -1  '
О скільки х 3 -  х 2 + х -  1 = х2(х - 1) + х - 1  = (х2 + 1)(л: -1 )  , то

Ах  + Б С
(х2 + 1)(х -  1) дг + 1 д: -  1 ’

За аналогією з попереднім прикладом маємо _ ц  =

= Л  * + ^  . Знаменники в обох частинах рівні, тому
(*2 + 1 )(* -1 )

і чисельники мають бути рівні, тобто х = (Ад: + Б)(д: -  1) + С(д:2 + 1).

Якщо х = 1, то маємо С = — . Якщо х = 0, то Б = — . Якщо х = -1 , то
2 2

А - і .
2

Отже, розкладання тепер набуває вигляду

_ х  1  1

х _ 2 + 2 2 _ _  1 х 1 1 1
(х2 + 1)(х -  1) ” (х2 + 1) + я -  1 ” 2 *л:2 +1 + 2 ’ л:2 +1 + 2 х - 1

Інтегруючи цю рівність, дістанемо
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г xdx _ l r  xdx 1 г dx \ с dx _ 1 . і 2 1|
j  ( х 2 + 1)(х-  1) ”  2 J ЛГ2 + 1 + 2 J  X 2 +1 + 2-І х - 1  - - 4 ПІХ + І(*2 + 1 )(* -1 )

+ — arctgx + —ln|x - 1| + С.
2 2

4. Знаменник містить квадратний тричлен, який не розкладаєть
ся на множники і має кратність І:

Q(x) = (х -  а)* (х2 + рх + q)1.
Р(х)

У цьому випадку дріб ■ -■ розкладається на суму найпрості-
Q(x)

ших дробів чотирьох типів:
В.х + Д  В2 х + D2

+ -Т-1------- — + - ------------2-^г-1-...рЛх ) А  , ! _ т ____________
Q(jc) дг -  а (х - а ) к х 2 + рх + q [х 2 + px + q f

В{ х + Д

(х2 + рх + q) 1

коефіцієнти^, ..., Ak, Bv Д ,  ..., В[9 Д  знаходять з тотожності (10),

• х 3 + х 2 -  4х +1

(10)

Приклад 3. Обчислити J :
(х2 + 1)2

■dx.

х + х -  4х + 1 Ах + В Сх + D
(г- + 1 J + 1 (г* + і)Г

Знайдемо коефіцієнти з урахуванням досвіду, набутого в попе
редніх прикладах. Отримаємо А = В = 1, С = -5 ; В = 0.

Отже,

j
х + х -  4х +1

(х2 + 1)2
dx =_ г х +1 , с bxdx _ і  r Ахах 

} ( ^ W ~  2 І х 2 + 1

bxdx
(х2 + І)2

1 r 2 xdx

L f dx ,  1 r 2 xdx 1 , 1 2 . 1

+ fF 7 T - 5'2J7F7T7 = I lnl* + l|+arctg‘ +2 (x2 + 1)
■ + C.
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§ 8. Інтегрування ірраціональних функцій

Познайомимося спочатку з поняттям раціональної функції Я (и, и) 
від двох змінних и іи.  Цю функцію можна дістати з цих змінних і 
деяких сталих шляхом додавання, віднімання, множення і ділення 
над ними. Такою є, наприклад, функція

Щи9 у) = 4и2 и3 + 7ии2 

З и3 + и2

Нехай змінні и і и є функціями змінної х: и = ф(*), V = \|/(лг). Тоді 
складна функція Л[ф(;с), \|/(л:)] називається раціональною функцією 
від ер і \|/.

Розглянемо інтеграли від деяких ірраціональних функцій і пока
жемо, що вдало підібрані підстановки дають змогу їх звести до інтег
ралів від раціональних дробів. Відносно таких підстановок кажуть, 
що вони раціоналізують дані інтеграли.

Інтеграли вигляду |  /?(*, у[х) ах 9 де Я — раціональна функція від
х і ?[х, п є # ,  раціоналізуються підстановкою £ = у[х . Якщо у підінте- 
гральну функцію входять радикали з різними показниками, то слід 
застосувати аналогічну заміну змінної, причому п має дорівнювати 
спільному кратному всіх цих показників.

Приклад 1. Обчислити і
ах

у[х +УІХ *
У підінтегральну функцію входять радикали з показниками 2 і 3. 

їх найменше спільне кратне дорівнює 6, а тому інтеграл набуває вигля

ду | Щх9 у[х) ах і може бути раціоналізований підстановкою і = у[х:

ах
у[х +%[х

£ = %[х\х = £6 
ах = б іьаі

б [ * аг = б [ -Ц - аг =
* і 3 + і 2 * г + 1

= б |^ 2 -  * + 1 -  1 аг = б І г2аг -  б |  гаг + ь\аг- б |  =

= 2і3 -  Зі2 + 6 і -  61п|£ + 1| + С = 2 у[ х  -  3у[х + №[х -  1п|>/* + 1| + С.

Інтеграли вигляду

ція від х іі {

ах + Ь 
сх + а

ах 9 де В — раціональна функ-
ах + Ь

ех + а 9 п є  N > раціоналізуються підстановкою і = (сх + а
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Приклад 2. Обчислити і !
-  х dx 
+ х х + 1

Візьмемо t 
Отже,

= ДНЇ
\ 1 + Х  *

1 - х  dx

Тоді х = 1 - Г
1 + *2

Г І^~х dx _ f^ l  + t 2 4t ^4. _ of _
m T + x 7 + T “ ~J 2 (1 + f2)2 ” J (1 + f2) “

= -2  f d* + 2 f dt = -2 f + 2arctgf + C = - 2 J - — -  + 2arctg j - —— + C. 
J J 1 + Г2 V1 + x Vl + x

; dx -  - 4tdt
a + t 2 ) 2 •

§ 9. Інтегрування тригонометричних функцій

Розглянемо інтеграли вигляду

Jsin mx cos лх dx, Jsin mx sin nx dx , Jcos mx cos nx dx (m * n). 
Вони легко обчислюються шляхом використання тригонометрич

них формул, які виражають добуток тригонометричних функцій че

рез відповідні суми і зведенням до інтегралів вигляду J sin kx dx і

J  cos kx dx .

Приклад 1. Обчислити [ sin 2x cos 5x dx.

Оскільки sin a cos p = 1

2
[sin(a -  P) + sin(a + P)], TO

J sin2x cos 5 xdx = ”  |  [sin 7x + sin(-3x)] dx = ~  |  sin 7xdx -  ~  J sin 3xdx =

= ----- cos 7x + — cos Зх + C.
14 6

З а у в а ж е н н я .  Для перетворення інших двох інтегралів 
використовують формули:

sina sinP = 1 / 2  [cos(a-P) -  cos(a+P)]; 
cosa cosP = 1/2 [cos(a-P) + cos(a+P)].

Інтеграли вигляду J sinmx • cos” xdx, де т ,п є  N , легко обчислю
ються, якщо т і л  — парні, через використання тригонометричних 
формул:
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. 2  1 -  cos 2* 2 1 + cos 2 х . > sin 2 хsin * = ------------- ; cos * = --------------; sm x co s^  = --------- .
2 2 2

Якщо хоча б один з показників т і п — непарний (наприклад, 
п = 2 k + 1), то, враховуючи, що cos2* = 1 -  sin2*, маємо

I sinm* • cosn xdx = I sinm * • cos2* * • cos xdx = J sinm *(1 -  sin2 *)* cos xdx.

Отже, такі інтеграли легко обчислювати за допомогою підстанов
ки t = sin*.

Приклад 2. Обчислити J sin2 *cos4 xdx .
У нашому випадку т = 2, п = 4. Перетворимо підінтегральну функ-

ЦІЮ до вигляду

[ sin2 * cos4 xdx = f (sin * cos *)2 cos2 *d* = f f — sin 2* 1 1 + cos 2* , --------------dx =J
V 2  J 2

Л і fsin 2 2 xdx + —f sin2 2 * cos2 xdx = — г 1 -  cos 4* , ------------- dx +
8 J1 8-1 8«1 2

+ — f sin2 2* • — d(sin 2*) = —  f dx -  —  f cos4xdx + 
8 ' 2  1 6 J 1 6 J

1 f sin2 2xd(sin 2 x) = —  x - —  sin4x + —  sin3 2x + C.
+ 16«1 16 64 48

Інтеграли вигляду J Л(8Іп *, сов*)<2*, де В — раціональна функ-

. , *ція від віп* і сов*, раціоналізуються підстановкою  ̂ = ,£
-  я < х < я . Справді,

sin X  =
2 sin —cos— 2tg — n.

2 2 _ 2 _ 2i
2  X  ■ 2 X ,  j. 2 X 1  +  t 2cos — + sm z — 1 + tg —

2 2 2

2 X . 2 X , , 2 *C O S ------ sin — 1 - t g  —
cosx = 2 _ 2 _ l - * \

2  X . 2  *  ,  . 2  ~cos — + sin — 1 + tg —! *  1 + t 2

2

1 + f2
-dt.x = 2arctgt, dx =
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г r ( 2 t l - t 2 \  2  гОтже, J R(sin *, cos x)dx = J R\ - — — , - — — - — — dt = J r(t)dt9 де
f t̂) — раціональна функція від t.

Приклад 3. Обчислити — :
J 4  s i

dx
4 sin x + 3 cos x + 5

^ 4 si
d*4sin* + 3cos* + 5 

dt
= 2 j 1 + f

t g ^  = t, - n < x < n
Cl

21 1 - t 2 , 2 dts m x  = -—s - ,  cos X — -—o',dx=-—» 1+f2 1+f2 1 + t2

dt

4 t %  + 3- 1+f2 1+ Г
+5 2£ + 8 t+ 8

- j (* + 2У f + 1
+ C = —tg|*2+ c.

Підстановка f = tg —, -  n < x < n , хоча й є універсальною, проте
призводить, як правило, до технічно складних викладок. А тому про
аналізуємо кілька окремих випадків більш простої раціоналізації 
інтегралів, розглянутих вище. Нехай підінтегральна функція має одну 
з таких властивостей:

1) R(-sin*, cos*) = -R(sinx9 cos*);
2) R(sin*, -cos*) = -R(sin*, cos*);
3) R(-sin*, -cos*) = R(sin*, cos*).
Для обчислення інтеграла R(sinx9 cosx)dx зручно використовува

ти відповідно такі підстановки: t = cos*; t = sin*; t = tg*.

Приклад 4. Обчислити [ Sm-j— d x .
J cos *

У нашому випадку R ( -  sin*, cos*) = -  R (sin*, cos*) діє підстанов
ка t = cos*. Маємо

3cos3* cos*
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Контрольні запитання і завдання

1. Що таке первісна функція?
2. Дайте означення невизначеного інтеграла.
3. Які основні властивості невизначеного інтеграла?
4. У чому полягає метод інтегрування частинами та метод заміни 

змінної?

Задачі і вправи для самостійної роботи

Використовуючи безпосереднє інтегрування, знайти інтеграли.

8.1. [ + * 2 аХт 8-2. . 8.3. ( # -  ЗхУ<Іх.
' * J 37 * 4 +1 •'

8..4. 8.5.
> 2 х - 1  і 7 П

1 + X
7 Г

СІХ.

Методом заміни змінної обчислити інтеграли 

сіх Л _ г X + 18.6. \ 8.7. [ х1 —  йх. 8.8. [ <іх. 8.9. [ . .
> ХУІХ + 1 і ХУІХ -  2 } УІХ-Ух } і]ех +1

8.10. [ А -І ІН І 8.11. Г— ____ 8.12. Г ^ Т ЇТ х 2^ ,
J х1пх * х і х ^ 2 ■’

8
г 1 + дг .

.13. ----т—йх.
: X

Методом інтегрування частинами обчислити інтеграли. 

8.14. j x c o s 2xdx. 8.15. jsiтctg^^xdx. 8.16. j x ln x d x .

8.17. Г(х + 1 )е^х.  8.18. \ ^ J L d x .  8.19. [ х&гсїщх ^
J 1 7 7  } 7 Г 7 7

Обчислити інтеграли від раціональних та ірраціональних дробів 
з квадратними тричленами у знаменнику.

Лх п ( dx „ г (Зх -  1)<ід:
8.20. /  -------. 8.21. [ ------- . 8.22. Г

' х 2 + Зх - 1 0  х -  х2 -  2,5 ' 4х2-  4х -1 7
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8.23. f Г  „ * • 8-24. f T -  ------ ,  8.25. f -  8* ~ U  d*.
J x 2 -  7x + 12 J J 1 2 x - 9 x2 - 2  4 b  + 2 x - x 2

8.26. 8.27. f y .
J Mx2 +2x + 2  J МЗх2 -  l l x  + 2

Обчислити інтеграли від раціональних функцій.

8.28. f ----- ----------- . 8.29. Г ,ХІХ . 8.30. f t» * - * * + 2Hta
j  (х + 1)(2х +  1) > 2 x 2 - 3 x - 2 j  х(х2 +  2х + 1)

8-31' l £ £ dx- 8'32' ^ *7 7 ?  833' J
8.34. [ ----- *2 + 2 * + 6----- dx. 8.35. [ ------* Z +1

J ( r - U ( r - 9 . ) ( r - 4 )  J (jc — 1)3(jc + ;(JC -  1)(JC -  2)(JC -  4)
-dx.

(x -1 )  (jc + 3)

Обчислити інтеграли від ірраціональних функцій.

dx8.36. f v * dx. 8.37. f
J 1  + lfc J

.38. [ J E £ * . 8 . 3 9 .  [ * ' + Л Т *
J V 1 + a: a: j

M l - 2 x -  M l - 2 x' 

dx.8 . . _____  , Л І .  -

* * J Vl + ;c
Обчислити інтеграли від тригонометричних функцій.

8.40. [sin3 х cos2 xdx. 8.41. [ sin x dx, 8.42. [cos6 a:da:.
J J COS X  J

8.43. f sin*d* 8.44. f— ^ ----. 8.45. f — ^ ---- .
J (1-cosAf) j 5 - 3 cosjc J 5 + 4sinj:

8.46. f-----—
J 5 — 4 si

da:
5 - 4  sin x + 3 cos a: 

Обчислити інтеграли.

. 8.47. j f -
sin2 xdx

tgx

8.48. j Xj ^ + X dx. 8.49. j e ^ d x .  8.50. J dx
(2x -  3)уі4х -  x 2

8.51.
1

arcsin xdx 8..52. J (in x - l ) d x

8.54. fsin Mxdx. 8.55. f—J J SI

In2 x 

dx

8.53. J
xexdx 

yjl + Єх

sin 2 x -  2 sin a:
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Bidnoeidi до глави 8

2
8.1. С ------- y= ~ е* + 1ПН* 8.2. — v(r4 + l /  + С.

3 ху/х 8
с  Н 1 с

8.3. С -  ^  (8 -  Здс)5 . 8.4. - х  + -1 п |2 х -1 | + С.

Vjc + 1 - 1
>/* + 1 + 1

+ С.8.5. arcsin х -  \ 1 -  х 2 + С. 8.6. In

8.7. 2-Jx -  2 + V2arctg + С.

8.8. х + ^-l lx*  + 1  • V*7  + 2>/^ + 3̂ /jc + 6^/x + 6 ln|4/jc -  l| + C.

8.9. ± ( 3 e z -4)ij(e* +1 ) 3 +C.

8.10. 2Vl + ln jc -  ln|ln jc| + 2 ln|Vl + ln x - 1| + C.

8.11. C ---- arcsin j-r. 8.12. — (r2 -  2 У 4 -  r 2 + 2 arcsin — + C.
a \x\ 4  v > 2

8.13. C . i ± * 2 je 1 1
„ . 8.14. —  + — j:sin2r + —cos2r + C.

3x3 4 4  8

8.15. xaxctgjx -  -Jx + arct gyfx + C. 8.16. —  (2 ln x - l)+  C.
4

+ C.8.17. xex +C. 8 .1 8 . ------ ^ = r f - ln 2x + 31n* + 2
27

8.19. yjl + x 2 arctg* -  ln^x + Vl + x 2 j  + C. 8.20. ^ ln x - 2

x + 5
+ c.

fl 01 2 , 1 -  2 x8.21. — arctg------- + C.
3 3

8.22. 8
ln(4x2 - 4x + 17)+ -^-arctg ^X * + C.

8.23. ln fe — %  + C. 8.24. -  arcsin ^ - = Л  + С. 
\x-3\  3
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8.25.

8.26.

8.27.

8.28. 

8.30. 

8.32.

8.34.

8.35.

8.36.

8.37.

8.38.

8.39.

8.40.

-  8л/б + 2х -  х 2 -  3 агсвіп Х ^  + С.
л/б

+ С.Зл/дс2 + 2х + 2 -  4 1п х +1 + >/х2 + 2х + 2

11 П  ї ї  2------+ . X -------X + —
6 V 3 3

-л /З х2 -1 1 х  + 2 + -Ц=1п
З 6л/з

+ С.

1п

1п

1п

\х + 1 \
л/ 2л:+ 1

« 2

* + 1

У

+ С. 8.29. -1п[(х -  2 /  • >/2х + і ]+  С.
5

+ — + С. 8.31. дс + -  + 1п-^ ,~уУ  +С. 
х +1 х х

—. =• + С. 8.33. —1п-
л/ де2 +1 6

М _ 4 а й е ! ! ^ + С .
— де н-1 уіз

31п|де — і| — 7 1п|дг -  2| + 5 1п|де -  4| + С.

+ — 1п де — 1
де + З

+ С.
4(де - 1)2 8(де - 1 )  32

— у[х* -  2у[їс + 6 у/х -  ба г^ у іх  + С.
5

- у і 1 - 2 х  - 2 \1 і - 2 х - 2 1 піІ1 - 2 х - 1  

УІ1  + X  -  л/і  —  де

+ с.

ІП
7 Ї + X +

+ 2агсі£
іт

-  X 
1 + *

+ С.

6 3УІ( 1  + х)2 (і + х)2 1 + X л/і + X 1------- і------------+ ----------+ —
16 5 7 4

+ С.

_1_

15
сов3 х(з сов2 х -  б)+С. 8.41. іцх + — віп2х -  — х + С.

5 1 . „ ( < 5 2 15  ̂ „—  х + —  вхп 2х сов х + — сов х + —  + С. 
16 12  ̂ 4 8 )

8.42.
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8.45.

8.47.

8.48.

8.50.

8.51.

8.53.

8.54.

2 + 5* Ф 4
8 " с * - 3

+ С. 8.46.

СОЭ х(соз X -  ЭШ х) 1

+ С.

-  — 1п|соз х -  в т  лг| + С.

агсзт х -  VI -  х 2 + С. 8.49. ЪеГх^  - 2 ^ с + 2 ^ + С .

ТГб
1п х + 6 + л/бОх -  15дс2

2л:- 3
+ С.

1п 1 - уВ Т . "свхп^ + С. 8.52. — + С.
1пл:

2 x ^ 1  + ех -  4л/1 + ех -  2 1п VI + е1 - 1

71 + е1 +1
+ С.

2^тл/^с -  V* сое 7 * )+  С. 8.55. --^1п X * 
* 2 п .в в т  —

■ + С.



3 0 9

Глава 9. Визначені та невласні інтеграли

§ 1. Поняття визначеного інтеграла, його геометричний та фізичний зміст

Визначений інтеграл є одним з основних понять математичного 
аналізу і широко використовується в різних галузях науки і техніки 
та в економічних дослідженнях. До поняття визначеного інтеграла 
приводять багато задач. Ось деякі з них.

Обчислення площі криволінійної трапеції. Нехай на відрізку [а, Ь] 
визначена неперервна функція у = f(x) ; вважатимемо, що f(x) > 0 
для будь-якого х є [а, b] . Фігуру, обмежену кривою у = f(x) , відрізком 
[а,Ь] осі Ох, прямими х = а та х = Ь, називають криволінійною тра
пецією (рис. 62).
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Для обчислення площі F цієї криволінійної трапеції поділимо 
відрізок [а, b] довільно на ті частин точками x l9x2 9 ...9xn_Y за умови а = 
= х0 < х х < х 2 < ... < xk_x < хк < ... <хп = Ь. Нехай Ахк = хк -  хк_х, де k = 
= 1, 2 ,...,я — довжина цих частин, а найбільшу із цих різниць у 
подальшому позначатимемо Х9 тобто X = тах|ДгЛ| .

Через кожну точку ділення проведемо пряму, паралельну осі ор
динат, до перетину з кривою у = f(x).

Ці прямі розділять площу трапеції на п елементарних частин 
(вузьких криволінійних трапецій). Замінимо кожну елементарну 
трапецію прямокутником з основою Ахк та висотою f ( ^ k ) 9 де к̂ — 
будь-яке число з проміжку [хк_ і 9 хк] 9 тобто хк_г < !;Л< дсЛ. Площа кожно
го такого прямокутника дорівнює f(^k)Axk.

Сума площ всіх цих прямокутників

f(Z>l)Axl + f £ 2)Ax2 + ... + f(t,n)Axn = ^ f ( ^ k)Axk;
k = l

її можна розглядати як наближену величину площі криволінійної 
трапеції, тобто

F = ^ f £ k)Axk.
k = 1

Ця формула буде тим точнішою, чим менша величина Ахк. Щоб 
дістати точну формулу для обчислення площі F криволінійної тра
пеції, потрібно в записаному наближенні перейти до границі, коли X 
прямує до 0. Отже,

F = (і)
Обчислення роботи змінної сили. Нехай потрібно визначити ро

боту А, яку виконує змінна сили Р = f(x) при переміщенні матеріаль
ної точки вздовж прямої Ох від х = а до х = Ь9 причому напрям сили 
збігається з напрямом руху. Як і в попередньому прикладі, поділи
мо цілком довільно шлях b—а на п частин, позначивши точки поді
лу а = х0 < х х < х2 < ... < хп = Ь.

Шлях розіб’ється на ті ділянок [x q9 jcJ ,  [x v  х 2]9 ..., [xk_ l9 xk] ... [xn_v  jcJ .  
Припустимо, що вказані ділянки достатньо малі і при пересуванні 
точки М  у межах кожного проміжку сила Р зазнає незначних змін і 
дорівнює (далі міркування ведеться для k-ї ділянки, де k = 1, 2,..., ті) 
Р = /(£*)> де 2;к — одна з точок проміжку [xk V хк]. Згідно з таким 
припущенням робота на k-й ділянці шляху ДAk ~ f(^k) Д хк.

Провівши такі міркування для всіх п ділянок, дістанемо набли
жену величину роботи: А = /(^Дл^ + /(2;2)A*2 + ... + f(^n)Ахп, або

п

А ~ Ї № к)Ахк.
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Якщо А.-»О (X = шах|Дд:А|), тоді змінна сила Р  на проміжку А х к 

мало відрізняється від сталої. Тому обчислення дійсного значення 
роботи змінної сили зводиться до обчислення границі цієї суми при 
А,-»0, тобто

А - \ ^ Х ^ * ^ * * - (2)

§ 2. Означення визначеного інтеграла та його економічний зміст

Границю суми типу (1) називають в и з н а ч е н и м  ін т е г р а л о м .
До розгляду приведених сум зводяться не тільки задачі на об

числення площі та роботи змінної сили, наведені вище, а й інші чис
ленні задачі сучасного природознавства.

У зв’язку з цим потрібно дати суто аналітичне означення визна
ченого інтеграла, абстрагуючись від конкретних фізичних чи гео
метричних задач. Нехай f( x )  — неперервна функція на замкненому 
проміжку [а, 6]. Розіб’ємо проміжок [а, b] цілком довільно на п час
тин точками а  =  х 0 <  х г <  х 2 < ... <  х п =  Ь. У кожному проміжку 
[ x k- v  X k1 Д О В Ж И Н О Ю  A x k =  x k- x k_x оберемо довільну точку і  обчисли
мо відповідне значення функції /(£*), k = 1, 2,..., п :

х  < £ < х  .k~l  — ^ > k ~  h 

п
Нарешті утворимо суму ^ f ( ^ k)А х к , яку називають інтегральною

k=i
сумою для функції f( x )  на відрізку [а, 6].

О з н а ч е н н я . Я к щ о  іс н у є  с к ін ч е н н а  гр а н и ц я  ін т е г р а л ь н о ї  с у м и  п р и  
X, щ о п р я м ує  до н у л я , н е з а л е ж н о  в ід  с п о с о б у п о д іл у  в ід р із к а  [ а , b] н а  
ч а с т и н и  т а  д о б о р у т о ч о к  ^к, т о  ц я  гр а н и ц я  н а з и в а є т ь с я  в и з н а ч е 
ни м  ін т е г р а л о м  в ід  ф у н к ц і ї  f ( x )  н а  п р о м іж к у  [ а , b] і п о з н а ч а є т ь с я  
ь

J  f ( x ) d x .
а

Отже,

Ііш £  ) А х„ = I  f ( x ) d x .  (3)
А = 1 а

У цьому випадку функція f( x )  зветься інтегровною на проміжку 
[а, 6]. Числа а та b —відповідно нижня та верхня межа інтегруван
ня; f( x )  — підінтегральна функція; f ( x ) d x  — підінтегральний вираз; 
відрізок [а, b] — проміжок інтегрування; х  — змінна інтегрування.
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Чи існує границя інтегральної суми, коли Л,—>0? І якщо існує, то 
коли?

Для неперервних функцій на проміжку [а, Ь] відповідь позитив
на. Справедлива така теорема. Якщо функція /(де) неперервна на 
відрізку [а, Ь] або обмежена і має скінченну кількість точок розри
ву на цьому відрізку, то границя інтегральної суми існує, тобто 
функція /(де) інтегровна на [а, 6].

Доведення сформульованої теореми читач може знайти в більш 
детальних курсах математичного аналізу. Розглядаючи властивості 
визначеного інтеграла, будемо спиратися на згадану теорему як на 
безсумнівну істину.

Згідно з цим означенням рівності (1) та (2) можна записати у 
вигляді

ь  ь

Ґ  = |  Нх)йх; А = |  Нх)<іх. (4)
а  а

Визначений інтеграл допускає різне фізичне тлумачення. Напри
клад, це робота змінної сили.

Визначений інтеграл допускає різне геометричне тлумачення, одне 
з них — площа криволінійної трапеції.

Визначений інтеграл допускає різне економічне тлумачення, одне 
з яких наведено нижче.

Економічний зміст інтеграла. Нехай функція у = /(дг) описує зміну 
продуктивності деякого виробництва протягом часу. Знайдемо об
сяг продукції и , вироблений за проміжок часу [0; Т].

Зазначимо, що коли продуктивність не змінюється протягом часу 
( /(0  — стала функція), то обсяг продукції АС/, виробленої за деякий 
проміжок часу [£, £ + Д£] задається формулою АС/ = /(£) Д£. У загальному 
випадку справедлива наближена рівність АС/ « /(^) Д£, де £, є [£, £ 4- Д£], 
яка буде тим точніша, чим менше Д£.

Розіб’ємо відрізок [0; Т] на проміжки часу точками:

0 = < £ , < £ ,  < ... <* = Т.0 1 2  п

Для обсягу продукції ДС/Л, виробленої за проміжок часу [£Л_1? *Д, 
маємо

Аи„а Л У  д**. де $* є [ ім , д ,  АС*= * * - А = 1, 2, 3, в.

Отже, С /«Х  АС/* = X  Л5*) АС*./г = 1 Л = 1
Якщо А.-»0 (X = тахД£Л), кожна з використаних наближених рівно- 

стей стає більш точною, отже
п

т  а«*.
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Враховуючи означення визначеного інтеграла, дістанемо

т

U = J f(t)dt.
0 (5)

Тобто якщо f(t) — продуктивність праці в момент t, то I f(t)dt -
0

обсяг виробленої продукції за проміжок [0; Т] 9 що чисельно дорівнює 
площі під графіком функції у = f(t ) 9 яка описує зміну продуктив
ності праці з часом протягом [0; Т] 9 оскільки одержаний інтеграл 
визначає площу криволінійної трапеції.

§ 3. Основні властивості визначеного інтеграла та його обчислення

З означення визначеного інтеграла та основних теорем про гра
ниці випливають такі властивості.

1. Визначений інтеграл від одиничної функції дорівнює довжині 
проміжку інтегрування:

ь

I  dx = Ь -  а. (6)
а

п

Дійсно, якщо f(x) = 1 на [а, Ь] 9 то ^ А х  = Ь -  а і границя сталої
к=1

дорівнює цій сталій.
2. Якщо функція f(х) інтегровна на [а, 6], то для будь-якого числа а

ь ь
J af(x)dx  = ctj f(x)dx.  (7)
а  а

Оскільки сталий множник можна винести за знак границі, то, пе-
п п

реходячи до границі при А.-»0 у рівності a/X^JAjck = a ^ f ( ^ k)Ax k 9

/m A = 1 A=1дістанемо формулу (7).
3. Якщо функції f(x) і g(x) інтегровні на [a, b] 9 то f(x) + g(x) також 

інтегровні на [a, b] і
b  b  b

I  lf(x) + g(x)]dx = J f(x)dx +J g(x)dx. (8)

a
4. J f(x)dx = 0.

a
b  a

5. J f(x)dx = - jf(x)dx.

(9)

(10)
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С ь

6. Якщо J f(x)dx і J f(x)dx існують, то
а  с

e b b
J f(x)dx + J f(x)dx = j  f(x)dx . ( П )

7. Якщо функції f(x) і g(x) інтегровані на [а, Ь\ і f(x) < g(x) для 
всіх хе[а , &], то

j f(x)dx <, J g(x)dx . (12)

8. Теорема про середнє значення інтеграла. Якщо функція 
f(x) неперервна на [а, 6], то для певної точки с е [а, Ь] справджується 
рівність

и

J f(x)dx = f(c)(b -  а). (13)

Нехай т — найменше, а М  — найбільше значення функції f(x) на 
[а, &]. Тоді т <f(x)<M для всіх хе  [а, ft], а тому за властивостями 1, 2, 7

Ь 1 ь
m(b -  а) < J f(x)dx < M(b -  а) . Звідси маємо т < - — — ̂ f(x)dx < М.

а а

Неперервна на [а, b] функція набуває всіх проміжних значень між

1 ьт і М у а тому знайдеться така точка се [а, &], що f(c) = - —— J f(x)dx .
а

х

9. Якщо функція f(x) неперервна на [а, Ь] і F(x) = j f ( t ) d t , то
а

= / ( jc) для всіх jcg [а, 6].
Для доведення застосуємо визначення похідної.
Передусім функція f(x) неперервна на [а, х \ 9 якщо хє [а, Ь]. Нехай

х + Ах

Ах — приріст аргументу х. Тоді AF = F(x + Ах) -  F(x) = J f(t)dt -
х х+Дг а

-^f(t)dt  = (згідно з властивостю 6).

а Застосувавши властивість 8, дістаємо

AF = /(с)((д: + Але) -  х) = f(c)Ax9

причому с лежить між х і х+Ах. Тепер маємо
AFF\x)  = l im ----= lim f(c).Дх—»0 лУ Дх—»0
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Оскільки у точці х функція f(x) неперервна, то lim f(c) = f(x) .
с —> X

Нарешті, ІішДд:) = lim f(c) , оскільки с лежить між х і х+Ах.
х  —>с Длг—»0

10. Основна формула інтегрального числення. Якщо функція 
f(x) неперервна на [а, &], то справджується формула Ньютона — Лейб- 
ніца

ь

J  f(x)dx = <р(Ь) -  ф ( а ) ,  ( 1 4 )

а

де (р(х) — довільна первісна функції f(x).
х

Справді, за властивістю 9 функція F(jc) = J f(t)dt первісна для
а

функції f(x).  Тому (р (x) = F(x) + Cy де Се  R — довільна первісна 
функції f(x) . Звідси

и и и

ф(&) -  (р(а) = (С + J f(t)dt) -  (С +J f(t)dt) = J f{t)dt.
а а  а

П р и м і т к а .  Різницю ср(Ь) -  ср(а) часто позначають символом

ф(*)|І .
я

Приклад 1. Обчислити Jsinjcdjc.
о

я

Маємо J sin xdx -  -  cos jc| J = -(cos n -  cos 0) = 2 .
0

11. Формула інтегрування частинами. Якщо функції U(x) і 
V(x) неперервні на [а, і]  і мають неперервні похідні, то

ь  ь

J U(x)V'(x)dx = U(x)V(x)\ba -  j U'(x)V(x)dx. (15)
a a

Справді, оскільки (U(x)V(x))' = U'(x)V(x) + £/(x)V'(x), то за форму-
b

лою Ньютона — Лейбніца j(U'(x)V(x)+ U(x)V'(x))dx = U(x)V(x)\ba •
a

Далі до лівої частини слід застосувати властивість 3.
е

Приклад 2. Обчислити J х 2 In xdx .
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Є
J  x 2\nxdx
і

U = Inx; dV = x 2dx
dx x 3d U -  — ; V = —  
x 3

f

\
I К  з = '
8 *  x 3 9 ,1 \ /

+ 1).

12. Формула заміни змінної у визначеному інтегралі. Якщо:
а) функція х = (р(0 неперервна на проміжку [а, Р] і має на цьому 
проміжку неперервну похідну; б) ф(а) = а, ф(р) = b і ф(*)є[а,р] за 
умови t є [а,р]; с) функція f(x) неперервна на [а, 6], то

ь  Р
= (16)

а а

Нехай F(x) — первісна функції f(x) на [а, b] (вона існує за власти
вістю 9).

Тоді -F(<p(t)) — первісна функції /(cp(0)ф (0  на [а, р].
Справді,

i F w m '  = = f w m v ) .
Застосувавши двічі формулу Ньютона — Лейбніца, дістанемо

Р ь

J I W t f M d t  = F((p(p)) -  F(cp(a)) = F(b) -  F(a) = J f(x)dx.
a a

Л _____
Приклад 3. Обчислити J jcvI + x 2 dx

Застосуємо властивість 12.

Позначивши л/l + х 2 — t 9 знайдемо х = ylt2 - 1, dx =
Л Г л '

Визначаємо нові межі. З рівності £ = у/х2 +1 маємо £=1при  
д: = 0; £ = 2 при д: = л/з.

Отже,

і !
з

8 1  _ 7 
З 3 ~ 3 "

2
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§ 4. Наближене обчислення визначених інтегралів

Для деяких неперервних підінтегральних функцій f(x) не завжди 
можна знайти первісну, виражену через елементарні функції. У цих 
випадках обчислення визначеного інтеграла за формулою Ньютона 
— Лейбніца неможливе. В усіх цих випадках застосовують різно
манітні методи наближеного інтегрування, які дають змогу викори
стовувати сучасну обчислювальну техніку. Формули, що їх зараз 
подамо, базуються на тлумаченні визначеного інтеграла як площі 
криволінійної трапеції та наближеним його представленням інте
гральною сумою:

\Кх)йх  « (17)
а *= 1

Ідея такого методу геометрично базується на тому, що графік 
/(*) заміняється близькою до цього графіка лінією. В одному випад
ку (при виводі формули прямокутників) графік /(*) заміняється сту
пінчастою ламаною (рис. 63). В іншому випадку (при виводі форму
ли трапецій) графік /(*) заміняється ламаною, вписаною в цей графік 
(рис. 64). При виводі формули Сімпсона ланки згадуваної ламаної 
заміняються дугами парабол другого степеня. Нижче використовуєть
ся позначення ук = ґ(хк) .

1. Складемо інтегральну суму, яка відповідає подрібненню [а,Ь] 
на п рівних частин і вибору точок = хк:

п

= Лх(у1 + у 2 +... + уп).
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Звідси визначений інтеграл можна обчислювати за формулою
ь ,
\Кх)<Іх = (Уі + у 2 +.. .  + уп), (18)
* П
а

яку називають формулою прямокутників. Чим більше буде п , тим

меншим буде крок Ах = - —— і права частина записаного набли-
п

ження буде давати більш точне значення інтеграла.
2. Розіб’ємо проміжок [а, Ь] так, як і в попередньому випадку, і 

впишемо в криву АВ ламану (рис. 64). Внаслідок такої побудови 
дістанемо п трапецій, сума площ яких наближено дає значення інте- 

ь
грала |  f(x)dx :

а

[ і(х)йх « »-Уі-Адс+ ^ +—2 АЛС + ...+  * Уп Але, 
I у '  9  9  9

або

I f{x)dx  = Уо+̂ п + Уі + ... + уп_ (19)

останній вираз називають формулою трапецій.
3. Якщо відрізок інтегрування [а, Ь] поділити на парну кількість 

рівних частин (тобто 2п) і позначити ук = f(xk) , де хЛ = а + Дд: • к — 
точки поділу, к = 0, 1, 2, ... , 2л, тоді визначений інтеграл можна 
обчислити за формулою
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J f(x)dx = ^ - [у0 + Угп + 2(У2 + У4 + • • • + У2л-2) + 4(Уі + • • • + У2„.,)]. (20)

яку називають формулою Сімпсона.
Ця формула дає більш точне значення визначеного інтеграла тому, 

що для її доведення використовують метод парабол, за яким на кож
ному відрізку [хк_1 9 хк] три значення функції /(л:) входять до інте
гральної суми.

На прикладі формули трапеції розглянемо питання про оцінку 
похибки від її застосування, оскільки без цього формула буде мати 
лише якісний характер.

Позначимо через ап вираз, який стоїть у правій частині формули
ь

трапеції. Тоді А = J  f(x)dx -  ап — абсолютна похибка від застосу-

вання формули трапеції. Позначимо через М  максимальне значення 
модуля другої похідної f'(x) підінтегральної функції у = f(x) на

[а,Ь], тобто М  = m ax|/'(;c)|.

У більш детальних курсах вищої математики доведено, що

А < ( 6 - а ) 3
12п2

М.
Я

Приклад 1. Обчислити інтеграл І = J  sin xdx , точне значення якого
о

дорівнює одиниці.
Згідно з формулами:
1) прямокутників при п = 3 дістанемо

г Я/ \ п (  . я . я . я
1 = -U /i +У2 + У з ) = -  s l n 6 + s m 3 + s m 2

2) трапецій при п = 3 одержимо

= 1,237;

1 - ї
6

У о +У з + у 1 + у 2 j = | ( 2  + V3)= 0,967;

3) парабол при п = 2 маємо

І ~ — ІУо + У4 + 2Уг + ЧУі + Уз)] * 0,99951.

Зауважимо, що всі три формули тим точніші, чим більше /і, і їх 
абсолютна похибка при п ©о прямує до нуля відповідно до озна
чення поняття визначеного інтеграла.
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§ 5. Невласні інтеграли

Згідно з теоремою існування визначеного інтеграла, цей інтеграл 
існує, якщо виконано умови:

1 ) відрізок інтегрування [а, Ь] скінченний;
2 ) підінтегральна функція / (х) неперервна або обмежена і має 

скінченну кількість точок розриву.
Якщо хоча б одна з умов не виконується, то визначений інтеграл 

називають невласним.
Якщо не виконується перша умова, тобто Ь = °о або а = -°о , або 

а = -оо та Ь = о©, то інтеграли називаються невласними інтеграла
ми з нескінченними межами.

Якщо не виконується лише друга умова, то підінтегральна функ
ція / ( х) має точку розриву другого роду на відрізку інтегрування

ь

[а,Ь]. У цьому випадку ^f(x)dx називають невласним інтегралом
а

від розривної функції або від функції, необмеженої в точках відрізку 
інтегрування,

1. Нескінченний проміжок. Нехай функція f(x) неперервна для 
всіх вартостей х з проміжку [а,°°), тоді визначений інтеграл

ь

ЦЬ) = jf(x)dx,
а

яке б не було Ь > а, існує.
Якщо існує границя інтеграла 1(b) , коли b -» °о, то її звуть не

власним інтегралом від функції f(x) у межах від а до ©о і познача-

ють символом . Отже, за означенням

Э Ь
J f(x)dx = lim J f(x)dx,
a  a

( 21)

Якщо границя існує, то інтеграл J f(x)dx зветься збіжним, якщо

ні — розбіжним. Крім цього, в першому випадку говорять також, що 
інтеграл як невласний має зміст, в другому — що інтеграл не має 
змісту (йому не можна приписати якусь числову величину).

Приклад 1 . Обчислити інтеграл J e~xdx. 
Маємо 0
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f е Xdx = lim f e~zdx = lim[l -  e~b] = 1 .
J  J  b —»oo0 0

У цьому випадку невласний інтеграл збіжний. Його можна вва
жати за величину площі фігури, обмеженої лініями х = 0 , у = 0 і
у  =  < Г Х .

Невласні інтеграли для інших нескінченних проміжків визнача
ють так само:

ь ь ь

J f(x)dx = lim J f(x)dx9 J f(x)dx = lim J f(x)dx.
a

(22)

2. Необмежена функція. Нехай функція /(х) неперервна, а отже, 
й інтегровна на проміжку [а, Ь -  Р], де Р — будь-яке як завгодно 
мале додатне число, але необмежена на проміжку (Ь -  Р,&). Тоді, якщо

існує границя інтеграла
b-ß
I f(x)dx при ß —> +0 (Р > 0 ), то її називають

невласним інтегралом від необмеженої функції і позначають
b-ß

J f(x)dx = lim J f(x)dx. (23)

Інтеграл зветься збіжним чи розбіжним залежно від того, існує 
чи ні границя правої частини останньої рівності.

dxПриклад 2. Обчислити інтеграл f Х
1/2 v l  “  Х~

В околі х = 1 підінтегральна функція необмежена. Отже,

dx dx

1/2 V 1 - х 2

1-fi
= lim f ,

i-ß l"
lim arcsin x . = lim1 ß->+02

arcsin(l -  P) -  arcsin —ß->+0 2

. 1 n n к= arcsin 1 -  arcsin — = ------- = —.
2 2 6 3

Якщо функція f(x) необмежена в околі точки а і на проміжку 
а < х <Ь неперервна, то згідно з означенням

I f(x)dx = lim I f(x)dx.

U  Васильченко І. П.
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1 dxПриклад 3. Обчислити інтеграл [ - = .
о *х

В околі х = 0 підінтегральна функція необмежена. Отже,

інтеграл збіжний

f 4 =  = Hm f = 2 lim (l -  yfa) = 2, 
І Vjc e-**°iv* e“"°

§ 6. Застосування визначених інтегралів

Обчислення площ. Якщо на відрізку [а,Ь] функція /(я) > 0 , то 
згідно з формулою (3) обчислення площі криволінійної трапеції, зоб
раженої на рис. 62, можна знайти за формулою

и= J f(x)dx. (24)

Якщо на відрізку [а, Ь] функція f(x) < 0 , то криволінійна трапе
ція, обмежена кривою /(х ) , відрізком [а, b] та прямими х = а і х = b , 
буде розміщена нижче осі Ох. У цьому разі визначений інтеграл
ь

|  f(x)dx буде <0. Проте площа є невід’ємною величиною, тому площу

криволінійної трапеції, розміщеної нижче осі Ох, треба знаходити 
за формулою

V о

F = ~ j f(x)dx , (f(x) < 0 ) , або F = J f(x)dx (25)

Якщо /(я) на відрізку [а,Ь] кілька разів змінює свій знак, то 
інтеграл на відрізку [а,Ь] треба розбити на суму інтегралів за част
ковими відрізками. Інтеграл буде додатним на тих відрізках, де 
/(я) > 0 , та від’ємним там, де / (х) < 0 . Інтеграл по відрізку [а,Ь] дає 
різницю площ, що лежать вище та нижче осі Ох.

Отже, щоб одержати суму площ (без врахування розміщення віднос
но осі Ох), треба знайти суму абсолютних величин інтегралів за част
ковими відрізками або обчислити інтеграл від абсолютного значен
ня функції, тобто

j \ f (xpx .
а

(26)
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Якщо треба обчислити площу фігури, обмеженої кривими У -  іі(я) , 
у = /2(х) та прямими х = а, х = Ь (рис. 65), то при /2(^) > Д(х) її 
можна знайти за формулою

ь
Р = (х)-Ь(х)уіх.  (27)

Рис. 65

Приклад 1. Обчислити площу фігури, обмеженої графіком функції 
у = sin х і віссю абсцис у -  0 за умови 0 < х < 2тс.

Маємо у > 0 , якщо 0 < Jt < я , і і/ < 0 , якщо п < х < 2п .
Отже,

д £  д
Г f  і Я ,2тс

F = І sin jcdjc + І ( -  sin x)dx = -  cos x\ + cos x\ = 4.
0 re

Приклад 2. Обчислити площу області, обмеженої лініями у = sin х 
2

та у = —х (рис. 66).
71

71
Задані лінії перетинаються в точках з абсцисами хх = 0 та х2 = — . 

Отже, згідно з формулою (27), маємо

} 2  х 2= (sin х —  x)dx = ( -  cos х ------)
J n n n 4
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О "2 п х

Рис. 66

Приклад 3. Обчислити площу фігури, обмеженої графіками 
функцій у = 2 - х 2; у  = х (рис. 67).

Знайдемо точки перетину заданих ліній. Для цього розв’яжемо 
систему рівнянь:

\ у  = 2 - х 2,
звідки х 1 = - 2  ; х2 = 1 .

Площу знайдемо згідно з формулою (27)

Р = \ \ 2 - х 2 )-х \<іх = '  * 3 '
2 х -------------

З 2
9
2

Довжина дуги кривої. Довжиною дуги називається границя дов
жини вписаної ламаної лінії при необмеженому зменшенні довжи
ни її ланок.



Знайти довжину Ь дуги у = у(х) , а < х < Ь , де у(х) — неперервна 
диференційовна функція на [а, Ь] .

Розіб’ємо [а ,Ь] на частини точками поділу хк (рис. 68). Впишемо 
в дугу кривої а < х <Ь ламану лінію так, щоб абсциси її вершин 
були хк. Довжина однієї ланки ламаної (згідно з теоремою Піфаго- 
ра і формулою Лагранжа)

Визначені та невласні інтеграли 3 2 5

мкмк+1 = V< Д**)2 +<Дук)2 = АХ J l  +

Довжина ламаної М 0 М 1М 2 ...Мп = ^-у/l  + у'2 (^к)Ахк .
Отже, к ~ 1

L = lim £  J l  + y'2 ($k)Axk = j  JT^y*dx ,  (28)
Ä=1 а

X = maxlAJcJ.
1 Z k Z n '  1

Наслідок. Якщо дуга задана параметрично дг = *(£), і/ = y(t) , 
а < £ < ß , то її довжину знаходять за формулою

ß __________________________

L = J yjx'2 (t) + y'2 (t)dt. (2 9 )
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у Лі

Рис. 69

Приклад 4. Обчислити довжину дуги кривої у 2 = х3 , якщо 
0 < х < 1 (рис. 69).

Г— З
З рівняння у 2 = х 3 знаходимо у = ± \Іх3 = ± х 2 (“плюс” — верх

ня ланка, “мінус” — нижня) Обчислимо довжину однієї частини і 
помножимо її на 2. Отже,

L = 2 \y j l+ y'2dx = 2 j J Ï T ^ d x  = i | ( l + | x ) l | ‘ = А ( і з Л з _  8).

Приклад 5. Обчислити довжину дуги однієї арки циклоїди 
х = a(t -  sin t) , у = а(1 -  cos t) , 0 < t < 2к (рис. 70).

У t

З рівняння циклоїди знаходимо x'(t) = а( 1 -  cos t ) , у' = a sin t . 
Якщо jc пробігає відрізок [0; 2ла], параметр t пробігає відрізок [0; 2л]. 
Отже, довжина дуги
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2па ____________  2л _________________  2л

L = J yjl+y'2(x)dx= J yjx'2(t)+y'2(t)dt = a j  J  ( 1 - cost)2+ sin2 tdt =  
0 0 0

sin z :d t=-4acos ̂ 2 к
= 8  a.

0

Об’єми тіл. Нехай найменша і найбільша абсциси точок тіла бу
дуть а і Ь. Припустимо, що S(x) — площа перерізу тіла площиною, 
перпендикулярною до осі Ох, яка перетинає її в точці з абсцисою х 
(рис. 71).

Розіб’ємо [а,Ь] на частини точками поділу хк і проведемо пло
щини х = хк. Побудуємо циліндри з основами 5(л:Л) і висотами 
Ахк = хк+1 - хк. Об’єм такого циліндра — 8 (хк)Ахк (рис. 71).

Отже, об’єм тіла

V = Ііт
ш ах|Л х4 |—»0  

1 $Л<п

п и

£  s (xk y^k = J S(x)dx; V = j  S(x)dx. (30)

З а у в а ж е н н я .  Якщо тіло обмежене поверхнею, одержаною від 
обертання кривої у = у(х) навколо осі Ох, і площинами х = а;х = Ь 
(рис. 71), тоді переріз його площиною, перпендикулярною до осі, пе
ретинає цю вісь в точці з абсцисою х і є кругом радіуса у(х) , а тому 
5(^) = пу2 (х). Отже, згідно з формулою (ЗО), об’єм тіла обертання 
можна знайти так:
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У = я |  уЧх,

а площу поверхні обертання —
Ь ___________

= 2тс| Ууіі + у ' 2(х)СІХ.

(31)

(32)

Приклад 6. Обчислити об’єм кулі радіусом Я.
Помістивши центр кулі на початок координат, ми зможемо роз

глядати його як тіло, обмежене поверхнею, одержаною від обертання
півкола у = л/д2 -  х 2 на [-Л, Щ навколо осі Ох. Отже,

1" = л |( Д 2 -  х2)йх = 2я(Д2х -  — )|* = — яД3.

Приклад 7. Обчислити площу поясу, утвореного обертанням півко- 
а < х < Ь <

; 1 +  у '2 =

ла у = 7 Д 2 -  х 2 , -Д  < а < х < Ь < И ,  навколо осі Ох.
Д 2Тут у' = - >/Д2 -• Д" - X і

О

Тоді ^пов = 2яД | сіх = 2яД(& -  а ) .

Приклад 8. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням фігури, 
обмеженої кривими у = 2х -  х 2, у = 0: а) навколо осі Ох; б) навколо 
осі Оу.

Крива у = 2х -  х 2 перетинає вісь Ох у точках х = 0; х = 2 , отже,

Ух =п$( 2 х - х 2)2(Іх = А - х 3 - х 4

Ъ \ 16
= — я; 

15

У, = ")[&  + у / ї ^ ї  -  І1 -  =

= 4 я | = - 4 я | (1 -  у М і  -  у) = -4 я ^ ( 1 3 У)3

= - і « і: = | я.

о
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З а у в а ж е н н я .  Для обчислення V використано формулу
<і

Уу = ^ [хІ (у )~  х*(у)]сІу; с, сі — межі інтегрування за змінною г/, де
с  і----------

Ху та х2 отримано з у = 2 х -  х 2; у = 1 -  (х - 1)2 ; х = 1 ± -у/1 -  у . Отже, 

х 1 = 1 - Vі - У  ; Х2 = 1  + 7 і - у  •

§ 7. Використання визначеного інтеграла в економіці

Раніше ми розглядали економічний зміст визначеного інтеграла, 
який виражає обсяг виробленої продукції при відомій функції про
дуктивності праці. Наведемо інші приклади використання інтегра
ла в економіці.

Якщо у функції Кобба — Дугласа (див. гл. 10) покласти, що ви
трати праці є лінійною залежністю від часу, а витрати капіталу 
незмінні, тоді вона набере вигляду г(£) = (Аї + В)еСі. Обсяг випуще
ної продукції за Т років

т

д  =  | (Аг +  В)ес'<и. (33)
0

Приклад 1. Знайти обсяг продукції, виробленої за три роки, якщо 
функція Кобба — Дугласа має вигляд г(І) = (1 +2£)е4*.

Згідно з формулою (33) обсяг виробленої продукції

Д = |(1  + 2 Цеи(И.
0

Використаємо метод інтегрування частинами. Нехай С/ = 1 + 2£;

6 У  = ЄМ(И . Тоді би  = 2<и, V = Г е4,<Н = - е 4‘ .
• 4

Отже,

Д  =  (1 +  2 « ) т е 4' І® -  Гт е4, Ш  =  І ( 7 е 12 - 1 ) - | е 4'4  1 * 4  4  Н

= | ( 7 е 12 - 1 )  -  | ( е 12 -  1) = ^ (І З е 12 -  1).

Досліджуючи криву Лоренца — залежність процента доходів від 
процента населення, що має їх (крива ОДА, рис. 72), ми можемо оці
нити ступінь нерівності в розподілі доходів населення. При рівно
мірному розподілі доходів крива Лоренца вироджується в пряму — 
бісектрису ОА, а тому площа фігури ОАВ між бісектрисою ОА і кри-
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вою Лоренца, віднесена до площі трикутника ОАС (коефіцієнт Джіні), 
характеризує ступінь нерівності в розподілі доходів населення.

Приклад 2. За даними дослідження в розподілі доходів в одній з 
держав крива Лоренца ОВА (рис. 72) може бути описана рівнянням
У = 1 -  л/і - х 2 , де х — частка населення, у — частка доходів населен
ня. Обчислити коефіцієнт Джіні.

в в
Очевидно, коефіцієнт Д ж іні (рис. 72) К  = = 1 -  °ВАС =

^ОАС Д̂ОАС

=  1  -  2 в о в л с  > О С К ІЛ ЬК И  в АОАС =  І ,

1 _____  1 1 _____  1 _____
&ОВАС = | (1 -  Л І 1 - Х 2 )<ІХ = I -  I У І 1 - Х 2 СІХ = 1 -  І У І 1 -  х 2 с іх  =

0 0 0 о

X = яіп £
СІХ =  СОЯ І(ІІ

= 1 - | л / і ~ 8 І П 2 * СОйІСІІ = 1 -  I  * * — —  =

= 1 - 1
2

* +  —  в і п  2 *  
2 2 2 4
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Звідси К = 1 - 2 •л тс і тс1 ---- = 1 -  2 + — * 0,57.
4 2

Достатньо високе значення £ показує суттєво нерівномірний роз
поділ доходів серед населення в державі.

Визначення початкової суми за її кінцевою величиною, одержа
ною через час £ (років) при річному проценті (процентній ставці) р, 
називається дисконтуванням.

Задачі такого типу зустрічаються при визначенні економічної 
ефективності капітальних вкладень.

Нехай Кп — кінцева сума, одержана за п років, і К 0 — сума, що 
дисконтується (початкова сума), яку у фінансовому аналізі назива
ють теперішньою вартістю очікуваних в майбутньому грошових 
надходжень. Якщо проценти прості (застосовуються до капітальних

вкладень в межах лише одного фінансового року), то К п = К0(1 + ^— )̂ > 

де “  — номінальна річна процентна ставка, виражена в десятко

вих дробах. Звідси К 0 = -
( і + — > 100

*о =

У випадку складних процентів Кп =ІГ0(1 + 
К.

-)тп , а тому
100 /п

, де т — число розрахункових періодів у році.
(1 + 100т

Нехай щорічний дохід, що надходить, змінюється з часом і опи-
р

сується функцією f(n) і при відповідній процентній ставці —  про
центи нараховуються неперервно. Враховуючи раніше наведений 
приклад (розділ II, гл. 5, §5), можна показати, що в цьому випадку 
дисконтований дохід К 0 за час N обчислюється за формулою

(34)

Приклад 3. Знайти дисконтований дохід за три роки при про
центній ставці 6 %, якщо початкові (базові) капіталовкладення ста
новили 10 млн грн і планується щорічно збільшувати капітало
вкладення на 1 млн гривень.

Очевидно, що капіталовкладення задаються функцією /(д) = 10 + 
+ 1 • п = 10 + п . Тоді згідно з формулою (34) дисконтована сума вкла
день буде 3

К 0 = |  (10 + п)е~°'0 6псІп.
0
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Інтегруючи, дістанемо К 0 ~ 32 млн грн.
Це означає, що для нарахування однакової суми, що утворилася 

через три роки, щорічні капіталовкладення від 10  до 13 млн грн 
рівнозначні одночасному початковому вкладу 32 млн грн при тій 
самій процентній ставці, що нараховується неперервно.

Нехай відома функція £ = г(х) , яка описує затрати часу на виготов
лення продукту (виробу) залежно від степені освоєння виробництва, 
де х — порядковий номер виробу в партії. Тоді середній час £сер , ви
трачений на виготовлення одного виробу в період освоєння від хх до 
х2 виробів, обчислюється за теоремою про середнє за формулою (ІЗ):

* с е р  =  — - —  I Цхуїх. (35)
Х2 ~ Хі {

Що стосується функції зміни витрат часу на виготовлення виро
бу і = і(х) , то часто вона має вигляд

і ах (36)

де а — витрати на перший виріб; Ь — показник виробничого процесу.
Приклад 4. Знайти середній час, витрачений на освоєння однієї 

деталі в період освоєння від х 1 = 10  до х2 = 21  деталей, прийнявши 
у формулі (36) а = 60 (хв), Ь = 0,5.

Використовуючи формулу (36), дістанемо

іс е р

1
21-10

; . і  
]  60* Чх
10

= 10,9(4,58 -  3,16) = 10,9 • 1,42 -  15,48 (хв).
З фінансового аналізу відомо: якщо прийняти, що доходи і витра

ти здійснюються неперервно протягом п років і якщо (Р{ -  С1 )Д£
(різниця доходів і затрат) знаходяться в інтервалі (г, £ + Дг), тоді те-

—Р-
перішня вартість ТВ = (Р{ -  С,)Д£е 100 , де е 100 — коефіцієнт дис
контування, £ — кількість років життя проекту.

Початкова вартість при неперервній капіталізації

1 іт ^ ( Р ,  - С {)Аіе
—В-і100

п р
= $ (Р, -С,)е~1 0 0‘сИ. 

0

У випадку, якщо Р
100

— стала, теперішня вартість

-С ,)е  100 А .
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Якщо Pt -  Ct = q = con st, тоді

100  v
Отже,

100
У загальному випадку інвестиції будуть вигідні, якщо ТВ > С0, 

тобто якщо приведена вартість інвестицій більше початкових капі
тальних вкладень.

Отже, теперішня вартість залежить від трьох факторів: різниці 
річних доходів і витрат д; терміну життя проекту п і величини про- 

Рцентної ставки — т :

Контрольні запитання і завдання

1. Сформулюйте означення визначеного інтеграла.
2. У чому полягає геометричний та економічний зміст визначено 

го інтеграла?
3. Які основні властивості визначеного інтеграла?
4. Що можна сказати про застосування визначеного інтеграла?

Приклади розв’язування задач

9.1. Обчислити:
9

100

о
з

о о
а) Виконаємо заміну £ = VI -  х . Тоді х = 1 -  £3, сіх = -3 £2<і£ ; якщо 

х = 1 , то і = 0; якщо х = 9 , то і = -2  .
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9 _____  -2 о /

Отже, j x 3y l l - x  dx = j ( l - t 3) t ( - 3 t 2)dt  = s j ( l - t 3) t3d t  =
1 0  - 2

б) Візьмемо x = a s in t ,  0 < t<  
dx = cl cos tdt  , to

■5. Оскільки 4  a 2 -  x 2 = a cos t ,

a _________ 2 4 2

Jx 2 4 a2 - x 2dx = a4 Jsin2 fcos2 tdt = Jsin2 2 tdt =

= J(1 -  cos4t)dt =^ -(t -  is in 4 t  j na 
16 ‘

в) Застосуємо формулу інтегрування частинами

Я
J  х • arctgx • dx =

U = arctgx; dV = x dx

dU = dx - y  -  x 
1  + x 2 ' 2

- arctgx
УІЗ 2 X7 _ *

° 2 h  +
-dx =

тс
2

7з . V3
dx
+ x l - 4 4 arctg-

7 з  
2 ‘

г) Формальне застосування підстановки t = (х -  2)2 на всьому 
відрізку [0; 3] призведе до неправильного результату, оскільки обер
нена функція х = ср(0  двозначна: х = 2 ± 4 Ї , тобто функція х має дві 
ланки, х 1 = 2 -  4Ї ; х2 = 2 + 4 Ї . Перша не може набувати значення 
х > 2 , а друга — значення х < 2 . Щоб здобути правильний результат, 
потрібно розбити даний інтеграл так:

3 2 3
I (х -  2)2dx = І (х -  2)2dx + 1  (х -  2)2dx 
0 0 2

і в першому інтегралі покласти х = 2 -  4Ї, а в другому х = 2 + 4Ї. 
Тоді дістанемо

Л = J ( x - 2)2dx
о

d t  = 1
27* " 2
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Іг
1

З'

Отже, І = — + — 
З З

= 3. Цей результат правильний, у чому можна впев
нитись, якщо обчислити інтеграл безпосередньо:

( * - 2)
З

з з

о

= 1 8 
З + З

= 3.

Отже, зробимо таке зауваження. Спосіб підстановки може при
звести до помилки, якщо не виконано умову 12  (§ 3).

9.2. Обчислити площу фігури, обмежену лініями х = 0,  х = 2 ,  у = 2х, 
у = 2х -  X2 (рис. 73).

Оскільки максимум функції у = 2х -  х 2 досягається в точці х = 1 
і дорівнює 1 , а функція у = 2 х > 1 на відрізку [0; 2], то

2

Р = \ \ 2 Х - ( 2 х - х г 
о

_3__ 4
1п2 З'

Рис. 73

9.3. Обчислити площу фігури, обмеженої Л ІН ІЯ М И  X + у = 0 , 
у = 2х -  х 2 (рис. 74).
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Рис. 74

Знайдемо абсциси точок перетину параболи у = 2х -  х 2 і прямої 
У  = - х  . Розв’язуємо рівняння 2х -  х 2 = -х  , знаходимо = 0; л:2 = 3 . 

Отже,

9.4. Знайти площу фігури, обмежену лініями х = -2 у 2; х = 1 -  Зу2 
(рис. 75).

У І

Рис. 75

|*  = - 2 і/2,
Розв’яжемо систему рівнянь < і знайдемо ординати то-

[* = 1 - 3  у 2

чок перетину кривих ух = - 1 ; у2 = 1 .
Оскільки 1 -  3у 2 > -2 у 2 при -1 < у < 1, то

і
*■ = 1 1 \ - З у 2 ) - ( - 2 у 2)]сіу = 2

-1 у

= 4 
3 ‘о



9.5. Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох 
фігури, обмеженої кривою у 2 = (х -  І )3 і прямою х =  3 (рис. 76).

Визначені та невласні інтеграли 3 3 7

Рис. 76
з з

V -  ЛІ у 2СІХ = к^(х - 1) 3 СІХ = і  п(х - 1 У = 4л.
і і

9.6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням дуги кубіч
ної параболи у = х 3 навколо осі Ох від початку координат до точки
х =  1 . _____  ______

У цьому випадку у ' = З*2; >/ і  + у'2 = уІ1 + 9х 4 . Отже,

= 2л Г х 3 л іЇ 7 9 х *<і х  =  —  (Ю л /ЇО  - 1 ). 
І 27

Задані і вправи для самостійної роботи

Обчислити визначені інтеграли.
а) безпосереднє застосування формули Ньютона — Лейбніца:

9.7. ІVI + х й х . 9.8. І

СІХ

хйх

9.9

о
-13

/
5>/(3- * ) 4

9.10.

і  (ж* +1)*
СІХ

{ х^І -  (Іпдг)2

б) заміна змінної у визначеному інтегралі:
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9.13 f xdx 9
і

.14. J •Je*d>

о Ve + e

9.15. J x 4 R 2 - x 2dx; (R >  0). 9.16. j x 3 ylx2 - l d x .
0
* 1„2

9.17. \^ - ? - d x
J X

9.18.
h  + x 41 " 0 

Інтегруванням частинами обчислити інтеграл.

9.19. J
е - 1

х cos x d x .

oV7
9.21. /

x 3dx
{ \la2 + x 2 ‘

Vs
9.23. J arctgsc • d x .

9.20. J ln(x + 1 )dx .
0
К

9.22. J л:3 sin де dor.
0
1

9.24. J x 2e~zdx.

Обчислити невласні інтеграли. 
"■ dx 

x 4
9.25. A .

J y 4

9.27. j x l n x d x .

9.26. f - ^ L .  
_{x2 + 1

dx
9 -28- x 2 -  4x + 30 0 

Обчислити площу фігури, обмежену лініями.

9.29. у = х2;у = 2 -  X2. 9.30. ху = 5; х + у = 6.

9.31. у = Зх -  х 2 ; У = X2 -  х. 9.32. і/ = 0; у = sin х; у = cos х.

9.33. у = х 2;у =
О

®'35 ' У ‘ Т Т 7 ’У ° Т

9.34. у 2 = 2х + 1;х -  у - 1  = 0. 

9.36. у = ех; у = е~х; х = 1.
Обчислити об’єми тіл, утворених обертанням фігури, обмеженої 

лініями.
9.37. у = 4 -  х 2,у  = 09х = 0 , де д:>0, навколо: а) осі х; б) осі у .
9.38. у = ех;х = 0;х = 1;у = 0 навколо: а) осі х; б) осі у.
9.39. у = х 3;у = 1;х = 0 навколо: а) осі л:; б) осі у .

4
9.40. і/ = — ; л: = 1;лс: = 4 ;і/ = 0 навколо: а) осі х; б) осі у.
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9.41. у = In х; у = 0; х = е навколо: а) осі х; б) осі у.

9.42. у = — —- \ х  = 1; де = -1;и = 0 навколо: а) осі де; б) осі у.
1  + х 2

Обчислити довжину дуги лінії.

9.43. у = In х від = 73 до х2 =лІ8  •

х 2
9.44. у -  —  від хх = 0 до х2 = 1.

9.45. у 2 =(х  + 1)3 від хх = 0 до х2 = 4 .
t '3

9.46. х = 1 ; у = t 2 + 2  від tl = 0 до t2 = 3 .
о

9.47. х = (і2 - 2 )  sin t + 2t cos і, і/ = (2 -  і 2) cos і + 2* sin і від tx = 0
ДО *2 =  Л .

Обчислити площі поверхонь, утворених обертанням навколо осі 
Ох дуг кривих.

9.48. у = х 3 від х = 0 до х = ^ .
9.49. у 2 = 4ад: від х = 0 до де = За.

Визначені та невласні інтеграли

Відповіді до глави 9

9 . 7 .  | ( л/ 8 - і ) .  9 . 8 .  j . 9 . 9 .  -5 (V l6  - 1 ) .  9 . 1 0 .  7 . 9 . 1 1 .  7 +  21п2.
Ö  ГЕ Z

9.12. f - 2 1 n 2 . 9.13. 9.14. ln С + ______
З З 1 + V2 15

9.16. 464 —  . 9.17. і .  9.18. ? .  9.19. £ - 1 . 9 . 2 0 .  1.
15 3 8 2

9.21. 141а . 9.22. л3 - 6л. 9.23. - ^ L - l n 2 .  9.24.
20 V3 е

9.25. х  • 9.26. Розбіжний. 9.27. -  — . 9.28. Розбіжний. 9.29.
З 4

8 10 
9.30. 12 -  5 In 5 . 9 . 3 1 .  7 . 9.32. 2 -  лІ2.9 .3 3 . 2 і  . 9.34. —  .

9.35. 77 -  77. 9.36. с + — -  2 . 9.37. —  л; 8л . 9.38. *(е2-̂ ;2л.  
2 3  е 15 2

9.39. 9.40. 12л; 24л. 9.41. ~ ; л(е -  2).
7 5 2

. 9.15. А л 8 -

2

СО
 І 

00
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9.42. Л(Я2+2)  ̂к 1п 2 • 9.43. 1 + | 1п I  • 9*44’ ° ’5^  + 1п(1 + ^  •

Л _  670 я3 „ 61тс ,
9.45. • 9.46. 12. 9.47. — . 9.48. кв‘ од‘ ‘

56 ,9.49. —  тш2.



РозділУ
ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ. РЯДИ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ

3 4 1

Глава 10. Функції багатьох змінних

§ 1. Означення, границя та неперервність ф ункції

Практичні застосування математики вимагають вивчення функції 
двох і більше незалежних змінних.

Розглянемо деякі приклади функцій багатьох змінних.
1. Функція Z = агхг + а2 хг +... + апхп +Ь 9 де а1 , . . . ,ап,Ь — сталі 

числа, називається лінійною. Її можна розглядати як суму п лінійних 
функцій відносно змінних х1 9 . . . 9 хп.

р а т и я п и ю .

На відміну від лінійної квадратична функція не розкладається 
на суму функцій однієї змінної.

3. Раніше була визначена функція корисності — одне з базових 
понять економічної теорії. Багатовимірний її аналог — це функція 
2  -  f(x1 9 x2 9 . ..9 xn) 9 яка виражає корисність від п добутих товарів. 
Частіше всього зустрічаються такі її види:

а) Z = ^  а. 1п(х, -  с.), де а. > 0, х. > с. > 0 , — логарифмічна функ
ція; 1=1

Така функція називається функцією сталої еластичності.
4. Також на випадок п змінних узагальнюється поняття вироб

ничої функції, що виражає результат виробничої діяльності залежно 
від факторів х1 9 х29..., хп, які його обумовлюють.

Наведемо види виробничих функцій, які найчастіше зустрічають
ся — величина суспільного продукту; хх — затрати праці; х2 — 
обсяг виробничих фондів), взявши для простоти п = 2 :

п

б) де аІ > 0 , 0 < Ьі < 1 , хі > сі > 0 .
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а) функція Кобба — Дугласа:
г  = Ь0 х^х% ;

б) функція зі сталою еластичністю заміщення:
(і)

Z = ejp tx ?  + е2 х ? ] *  • (2)

У цій главі будемо вести викладки переважно для функцій двох 
змінних (п = 2) ,  при цьому практично всі поняття і теореми, сформу
льовані для п = 2 , легко переносяться і на випадок п > 2 . Однак 
розгляд випадку двох змінних дає змогу використовувати наочну 
геометричну ілюстрацію основних понять даної глави.

Означення 1 . Змінна z зветься функцією незалежних змінних х 
та у, якщо кожній парі (х, у) з деякої області їх зміни відповідає 
певне значення величини z .

Символічно функція двох змінних позначається z = f(x,y) або 
z = F(x, у ) . Сукупність пар (*, у) величин х та у> для яких визначена 
функція z = / ( х, у) , зветься областю існування функції. Якщо для 
функції однієї змінної областю існування був один чи кілька 
проміжків, то для функції двох змінних області існування, як далі 
побачимо, можуть мати найрізноманітніші форми.

Приклад 1. Визначити область існування функції z = ^ 1 -  х 2 -  у 2 .
Очевидно, z набуватиме дійсних значень лише тоді, коли 

1 - х 2 -  у 2 > 0 , тобто коли х 2 + у 2 < 1 .
Цю нерівність задовольняють координати всіх точок, що лежать 

на полі круга з радіусом 1 , включаючи і точки його контуру, тобто 
точки кола:

Шуканою областю буде прямокутник (рис. 77). Справді, з нерівно
стей 4 - х 2 > 0 та 1 - у 2 > 0  маємо

Отже, до області визначення функції належать всі точки, що зна
ходяться на полі прямокутника, включаючи точки контуру (прямо
кутника).

Графіком функції двох змінних г = /(лсгг/) є деяка поверхня. 
Наприклад, графіком функції

х 2 + у 2 = 1 .

Приклад 2. Визначити область існування

х 2 < 4, у 2 < 1,
або

- 2  < jc < 2 , - 1 < у < 1 .

z
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У і V

1

- 2 0 2  *

- 1

Рис. 77

є півсфера з радіусом 1 , розміщена над площиною хОу (рис. 78). 
Якщо спроектувати всі точки цієї поверхні на площину хОу, діста
немо круг з радіусом 1 і з центром на початку координат. А це 
якраз і є областю визначення функції

г = у і і -  х 2 -  у 2 .

Поверхня, яка відповідає рівнянню z = f(x, у ) , буде проектуватися 
на площину хОу в область визначення функції z = f (x ,y ) .

Як бачимо, графік функції двох змінних — значно складніший 
об’єкт, ніж графік функції однієї змінної. Тому існує спосіб зобра
ження функції двох змінних, який полягає в перетині поверхні
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z = f(x 9 y) площинами z = С (С — довільне числа), паралельними 
площині хОу.

Означення 2. Лінією рівня функції z -  f(x,y) називається мно
жина точок (х, у) площини хОу, в яких функція набуває одного й 
того самого значення С і визначається співвідношенням f(x9 у) = С.

При різних С дістанемо різні лінії рівня для даної функції. Вони 
утворюють топографічну карту графіка функції /. Якщо вибрати 
числа С1 9 С2 , .. . ,Сп так, щоб вони утворювали арифметичну прогре
сію з різницею d, то отримаємо ряд ліній рівня, по взаємному розмі
щенню яких можна судити про графік функції. Там, де лінії розміщу
ються густіше, функція змінюється швидше, а де рідше — функція 
змінюється повільніше (поверхня пологіша).

Приклад 3. Побудувати графік функції z = х 2 + у 2 +1.
Візьмемо: z = l ,  тоді х 2 + у 2 +1 = 1, тобто х 2 + у 2 -  0 — це точки 

(0; 0); z = 2 , тоді х 2 + у 2 = 1 — це коло з центром на початку коор
динат і радіусом 1 .

Сім’ю знайдених ліній рівня зображено на рис. 79. Якщо тепер 
кожну з ліній розмістити у відповідній площині, то дістанемо зобра
ження графіка функції z -  х 2 + у 2 + 1  (рис. 80).

Рис. 79
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Функції трьох і більше незалежних змінних зобразити графічно 
в просторі неможливо.

Кожній парі jc0, і/о аргументів функції f(x,y) відповідає на пло
щині певна точка М  з координатами х0 ,у0 , а тому замість того, щоб 
говорити про значення функції f(x, у) при величинах х = х0 та 
у = у0 , можна казати про значення функції в точці М(х0 ,у0) .

Припустимо тепер, що функція f(x, у) визначена в деякій області, 
яка містить точку М(х0 ,у0) , за винятком, можливо, самої цієї точки.

Означення 3. Стала Ь зветься границею функції f(x,y) при 
х —> х0,у -» у0, якщо для будь-якої послідовності точок (з області 
визначення функції) (x1 9 yl)9 (x2 ,y 2 ),(xZ9 y3 )9 . ..9 (xn9 yn ) , . . . 9 відмінних 
від М(х0 ,у0) і які прямують до точки М(х 0 ,у0), відповідна по
слідовність f(xx, ух), f(x2, у2), f(x3, z/3),..., f(xn, уп),... значень функції 
завжди прямує до Ь.

Коротко це записують так:
lim f(x,y) = b.  (3)JC->X0
У~>Уо

Для функції двох змінних, як і для функції однієї змінної, запро
ваджують поняття неперервності функції.
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Означення 4. Функція f(x,y) зветься неперервною в точці 
М(х 0 , у0) , якщо вона визначена в області, що містить точку М0, та
в самій точці Мп і lim f(x9 y) = f(x0 , y0).и

І/—»I/O
Функція зветься неперервною в деякій області, якщо вона непе

рервна в кожній точці цієї області.
Для функції двох змінних справедливі теореми про границю суми, 

добутку та частки, встановлені раніш для функції однієї змінної. 
Справедливими для неперервних функцій (за певних умов) є також 
теореми про найбільшу та найменшу величину, про проміжні зна
чення та ін. На їх формулюванні й доведенні спинятися не будемо, 
бо це виходить за межі даного підручника.

Увівши поняття приросту функції, можна дати означення непе
рервності функції в іншій формі.

Нехай х0 та у0 — початкові вартості змінних х та у . Надамо 
цим змінним прирости Ах та А у , тобто покладемо х = х0 + Ах, 
у = у0 + Ау . Тоді

Аг = f(x0 + Ах, у 0 + А у) -  f(x0, у0) ,

що є повним приростом функції f(x,y) .
Якщо надається приріст, приміром, лише змінній х, а у залишається 

незмінною величиною, то
Ах 2  = f(x0 + Ах, у) -  f(x0 ,y0) ,

що є частинним приростом функції f(x,y) за змінною х.
Так само

Ayz = f(x0 y0 + Ау) -  f(x0, у0)
— частинний приріст функції /(х , у) за змінною у.

Означення 5. Функція f(x ,y) зветься неперервною в точці 
М(х0, у0) , якщо нескінченно малим приростам змінних х та у відпо
відає нескінченно малий приріст функції, тобто

Ііш[/(ЛГ0 + Ах, у0 + Ay) -  f(x0, i/o)] = 0 .Аг—>0 Ду—>0
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§ 2. Частинні похідні

Нехай z = f(x, у) є функцією від двох незалежних змінних х та у. 
Утворимо частинний приріст функції f(x, у) за змінною х:

Axz = f(x + Ax,y)- f (x ,y )
(припустимо, що у залишається незмінним) і розглянемо відношення 

Axz _ f(x + Ах, y ) - f (x ,y )
Ах Ах

Якщо існує границя цього відношення, коли Ах прямує до нуля, 
то вона зветься частинною похідною функції z = f(x, у) за змінною х

, дг
у точці (х,у) і позначається символом fx(x ,y ) , або —  .

Отже,

д*-»° Ах
Аналогічне означення частинної похідної за у:

f(x, у + Ау) -  f(х, у)
fy(x> У) = Jimу Ду—>0 Аг/

Отже, частинною похідною за х від функції z = f(x,y) зветься 
похідна за х, обчислена з припущенням, що у — стала.

Частинною похідною за у від функції z = f(x,y)  
за у , обчислена з припущенням, що х — стала.

Приклад 1. Знайти частинні похідні функції

z = х 2 -  3ху -  by2 -  х + 4у + 3.

Розглядаючи у як сталу величину, дістанемо
dz

Аналогічно, якщо х — стала, маємо —  = -Зх - 1 0 у + 4.
ду х4 3

Приклад 2. Знайти частинні похідні функції z = 3 
Маємо

—  = 3*v  In 3 • 4 * У ; I і  = з*v  In 3 • З х У .
дх 9 ду

Частинні похідні функції двох змінних мають просте геометрич
не тлумачення. Нехай рівняння поверхні, зображеної на рис. 81, є

z = f ( x , y ) .

зветься похідна

дг
дх

= 2* -  Зі/ -  1.
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Побудуємо площину х = х0. Вона перетне поверхню по деякій 
кривій АВ. Візьмемо на цій кривій довільну точку М  і побудуємо в 
ній дотичну до АВ. Позначимо через (3 кут, який дотична утворює з 
віссю O'L , паралельною осі Оу.

Якщо шукаємо частинну похідну по х, то припускаємо, що 
у = co n st, скажімо у = у0; якщо беремо частинну похідну по у, то 
припускаємо, що х = con st, скажімо, х = х0 . При зміні у пересуваємо
ся у площині х — X q по кривій АВ, роль ординати відіграє г. Оскільки
дг
ду

dz
dy

х = Xq , а звичайна похідна —  = tg (3, приходимо до виснов-
dy

ку, що —  = ^  (3. Аналогічно можна показати, що —  = , де а  —
оу дх

кут, утворений дотичною до кривої С£> з віссю, паралельною осі Ох.

§ 3. Повний приріст і повний диференціал

Нехай маємо функцію двох змінних

z = f ( x , y ) .
Якщо х та у дістають одночасно прирости Ах і Ау , то різницю 

f(x + Ах, у + А у) -  f(x9 у) звуть, як було зазначено в § 2, повним при
ростом функції і позначають символом А г .

Припустимо, що в розглядуваній точці (х9 у) функція z = f(x9 y) 
має неперервні частинні похідні. Повний приріст функції z = f(x9 y) 
можна записати у вигляді
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Аг = /(*  + Але, у + Ау) -  Я*, у + Ау) + f(x, у + Ау) -  f{x, у ) , (4)

додавши до правої частини і віднявши /(* , у + А у) .
Вираз

/(*  + Ах, у + Ау) -  f(x, у + А у)
є різницею між двома вартостями функції змінної х (другий аргумент 
у + Ау є незмінним). Застосовуючи формулу Лагранжа, дістанемо

я *  + д*, У + Ау) -  я * . У + Ау) = ш ' ( х ,  у + Ау), (5)
де х — проміжна вартість аргументу, що знаходиться між х та х + Ах. 

Так само вираз

Я*» у +  &у)~ /(* , у ) ,
який можна розглядати як різницю двох вартостей функції однієї 
змінної у (при сталому х), на підставі тієї самої формули Лагранжа 
набере вигляду

f(x, у + Ay) -  f(x, у) = Ayf'(x, у ) ,

де і/ — проміжна вартість аргументу між у та у + Ау . 
Беручи до уваги рівності (5) та (6), можна записати:

Az = Axf'(x,у + Ay) + Ayf'(x, у ) .

За припущенням частинні похідні неперервні, отже,

Ііш Щ х,у  + Ау) = df(x,y) lim df(x, у) _ df(x,у)
Дг-»0 
А у—>0

дх дх Аг—»0 
Д|/->0 ду ду

(6)

(7)

(8)

( х та у знаходяться відповідно між х та х + Ах , у та у + Ау , а тому 
коли Ах —> 0 і Ау -> 0 , то вони прямують відповідно до дг та у).

Якщо змінна має границю, то її можна подати як суму цієї гра
ниці та нескінченно малої величини, отже рівності (8) можемо запи
сати у вигляді

df(x,y + Ay) _ df(x,y) + а  df{x,y) _ df(x,y) | (9)
дх дх ду ду

де а  й Р — величини, що прямують до нуля, коли Ах -> 0 і Ау —» 0 ,  
На підставі рівностей (9) рівність (7) набуває вигляду

А2  = £(х,у)Ах + %(х,у)Ау + аАх + $Ау. (10)
Візьмемо для зручності

р = у і ( А х ) 2 +(Ау ) 2 .
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Очевидно,
Ах

Р

Ах \Ау\
---------------- =  < 1 і -— - < 1. Якщо Ах -» 0 і

>/(Д*)2 + (Ау) 2 Р
Ау —> 0 , то й р -> 0 . Справедливе й обернене твердження.

Сума перших двох доданків правої частини рівності (10) є голов
ною частиною приросту функції, яка відрізняється від Аг на нескінчен
но малу вищого порядку порівняно з р (припускається, звичайно,

що Ґх(х9 у ) *  0 і /'(*, у) * 0). Справді, відношення прямує до
рАх

нуля при р -> 0 , бо а нескінченно мала, а ~  — величина обмежена 
(менше або дорівнює одиниці).

Так само переконуємося, що й -> 0.

Означення 1. Головна частина повного приросту функції /(л:, у ) , 
тобто вираз Ґх(х9 у)Ах + ^(х9 у)Ау9 зветься повним диференціалом 
функції і позначається символом дг.

Отже, за означенням,
Лг = %(х,у)Ах + %(х,у)Ау . (1 1 )

Означення 2. Якщо повний приріст функції /(* , у) можна пода
ти у вигляді рівності ( 1 0 ), то функція зветься диференційовною в 
точці (х9 у).

Як видно з попереднього, функція буде диференційовною в точці
, .... . . . а / а/М(х 9 у ) , якщо п частинні похідні —  та —  у цій точці є неперерв-

дх ду
ними. Прирости незалежних змінних Ах та Ау звуть диференціала
ми незалежних змінних х та у і позначають відповідно через дх та 
ду. Тому повний диференціал набуває вигляду

дг = Ґх(х9 у)йх + ('у(х9 у)(1 у,  (1 2 )
або

д г - — дх + — ду- 
Ьх ду

( 12')

Якби ми мали функцію и = /(л:, у 9 г) з неперервними частинними 
ди Зп ди

похідними д , —  , то її повний диференціал мав би вигляд

, Эи , ди , ди , аи = - — ах — ау + — аг. 
дх ду дг ( 13)

Зважаючи на рівність (11), рівність (10) можна подати у вигляді 
Аг = гіг + аДлг + Р Ау. (14)



Звідси бачимо, що для достатньо малих Ах та Ау буде справедли
вою наближена рівність

Аг ~ (Іг. (15)
Приклад 1. Знайти повний диференціал функції

, х + у г = агЫ;£----- -
х - У  '

Знайдемо частинні похідні
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Отже,

дг - 2  У
дх і  І ( X + у У (x - y Ÿ  х 2 + у

( х - У ,
дг _ 1 2х _ х
ду

2 >

1 + X  +  J / Y  (Х - у У
х - У

, дг , дг , xdy -  ydx dz = — dx + — dy = — \  ÿ 2 
Эх dy x + y

Приклад 2. Знайти повний диференціал функції 

U = 2 y j x  + 3y 2 l[z2 .

ЭС/
дх

Маємо = 2у -  = 2л/х + 6ytfz2 ;
2 Vx ду

dU о 2 2
эГ = 3у Г

I
з

Отже,

dU = ^ - d x  + dy + dz = - j= d x  + (24x  + 6yyfz*)dy + d z .
дх ду дг *Jx Vz

Приклад 3. Обчислити наближено зміну функції

х + Зу
2  = --------

у - З х
при зміні х від х 0 = 2 до х 0 + Ах = 2,5 та і/ від і/0 = 4 до і/0 + Ау = 3,5 • 
Згідно з умовами задачі Ах = 0,5; Ау = -0,5 .

Знайдемо частинні похідні даної функції. Маємо

дг 1 (у -  3*) -  (-3)(* + Зу) = 10у дг _ 10*
5* (у -  Зх)2 (у -  Зх)2 ’ 9і/ (у -  Зх)2 ’
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тому

_ 10ydx  _ 1 0 j:dy 
( y - 3 x ) 2 ( y ~ 3 x )2 '

Обчислимо dz в точці M (x0y0) = M (2, 4):

, і 10 -4  ЛСГ 10-2  / _ _
dz\M = ' ° ’5 “  = 7’5‘ Ім (~2)г (-2 )2

Отже, згідно з формулою (15), матимемо Az = 7,5.

§ 4. Повна похідна

Нехай г = /(лг, у) — функція двох аргументів х  та у 9 причому 
х  = (р(£), у = \|/(£) — диференційовні функції по £. Якщо у вираз 
функції 2  підставимо вирази д: та у через *, дістанемо функцію однієї 
змінної £:

2 = Яф(<), '!'(*)] = **(*) •
йг

Поставимо собі завдання знайти похідну від г по — . Ця по-
сИ

хідна і зветься повною похідною.
Припустимо, що /(лг, у) має неперервні частинні похідні в розгля

дуваній точці. Якщо надамо приріст М  аргументу *, то х 9 у та г діста
нуть відповідні прирости Ах, А у та Аг. Згідно з формулою (10) може
мо написати

Аг = %(х, у)Ах + /„'(*. У)Ау + аАх + рЛу .
Поділивши обидві частини цієї рівності на Аі9 матимемо

Аг ч Ах л/ g ч Ау Ах 0  А у
u = l' ix’v)U  + f‘ i!C’v )u + a u + *T t (16)

За припущенням функції <р(0» \|/(0 — диференційовні, отже,

А* , dxlim —  = ф(£) = — ; 
At dt

А у , dy
lim —  = м/ (t) = — ; 

At Y dt

lim а  —  = 0 ; lim ß —  = 0 , 
д*->о д* д*->о д  t

бо а  й ß прямують до нуля, коли Ajc і А у прямують до нуля. Останнє 
не викликає сумніву, бо з існування похідних ср' ( 0  та \|/'(£) випливає 
неперервність х  і у як  функцій від t. Отже,
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.. Az dz ч dx  ч dy
і™  —  = —  = fx(x, у) —  + f ( x ,  у) -z- 

At dt dt y dt
Останню рівність можна записати ще й так:

dz _ dz dx ^  dz dy 
dt dx dt dy dt

(17)

(17')

У тому випадку, коли х  = £ і, отже, у = \|/(лг), формула (17) набуває 
вигляду

dz dz  ̂ dz dy
dx dx dy dx

(18)

Якщо z = f ( x9 y) , де x  = x(u9 v)9 у = y(u91 >), тоді частинні похідні

dz _ dz dx + dz dy dz _ dx + dz dy_
du dx du dy du ’ dv dx dv dy dv #

dz 2 2
Приклад 1. Знайти — , якщо z = 3х , де x  = a cos t9 у -  a sin t. 

dt
Маємо

dz dz dx dz dy 0 r2+„2 , о o / .—  = --------- + -------- - = 3 y In 3 • 2x • ( -a  sin f) +
dt dx dt dy dt

+ 3 * 2 + y 2  In 3 • 2y{a cos t) = 2a In 3 • 3 * 2 + у 2  (і/ cos t -  x sin *)• 

Виразимо x \ y  через t 9 дістанемо 

dz 2—  = 2a In 3 • 3a (a sin t cos t -  a cos t sin t) = 0 . 
dt

dz dz
Приклад 2. Знайти — »—  , якщо z = 1п(д: 2  -  у 2) , де z/ = ех .

2jcМаємо —  = —------ -. Використовуючи формулу повної похідної,

маємо
dx х 2 -  у 2

d* _ dz + dz dy 2х_________ 2уех = 2(jc -  уех)
dx dx dy dx x 2 - у 2 x 2 - у 2 х 2 - у 2

Л dz dz 2  2

П риклад  3. Знайти  — ; — , якщ о z = x +у  , де x = u + v9du dv
У = u - v .

Згідно з формулою (18') маємо

7212 Васильченко І. П.
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—  = 2х • 1 + 2у • (1) = 2(и + v) + 2(и - v )  = 4и;
ди

^  = 2х • 1 + 2z/ • (-1) = 2(u + u) -  2(и -  v) = 4v.
dv

§ 5. П охідна за даним напрямом. Градієнт

Частинні похідні дають “швидкість зміни” функції f ( x9y) в на
прямах, паралельних координатним осям. Проте часто буває, що 
потрібно знати швидкість зміни f ( x9y) в будь-якому напрямі. Як 
побачимо далі, диференційовна функція має похідну в довільному 
напрямі.

На довільній осі І візьмемо фіксовану точку М(х9 у) і змінну точку 
Р(х + А х 9 у + Ау) . Позначимо через Ф кут, що його утворює вісь І з 
віссю Ох9 а через р — відстань точки Р від точки М  (рис. 82). Утво
римо відношення

f (x  + А х 9 у + Ау) -  /(* , у)
„  РЯкщо існує

1 І І Т 1  f j x  + Ах9 у + Ay) -  f (x9 у)
Р-+М р (19)
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коли точка Р по осі І наближається до М , то цю границю звуть по
хідною від функції f(x,y)  в точці М  за напрямом І і позначають

V
символом ЭІ

д f  dfНехай /(*, у) має неперервні частинні похідні —  та —
Точка Р наближається до М  по прямій І, отже дх ду •

Ах = р cos ер, 
Ау = р sin ф.

Таким чином,

lim  f i x  + Ах, у + Ау) -  f j х, у)
Р-̂ О р

. f'( х, у)Ах + f'(x, у)Ау + а Ах + Р Ау
= Ііш ----------------- ----------------------------- =

р-.о р

,. К(Х, у)р COS Ф + f'Ax, j/)p sin Ф + ар cos Ф + рр sin ф
р->0 р

= К(х, у) cos ср + f ' (x , у) sin ф.

Як бачимо, за тих умов, які накладено на частинні похідні функції 
f(x*y) * границя (19) існує, а тому остаточно

df
■щ- = £ (* . у) cos ф + / '( х, у) sin ф ,

dz dz dz—  = СОЭф + —  Sin (
ді дх ду (20)

Це і є шуканим виразом похідної за даним напрямом. 

Якщо ф = 0 , то совф = 1, віпф = 0 і

dz dz

dz dz n
-  = - . Я к щ о  Ф = -

Эг

ТО

dz
є по-совф = 0, sin ф = 1 і “  0 ^  • Отже, частинні похідні —  і ^

хідними за додатними напрямами осей Ох та Оу.
У фіксованій точці похідна є функцією кута Ф . Постає питання: в 

якому ж напрямі похідна має найбільшу величину? Інакше кажучи, 
в якому напрямі функція f (x , у) найшвидше зростає? На це питання 
неважко відповісти.
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Розглянемо вектор g , який має за проекції на координатних осях

9/ а /
величини —  і ^  (частинні похідні функції f (x9 у ) , обчислені в 

точці М (х9 у ) ).
Довжина, чи модуль, цього вектора буде

—> Г э П 2 Г
8 її

І 5 ? И

Э/
ду

дг
дх

V дг
ду

Праву частину рівності (20) помножимо й поділимо на 
Дістанемо

8

дг
ді 8

дг
дх

дг
дх дуV

сов ф + ■

дг
ду

( Ъг ^  (
гвіп ф

Очевидно, дріб
Эг
дх

\ Ъх)

дг
_ дх

дг
ду

(21)

Г а » Т  + ґ з * ї

11 їм
___ 8

I а* ; ду\ у )
дорівнює косинусові кута (позначимо цей кут через X), що його утво-

дг

рює вектор

го кута. 
Отже,

8 з віссю Ох, а дріб дУ

8
дає величину синуса цього само-

дг д̂ _
дх Л ду . «= совЛ; — = э т X .
8 8

Підставляючи ці вирази в рівність (21), матимемо 

дг
ді

8 (сое X сов ф + віп X віп ф) = 8 сов(Х -  ф). (22)
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дг
З рівності (22) бачимо, що найбільшу величину похідна —  мати

ся
ме тоді, коли сов(Х -  ер) = 1 , тобто тоді, коли вісь І збігається з векто-

ром g

Вектор g
dz dz

, який має за проекції на координатних осях ^  та ^

і вказує напрям найшвидшого зростання функції /(* , у ) , зветься 
градієнтом функції в точці М  і позначається символом

g = gr&df(x,y) = —  i + —  j.
дх ду (23)

Якщо б ми розглядали функцію від трьох змінних и = f(x, у, г) , то 
для похідної за напрямом І дістали б

Э/ Э/ df q Э/—  = —  cos а  + —  cos р + —  cos у 
ОІ ОХ ду 02 9

(24)

де cos а , cosp, cosy — напрямні косинуси І, а для градієнта мали б 
вираз

. ди ди~1 ди
grad и = —  і + —  7+ —  k 

дх ду dz
(25)

Приклад 1. Знайти похідну функції и = х у 2г3 у точці М  (3; 2; 1) 
у напрямку вектора МІУ , де N  (5; 4; 2).

Знайдемо вектор МІУ і його напрямні косинуси:

M N  = / = (5 -3 ) і  + (4 -  2); + (2 -  l)k = 2 i+ 2 j  +k;

2 2 а 2 1
V22 + 2 2 + l 2 З З ' 3

Обчислимо значення частинних похідних у точці М:

ди _ 2  3 . дм _ 9 з. дн _ 2 2 .т -  — У 2 9 — 2xyz , —■ — z ,
d x  dz/ d z

' £ L ~

du = 12;
)м I і - •

0т« е, |  = 4 . |  + 1 2 . |  + З в - І . 2 2 £ .

/ 2Н-12 Васильченко І. П.
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П риклад 2. Знайти кут між  градієнтами функцій гх = ^ х 2 + у 2 і
г2 = х  -  Зу + у[3ху в точці М (3; 4).

 ̂ж Зг, 2х Ьгх 2 уМаємо — = — т ...... —-; — .
З* 2т] х 2 + у 2 ду 2у/х2 + у2

Ґд2іЛ -  3 . (<їеЛ  = 4У точці М
дхV" ул*

, 3 7 4 тОтже, £ га а 2 , = - і  + - у  .
и и

Аналогічно

)м 5

З*^ 2  ^ 1 , З у . 321 = _3 + ^_____^
дх 2^3ху ду 2у/3ху

( д ^ ) - 1 +  3 4  - 2 -
(дг2 )

, дх )м 2уіЗ - 3 - 4 І 3* ;
= - 3  + 3 3

2>ІЗ - 3 - 4  4 ’

Оскільки

£га(1г2 = 2і - - у .
4

г. і = л  і
+ 5

|вг«1г2| = ^4  + | 1  =

=  1 ;

•УЇ45

/

2 . 3 _ 4 . 9

совф = — §7— - і  » -0,199. 
>/145

§ 6. П оняття про частинні похідні різних порядків

Нехай 2  = f(x9y) — функція від двох змінних х  та у . Її частинні 
похідні £(*>*/) та Ґу(х9у) — надалі їх називатимемо частинними 
похідними першого порядку — в загальному випадку є функціями 
від х  та у 9 і ми можемо шукати від них частинні похідні. Дістанемо 
частинні похідні другого порядку:
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д2г д2г д2г д2гдх2 Ц х , у ) і  Ьхду Ъ(х ,у );  Эу2 4 ( ^ ,у ) ;  ^  -  Ґух{х,у).

Йдучи далі, можна визначити похідні третього порядку, четверто
го і т.д.

Природно постає питання: чи залежить результат диференцію
вання функції кількох змінних від порядку диференціювання за

різними змінними? Тобто, наприклад, похідні -  2 і -  2 тотожні
дхду дудх

чи ні? * *
Справедлива теорема (сформулюємо її без доведення): якщо час- 

д22 д22
тинні похідні і дудх непеРеРвн* в даній точці, то вони напев
но рівні між собою:

д2г _ д2г 
дхду дудх *

Приклад. Знайти частинні похідні другого порядку від функції 
2  = х 3 + ху2 -  5хув + у ь .

Маємо

—  = Зх2+ у 2~ 5 у3; = 2ху - І Ь х у 2 + 5у 4 .
дх оу

~  = 3х-, ~ y  = 2х -  ЗОху + 20у3; 
дх2 оу

д2г
дхду

2у -  15у2; д2г
дудх

= 2у -  15у2.

Як бачимо, f ’xy(x,y)  = Ґух{х ,у ) .
Для функції z = /(* , у ) , диференційовної у точці М(х, у ) , було 

введено поняття диференціала й одержана формула (12)
dz = f ' ( x9 y)dx + f ' (x9 y )dy .

Називатимемо вираз dz диференціалом першого порядку. Домо
вимося позначати диференціал літерами d та 8.

Нехай функції Гх(х9у) та Ґу(х9у) диференційовні в точці М. Роз
глядатимемо dx та dy як сталі множники. Тоді функція dz буде 
функцією двох змінних х та у 9 диференційовною в точці М (х9 у ) . Її 
диференціал має вигляд

б(гі2) = б[/х'(ЛГ, у)СІХ + ґу(х, у)йу] = [£(*, у)сіх + /„'(*, у)(іу]х&с + 

+[/*(*» у)<1 х + ґу(х, у)йу] у 5у.
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Диференціал Цйг) від диференціала йг у точці М , взятий при 
8х = дх, 8у = ду , називається диференціалом другого порядку функції

z -  f (M)  у точці М  і позначається d2z. Отже, 5(dz)
8 x = d x
& y=d y

= d2z ;

ё 2г  = Ь'ёх + ^ ё у ) хёх + {?'хёх  + ^ ё у ) уёу  = £  (ёх)2 + /х'  ёхёу  +

+ Гух ёхёу + Гуу (ёу)2 = Гхх (ёх)2 + 2 / ' ёхёу  + Гт (ёу)2.

Аналогічно диференціал 8(д2г) від д2г, взятий при 8х = dXy 8у = ду, 
називається диференціалом третього порядку функції г = /(М ) і 
позначається д3г і т.д. Тоді

ё 32  = СЛёх)3 + 3 С и(ёх)2ёу  + 3 £у,ёх(ёу)2 + Г’ (ёу)3.

Формула для ё пг нагадує розклад двочлена в л-му степені за фор
мулою Ньютона. Тому її можна записати символічно

dnz  = Э Э Т— ёх + —  ёу f( х,
дх ду

У)•

Наприклад: знайти d2z для функції 2  = a rc tg —.
У

/; = 2 2 * + у
— - — • Ґ  =
х 2 + у 2 ’ ху

б = -
2ху

х 2+у2- 2 у 2 _ х 2- у 2 .

~ (*! + у ! Г
2*У .

(*2 + і/2)2 У {х2+ у 2)г 
d 2z _ ~ 2ху(ёх)2 + (х2 -  у 2)ёхёу + 2ху(ёу)2

(**+»*)’

§ 7. Максимуми та мінімуми функцій від двох змінних

Означення . Максимумом функції f(x,y) зветься така величина 
f(Xo*yo) Цієї функції, яка більша за всі значення, що їх набуває дана 
функція в будь-яких точках, достатньо близьких до точки М(х0, у0) .

Інакш е кажучи, функція f(x,y)  має в точці М(х0,у0) максимум, 
якщ о

f i x  о +Ах,у0 + А у) < f(x0y0),
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а б о
/(*о + Ах, у0 + А у) -  Кх0у0) < 0 , (26)

для достатньо малих Ах і Ау за абсолютною величиною (рис. 83).

Так само говорять, що f ( x9y) має мінімум у точці М(х0, у0) , якщо

/(*„ + Ах, у0 + Ay) > f(x0y0) (27)

для достатньо малих Ах і Ау за абсолютною величиною (рис. 84).
Максимуми і мінімуми функції двох чи більше змінних звуться 

(як і для функції однієї змінної) екстремумами функції .

Іноді будова функції дає змогу без додаткових досліджень визна
чити її екстремальні точки. Наприклад, функція г = х 2 + у 2 має оче
видний мінімум “нуль” у точці М (0;0) — на початку координат, а
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функція z = yjl -  х 2 -  у 2 має очевидний максимум (він дорівнює оди
ниці) в тій самій точці. На жаль, такі функції є винятком, і тому 
постає питання про встановлення необхідних і достатніх умов екс
тремуму функції.

Нехай функція f(x,y)  в точці М(х0,у0) має максимум, тобто для 
достатньо малих за абсолютною величиною Ах і Ау:

f(x0 + Ах, у0 + Ay) -  f (x0,y0) < 0.

Припускаємо, що f(x, у) має неперервні частинні похідні першого 
порядку.

Якщо ми вважатимемо у за сталу, поклавши, наприклад, у = у0, то 
все одно виконуватиметься нерівність

f ( x0 + Ах, у0) -  f (x0,y0) < 0

для достатньо малих Ах за абсолютною величиною. А це означає, що 
функція однієї змінної f ( x , y 0) має максимум при х  = х0 , і тому 
похідна її, в даному разі частинна похідна по х  — fx(xQyy0)y має дорів
нювати нулеві в точці М.

Аналогічно доводиться, що і f ' (x0,y 0) = 0 .
Висновок. Якщо диференційовна функція f (xy у) має екстремум 

у точці М , то в цій точці виконуються рівності

(28)

Точки, для яких виконуються рівності (28), звуться критичними, 
або стаціонарними, точками. Коли б ми мали диференційовну фун
кцію від трьох змінних и = f ( xy уу z) ,  то неважко було б довести, що в 
точці екстремуму

ди л ди л ди
д ї ~  ; д ^ ~  ;

Умови (28) чи (29) є тільки необхідними.

(29)

Наприклад, функція z = ху  має частинні похідні —  - у у —  -  х ,
дх ду

як і дорівнюють нулю в точці М (0; 0 ), але неважко пересвідчитися, 
що ця точка не є екстремальною. Справді, якщо будемо надавати х  і 
у достатньо малі відмінні від нуля значення одного знака, z буде 
додатним, якщ о різних знаків — від’ємним. Отже, нерівність (26) чи 
(27) не виконується. Точка М (0; 0) не є екстремальною.

Достатні умови екстремуму для функції багатьох змінних мають 
значно більш складний характер, ніж  для функції однієї змінної, а 
тому приведемо ці умови без доведення і лише для функції двох 
змінних.
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Нехай функція г = f(x, у) неперервна разом зі своїми частинни
ми похідними першого і другого порядків і точка М 0(х0,у0) є ста
ціонарною точкою цієї функції, тобто

г'х(хо’Уо) = 0; / у(х0,у0) = 0.

Обчислимо в точці М 0 значення інш их частинних похідних 
функції ґ(х, у) і позначимо їх літерами А , В, С:

А  = г'хх(М0); В = г'ху(М0); С = г'уу(М0).

Якщо АС -  В2 > 0, то функція f(x,y)  має в точці М 0(х0,у0) 
екстремум; максимум, якщо А  < 0 , і мінімум, якщ о А  > 0 (з умо
ви А С - В 2 > 0  випливає, що А  і С обов’язково мають однакові 
знаки).

Якщо АС -  В2 < 0 , то точка М 0 не є точкою екстремуму. Якщо 
АС -  В2 -  0 , то ніякого висновку про характер стаціонарної точки 
зробить неможна і потрібні додаткові дослідження.

Приклад. Дослідити функцію на екстремум: г -  2л:3 + ху2 + 5л:2 + у 2.
Знайдемо стаціонарні точки функції. Система рівнянь (28) має 

вигляд 6л:2 + у2 + 10л: = 0; 2лсу + 2у = 0. З другого рівняння у = 0 або 
х  = -1  . Підставляючи по черзі ці значення в перше рівняння, знай-
демо чотири стаціонарні точки: М х(0;0); М 2(— 0); М 3( - 1; 2);
М 4( - 1; -  2).

Другі частинні похідні даної функції:

дх2
^  = 12*+  10; д*2 о З2* о о ^ - г -  = 2у; —т = 2х + 2.

охду Ьу
У точці М, маємо А  = 10; В = 0; С = 2 . Тут АС - В 2 = 20 > 0; 

отже, точка М 1 є точкою екстремуму, а оскільки А  і С додатні, то і 
точкою мінімуму. У точці М 2 відповідно буде А  = -10; В  = 0;

С = -  це точка максимуму. Якщо перевірити точки М 3 і М 4 , то
О п

вони не є точками екстремуму (в них АС -  В  < 0).

§ 8. Найбільше і найменше значення ф ункції

Для того щоб знайти найбільше або найменше значення неперер
вної функції г = Ґ(х,у) в обмеженій замкнутій області, потрібно знай
ти всі максимуми або мінімуми функції, як і досягаються в середині 
цієї області, а також найбільше або найменше значення функції на 
межі області. Найбільше з усіх цих чисел і буде шуканим найбіль
шим значенням, а найменше — найменшим.
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Приклад 1. Знайти найбільше та найменше Значення функції 
2  -  х 2 + 2у2 + 4 в крузі х 2 + у 2 < 4 .

Знайдемо критичні точки:

=  2х, | ^  =  4 і / ,  = *  лг =  0 , у  =  0 .
дх ду

Критична точка 0(0 ; 0). Значення функції в критичній точці 
20 = 2(0; 0) = 4.

Тепер дослідимо поведінку функції на границі області х 2 + у 2 = 4 . 
Звідси х 2 = 4 -  у 2, і/ є [-2; 2]. Підставимо значення х 2 у вираз для г . 
Одержимо функцію однієї змінної 2  = 8 + у 2, і/ є [-2; 2]. Тепер фун
кція 2  є функцією одного аргументу у, і ми шукаємо найбільше і 
найменше значення цієї функції на відрізку [-2 ; 2]:

<  =  2 У  •

Отже, 2 у = 0 , якщо у = 0 . Відповідне значення 2 : 2  = 8. Знайдемо 
тепер  зн а ч е н н я  ф у н к ц ії г на к ін ц я х  в ід р ізк а . При у -  ±2 
2  = 8 + 4 = 12. Порівнюючи здобуті значення 2  = 4, 2  = 8, 2  = 12, 
бачимо, що найбільше значення функції 2 найб = 12 досягається в точ
ках М х(0; - 2 ) ,  М 2(0; 2), а найменше значення функції 2найм= 4 до
сягається в точці 0(0; 0).

Приклад 2. Знайти найбільше та найменше значення функції 
2  = х 3 + у 3 -  3  ху  в області 0 < х < 2 ,  - \ <  у <2 .

Задана область — прямокутник.
1. Знайдемо частинні похідні першого порядку і складемо систе

му рівнянь виду

3 — =  3 ( * 2 -  у )  =  0 ;  | -  =  3 ( і / 2 -  х )  =  0 ,
ОХ ду

або

\ х 2 - у  = 0, 
[у2 -  х  = 0.

Р о зв ’язую чи систему р івнянь, знайдемо стаціонарні точки 
Рі(0; 0), Р2(1» !)• Значення функції в цих точках: гх = 0 , 22 = - 1 .

2. Дослідимо функцію на межі області:
а) при х  = 0 маємо 2  = у 3 ; ця функція монотонно зростає і на

кінцях відрізка [-1 ; 2] набуває значення 2\у=_х = г\у=2 =
б) при х = 2 маємо 2  =  8 + у 3 - 6 у  ; знайдемо значення цієї функції 

в стаціонарній точці і на кінцях відрізка [-1 , 2]. Маємо 2 ' = 3у 2 -  6; 
2 - 0  при у 2 = 2 або в даній області при у = уі2 г\у_^  = В -  4 у/2;

іу=-і = 13; 2І = 4у = 2



в) при у = -1 маємо г = х 3 - 1  + Зх і г -  Зх2 + 3 > 0 ; функція 
монотонно зростає від г\ = -1  до г\ = 13 ;1х=0 \х=2

г) при у = 2 маємо г = х 3 + 8 -  6л:; г -  Зх2 - 6 ;  г = 0; при х = лІ2

АХ. Д =%~ ^  21х=0 = 8; Нх=2= 4 -
3. Порівняємо всі знайдені значення функції: 2 найб = 13 у точці (2; 

-1); 2ивйм = _1 У точках (1; 1) і (0; -1 ).
Задача знаходження максимумів та мінімумів функцій багатьох 

змінних значно складніше аналогічної задачі для функції однієї 
змінної. Задачі знаходження подібних екстремумів присвячений 
спеціальний розділ математики — варіаційне числення, а також ком
плексна дисципліна — дослідження операцій. Вона присвячена по
шуку оптимальних розв’язків у різних, у тому числі й економічних 
задачах, в яких досліджувана цільова функція кількох змінних на
буває найбільшого або найменшого значення.
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§ 9. Про деякі застосування функцій багатьох змінних в економічній 
теорії

Отримання об’єктивної і достовірної оцінки інвестиційного про
екту передбачає ретельний фінансово-економічний аналіз вкладення 
коштів. Одним з варіантів такого аналізу є оцінка чутливості інвес
тиційного проекту, тобто схильність проекту до різних факторів. 
Основний підхід до аналізу чутливості полягає в розрахунку прибут
ковості проекту в умовах найбільш ймовірного прогнозу зміни ос
новних параметрів виробництва. Завдання цього аналізу полягає в 
тому, щоб, вибравши найбільш суттєві параметри, визначити їх вплив 
на вартість проекту при зміні величин цих параметрів.

Формальне визначення чутливості:

Я? =3-- ду_
У дхГ (ЗО)

де у — початковий параметр проекту (його окремо взятий або інте
гральний показник ефективності); х і (і = 1,2,...) — внутрішні змінні 
параметри проекту.

Часткова похідна є функцією чутливості або коефіцієнтом ох,
х і

впливу параметра х. на показник проекту. Відношення ~  вводить

ся для нормування і дає змогу здобути величину Бух у відносних 
одиницях.
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Аналізу чутливості передує фінансова оцінка інвестиційного про
екту, в ході якої розраховуються такі показники: сума експлуата
ційних витрат, виручка від реалізації продукції, прибуток і податки, 
чиста приведена вартість (ЧПВ), внутрішня норма рентабельності, 
термін окупності. Чутливість проекту можна оцінювати за кожним 
з цих показників.

Найбільш узагальнюючим показником доцільності реалізації того 
чи іншого інвестиційного проекту є чиста приведена вартість:

ЧПВ = І с,
(1 + г)‘ ’

(31)

де Сг — чистий грошовий потік наприкінці періоду ї\ Т — життє
вий цикл інвестиційного проекту; г — ставка дисконтування.

Чистий грошовий потік визначається як різниця між доходами і 
витратами від реалізації інвестиційного проекту і включає як дохо
ди — прибуток від виробничої діяльності (Р) і амортизаційні відра
хування (.Ат), як  витрати — інвестиції в капітальне виробництво, 
тобто відтворення основних фондів, як і вибувають за цей період (/). 
Отже чистий грошовий потік визначається за формулою

Сг = Р + Ат -  / . (32)

Чистий прибуток у загальному вигляді визначається так:

Р = [Х С - ( А  + Ь Х) + Ь \ 1 - " ,  Л
100%

(33)

де X  — обсяг виробництва продукції в натуральному вираженні; С — 
ціна продукції; А  — умовно-постійні витрати на випуск продукції; Ь — 
умовно-змінні витрати на одиницю продукції; Ь — ліквідаційна ви
ручка від продажу об’єкта; — діюча ставка оподаткування при
бутку підприємств (ЗО %).

Підставимо формулу (33) у формулу (32) і спростимо вираз:

С, = 0,7 • X  • (С -  Ь) + 0,7 ( І , -  А) + Ат -  / .  (34)

Найбільш суттєвий вплив на величину грошового потоку, а отже 
і на ЧВП , здійснюють обсяг виробництва продукції в натуральному 
вираженні і ціна продукції.

Введемо позначення:

В  = 0,7 • ( Ь  -  А )  + А т  - 1 . (35)
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ЧПВ = 1
1=0

0,7 ■ X  (С -Ь) + В 
(1 + г)'

(36)

Виходячи з виразу (36), можна визначити чутливість ЧПВ проек
ту до зміни обсягу виробництва продукції в натуральному вираженні, 
зміни ціни продукції і вибору величини ставки дисконтування. Для 
цього знайдемо часткові похідні:

Э ЧПВ
дХ

^  0,7(С-Ь)
к  ( і + гу  ’

(37)

дЧПВ _ А  0,7 • X
де ~ к а + г у '

(38)

дЧПВ ^  0,7 ■ X  (С-Ь) + В
дг ~ к Г  (1 + г),+1

(39)

Усі ці параметри можуть змінюватись як кожен окремо, так і одно
часно. В першому випадку достатньо використати відповідну похідну 
для знаходження чутливості відповідно до формули (ЗО). У другому, 
коли одночасно змінюються всі три параметри, потрібно використати 
чутливість за трьома змінними, яка відповідає градієнту:

дЧПВ дЧПВ дЧПВ\  . . . .

Тоді відносну зміну ЧПВ , зумовлену невеликими і незалежними 
абсолютними відхиленнями параметрів Х ,С ,г(ДХ,ЛС,Лг відповідно), 
можна визначити так:

К ЧПВ
1

ЧПВ
дЧПВ . „  дЧПВ— ------АХ  + —  

ЭХ де
• АС + дЧПВ

дг
Аг , (41)

Величина Хчпв = є коефіцієнтом чутливості інвестицій

ного проекту за критерієм чистої приведеної вартості. Він показує, 
в якій  мірі відхилення вибраних параметрів впливають на зміну 
ЧПВ , що дає змогу вибрати один або кілька проектів з багатьох мож
ливих.

Розглянемо приклад розрахунку чутливості інвестиційних про
ектів за критерієм ЧПВ (табл. 1).
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Таблиця 1

Показники Одиниця
вимірювання

Проекти
А В С

Чиста приведена вартість (ЧПВ) тис. грн 91,3 2439,4 860,1
Термін функціонування 
виробничих потужностей (Т) роки 3 4 6
Обсяг виробництва (X) тис. П І Т . 47 45 15
Умовно-змінні витрати на 
одиницю продукції (Ь) грн/шт. ЗО 180 90
Ціна продукції (С) грн/шт. 65 380 90
Ставка дисконтування (г) % 20 23 25
Можливі зміни параметрів 1 %
X + - +
С - + -
г - + -

Розрахуємо коефіцієнт чутливості за критерієм ЧПВ для кожно
го інвестиційного проекту. Результати розрахунків запишемо в таб
личній формі (табл. 2).

Таблиця 2

П
ро

ек
ти д х ,

шт.
д е ,

тис. грн
Аг, %

Э ЧПВ
дх  ’

тис. грн/ 
шт.

Э ЧПВ
де ’
шт.

ЭЧПВ 
дг ’

тис. грн
^чпв

А 470 -0,00065 -0,01 0,05 69287,4 -313 ,90 0,20
В -4 5 0 0,0038 0,01 0,34 77112,0 -4610,75 0,04
С 150 -0 ,0018 -0 ,01 0,18 30985,5 -2294,60 0,007

Можливі зміни параметрів проекту визначаються на основі екс
пертних оцінок. При цьому завдання експертів зводяться до таких 
двох напрямків:

1) визначити найбільш суттєві параметри, що впливають на ЧПВ;
2) визначити найбільш ймовірні напрямки зміни цих параметрів. 
У розрахунках за формулою (41) для зіставлення результатів

відносні зміни параметрів мають бути рівні (наприклад, 1 %).
Знайдене значення Х чпв дає змогу оцінити чутливість ЧПВ 

до зміни параметрів X , С, г. Очевидно, найбільшу стійкість має той 
проект, якому відповідає мінімальне значення модуля Х чпв (про
ект С).



Для підвищення точності розрахунків можливе врахування ймо
вірності при визначенні напрямків зміни параметрів.

Аналогічно можна врахувати вплив й інших параметрів на ЧПВ 
проекту (наприклад, витрат на випуск продукції, банківського про
центу, ставки податку на прибуток та ін.).
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§ 10. Умовний екстремум ф ункції двох змінних

До цього часу ми розглядали екстремуми функції, вважаючи, що 
ті змінні, від яких вона залежить, незалежні між собою. Такі екстре
муми називають абсолютними. Перейдемо до розгляду того випад
ку, коли змінні, від яких залеж ить ф ункція, зв ’язані деякими 
співвідношеннями.

Нехай треба знайти екстремум функції

Z = f(x,y)  (42)

за умови, що змінні х, у задовольняють умову зв’язку

у(х,у)  = 0. (43)

Якщо функція (42) за умови (43) має екстремум, то такий екстре
мум називається умовним, або відносним.

Геометрично це можна розуміти так: функція z = f ( x ,y ) описує в 
просторі Oxyz деяку поверхню, а рівняння <р(х,у) = 0 задає в цьому 
просторі циліндричну поверхню з твірною, паралельною осі Oz9 на
прямною якої служить крива, що визначається рівнянням (43) у 
площині хОу . Якщо лінія перетину цих двох поверхонь має внутріш
ню точку з найменшою або найбільшою аплікатою, то кажуть, що в 
цій точці функція z = f ( x9y) має відносний, або умовний, екстремум.

Для дослідження функції z = f( x9 у) на умовний екстремум мож
на знайти функцію у = у(х); розв’язавши рівняння (43) відносно у 9 
підставити у = у(х) у рівняння z = f ( x9 у) і одержану функцію однієї 
змінної z = f (x9y(x)) дослідити на екстремум. Такий спосіб знахо
дження екстремуму часто досить складний, оскільки потрібно зна
ходити аналітичний розв’язок рівняння (р(х9у) = 0. Тому ми розгля
немо інший метод знаходження умовних екстремумів — метод множ
ників Лагранжа.

Для дослідження функції (42) на умовний екстремум складемо 
функцію Лагранжа

F(x, у) = f(x, у) + \<р(х, у), (44)

де X — множник Лагранжа.
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Необхідні умови екстремуму*. Нехай М 0(х09 у0) — точка умовно
го екстремуму функції 2  = f ( x , у) за умови ср(л:, у) = 0; існують непе
рервні ПОХІДНІ fx>f'y> ф'х’ фу У  точці М 0 і деякому її околі, причому 
%(хо>Уо) * 0 або <рх(х09у0) * 0 . Тоді існує таке число Х9 що трійка 
чисел (х09у09Х) є критичною точкою функції Лагранжа F(x9y ) , тоб
то задовольняє системі рівнянь:

F'(x9y) = 0, F'(x9y) = 0, ф(лг, і/) = 0, (45)
або

f ' ( x9 у) + Х<р'х(х9 у) = 0, f ' (x9 у) + А.<р'(х, у) = 0, <р(х, у) = 0. (46)

Достатні умови екстремуму*. Припустимо, що: 1) М 0(х09у0) — 
критична точка функції (44) для деякого Х9 тобто вона задовольняє 
необхідні умови; 2) функції f ( x9y) та ер(х9у) двічі неперервно дифе- 
ренційовні на множині, що містить точку М 0:

d2F (М0) = A (d x f  + 2 Bdxdy + C(dyf,  (47)

„є Л _ ^ ( М 0) В - ^ і Ш  
ДЄ А "  Эх2 ’ В ~ дхду 
няють рівняння зв’язку

_ Э2f (m 0) dx9 dy задоволь

<?'х(х о’ Уо)а х  + % ( x 0, y 0)d y  = 0 . (48)

Якщо при цьому 1) d2F(M0)> 0 , то функція z = f i x , у) має в точці 
М 0 умовний мінімум; 2) якщ о d2F(M0)< 0 , то в точці М 0 функція 
має умовний максимум.

П р и к лад . Знайти  екстремум  ф ункції z -  х у  за умови, що 
Зх + 2 у  =  1 .

Складемо функцію Лагранжа

F ( x 9 у)  = х у  + Х (3 х  + 2 у - 1).

Необхідною умовою екстремуму є система рівнянь

—  = у + ЗХ = 0, —  = х  + 2Х = 0, Зх + 2у = 1,
дх ду

. 1 1 І лзвідки знаходимо А, = -  — , х = —, і/ = —. Отже, точка М ( 

критичною точкою і Р(х9 у) = ху -  (З* + 2у - 1).
і  /

f l . i l
' б ’ 4

* Доведення можна знайти в підручниках, де ці питання викладено до
кладніше.
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Д ля того щоб з ’ясу вати  д остатн і ум ови , зн аход и м о , що

Э 2Ґ
дх2

= 0, Э2̂
ду2

= 0, Э2*1 
дхд у

= 1, а сіх, <іу задовольняють рівняння

зв’язку 3сіх + 2сіу = 0 , тобто сіу = -  — сіх. Тоді <і2Р(М0) -  -3 (гіх)2 < 0. 
Отже, функція 2  = ху  за умови, що Зх + 2у = 1 досягає в точці

М 0
1 ^  
6 ’ 4

умовного максимуму 2 тах =
24

З а у в а ж е н н я .  Метод Лагранжа поширюється на випадок 
довільного числа змінних і довільних умов зв’язку. Нехай задано 
функцію а  = /(*!, і умови зв’язку

(р,(х1, . . . ,х п)= 0, / = 1, 2, . . . , т ;  т < п . 

Тоді функція Лагранжа матиме вигляд

Р  =  І  +  ^ і Ф і  +  ^ 2  ‘•'••• +  ^ т ф т >

(49)

(50)

а необхідна умова екстремуму буде задана системою рівнянь віднос
но п + т. невідомих х1г . . . ,хп, X,,, . . .Д т :

\К = 0,

(51)

§ 11. М етод найменших квадратів

При обробці експериментальних даних виникає потреба аналітично 
описати результати експериментальних досліджень. Одним із способів 
одержання таких формул є метод найменших квадратів. Розглянемо його.

Нехай нам треба встановити залежність між двома величинами х  
та у9 для яких з експерименту відомо, що значення х і відповідають 
значенням у.. Ці результати експерименту подано у вигляді таблиці.

X * 2 х п
У У і У і Уп

Розглянемо {х^у.)  як прямокутні координати точок на площині. 
Припустимо, що точки, взяті з таблиці, розміщено на площині так, як



3 7 2 Глава 10

показано на рис. 85. У цьому випадку можна припустити, що між х  
та у існує лінійна залежність

у = ах  + Ь. (52)

Оскільки точки (х19 у у п) не лежать точно на прямій, а 
лише біля неї, то формула (52) наближена. Тому, підставляючи зна
чення координат точок у вираз ах + Ь -  у , дістанемо рівності

ах, + Ь - у 1 =г1, 
ах2+ Ь - у 2 =е2,

(53)

ахя + Ь - у п = є„,

де є1, є2, ..., єл — числа, що задають величину відхилення відповід
ної точки від прямої і називаються похибками.

Потрібно підібрати коефіцієнти прямої а і Ь так, щоб ці похибки 
були якнайменш ими за абсолютною величиною. Для цього й вико
ристовують метод найменших квадратів.

Позначимо

5  = +Єз + . . .  + Є 
Враховуючи вирази для похибок єх, .

2
п (54)

,є„, задані в (53), дістанемо

в  = (ах1+ Ь - у 1У +... + (ахп + Ь - у пУ,
тобто

3 = І , ( а х і + Ь - у іУ'
1=1

(5 5 )
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Тут хі9 у. — задані числа, а коефіцієнти а та Ь — невідомі, як і 
необхідно знайти, скориставшись умовами мінімуму 5. Отже, 5  можна 
вважати функцією від змінних а та Ь і дослідити цю функцію на 
мінімум.

Маємо

г р  = 2 Х (а *< + ь ~ Уі)х ч Щ- = + Ь -  у Х

Прирівнявши ці частинні похідні до нуля, дістанемо лінійну сис
тему двох рівнянь з двома невідомими а та Ь:

,=і 1-і »-1 (56)
п п

а ^ Х і + Ь п  = £ і / , .
к І = 1 І = 1

Система (56) називається нормальною системою методу наймен
ших квадратів.

Розв’язавши систему (56) відносно а та Ь і підставивши їх у фор
мулу (52), дістанемо рівняння шуканої прямої. Покажемо, що розв’яз
ки (а,Ь) системи (56) дають мінімум функції 5  із формули (55). 
Справді,

А  = ^  = 2 Ї х ї ,  B = ^ f  = 2 f x i, С = ^  = 2п. 
да2 t t  ' дадЬ &  ‘ дЬ2

Отже,

А = А С - В 2 = 4 n ^ x f  - J ^ x , )  = 2 ]Г ]£ (х ( - х у)> 0 .
V і"1 У і= 1 У = 1

Оскільки А > 0 і А  = — -  > 0 , то в точці М (а, Ь) функція S має
да

мінімум.
Приклад. Нехай в результаті експерименту одержані п ’ять зна

чень х  та відповідних їм значень у.

X -1 1 3 5 8

У -1 1 4 5 7
Шукатимемо функціональну залежність між х  та у у вигляді 

у = ах + Ь. Для того щоб записати нормальну систему методу най
менших квадратів (56), обчислимо значення сум при п = 5:
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І = 1 І=1 1=1 /= і

Тоді система (56) матиме вигляд

100а + 16Ь = 95, 
16а + 5Ь = 16.

Розв’язую чи цю систему, знаходимо а = 0,897, b ~ 0,328. Отже, 
рівняння прямої: у = 0,897* + 0,328.

З а у в а ж е н н я .  Якщо точки, взяті з таблиці даних, розміщені 
так, що м іж  х  та у можна припустити параболічну залежність 
у = а х 2 + Ьх + с , то коефіцієнти а, Ь, с треба шукати з умови мініму
му функції S:

Якщо точки з таблиці даних наближаються до гіперболи у = — + Ь,
. ^ х  тоді функція 5  матиме вигляд

Контрольні запитання і завдання

1. Дайте означення функції двох та трьох змінних.
2. Що називається областю визначення функції кількох змінних? 

Дайте геометричне зображення функції двох або трьох змінних.
3. Що називається лінією рівня, поверхнею рівня?
4. Як визначається границя та неперервність функції двох 

змінних?
5. Що називається повним, частинним приростом функції 

кількох змінних?
6. Сформулюйте означення частинної похідної. Який її геомет

ричний зміст?
7. Що називається повним диференціалом функції багатьох 

змінних? Які застосування має повний диференціал при наближених 
обчисленнях?

8. Дайте означення похідної від складної функції.
9. Як визначаються частинні похідні вищих порядків?

10. Дайте означення похідної за заданим напрямком.

і=1
а
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11. Що таке градієнт функції?
12. Як визначається екстремум функції багатьох змінних та як і 

умови його існування?
13. Як знаходити найбільше та найменше значення функції в 

замкнутій області?

Задачі і вправи для самостійної роботи

Знайти області визначення функцій.

12 2 X у10.1. 2 = Л - ^ - т г -  Ю.2. 2 = 
а Ь R 2 - x 2 - y 2

10.3. z = ln(j/ 2  - 4 х  + 8) . 10.4. U = у]а2 - х 2 -  у 2 - г 2

Знайти лінії рівня функцій та побудувати їх.

10.5. 2  = 2 х + у. 10.6. г=ху .  10.7. 2  = — ----- г-.
х 2+ у 2

Знайти частинні похідні функції.

10.8. 2  = (5х 2у -  у 3 + 7)3. 10.9. г = 1п(х + у/х2 + у 2).

1 0 .1 0 . г = х4у+~г=.  1 0 . 1 1 . 2  = ----------- . 1 0 . 1 2 . и  = х г .
Ух

10.13. и  = (зіпхУг.

arc tg  —X

Знайти повні диференціали функцій.
10.14. 2  = х 2у 4 -  х 3у 3 + X і у 2. 10.15. 2  = arcsin ^  .

10.16. 2  = ln tg — . 10.17. U = х уг.
X

1 0 .1 8 . Знайти  зн ачен н я  повного д и ф ер ен ц іал а  ф у н к ц ії 

г = х + у -  уїх2 + у 2 , якщ о х = 3; у -  4; Ах = ОД; Ау = 0,2.

X у
10.19. Знайти значення повного диференціала функції г = — 5---- г  ,

х - у
якщо х -2 ;  у -  1; Ах -  0,01; Ау -  0,03.
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10.20. U = ех~2у , де х  = sin t, у = t3, = ?
at

10.21. 2  = ^ 1 п ^ , д е І /  = t g 2x, F  = c tg 2x, ^  = ?
2 V dx

dz dz
10.22. z = x 2y , де J/ = cos jc, - ^  = ?, —  = ?

dx dx
Эг 0210.23. 2  = x 2j/ -  y 2x , де x = U cos V, у = U sin V, - — = ?, - — = ?

* * * dU dV
d2z _ d2z

10.24. z = x 3 + x y 2 -  5xy3 + J/5» показати, що .

_ „ 9 2 2  d2z d2z .Знайти — - ;  ------ ; — т від заданих функцій.
дх дхду ду2

10.25. z = ^y](x2 + у 2)3 . 10.26. 2  = і/ІпІ.
О

10.27. 2 = ——- .  10.28. 2 = arcsin(xj/).
х  + у

10.29. Знайти похідну функції 2 = х 3 -  3х 2у + 3х у 2 +1 в точці 
М  (3; 1) у напрямку вектора M N , де N  (6; 5).

2
1 0 .3 0 . Зн ай ти  п охідну  ф у н к ц ії U = arcsin . ■ ■ ■ ■ в точці

___  л/х2 + у 2
М  (1; 1; 1) у напрямку вектора M N , де N  (3; 2; 3).

10.31. Знайти похідну функції z = Іп(х2 + у 2) в точці М  (3; 4) у 
напрямку градієнта функції z.

у
10.32. 2  = arctg —. Знайти grad2 у точці (x0,j/0) .

X

10.33. 1) Знайти точку, в якій  градієнт функції z = 1п(* + —) до-
У

рівнює ї  -  —  / ;  2) знайти точки, в яких модуль градієнта функції 
9
з

z = (х2 + у 2)2 дорівнює 2.
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Відповіді до глави 10

2 2 X І/
10.1. —  + Тг ' - 1*  10*2. Вся площина за винятком  точок кола а о

х 2 + у2 =В.2. 10.3. у 2 > 4 х -  8. 10.4. Куля х 2 + у 2 + г 2 < а 2. 10.5.

С ім ’я  паралельних  п рям и х  2х + у - с .  1 0 .8 . -  = 30ху(5х2у -
дх

-  у 3 + 7)2; | ^  = 3(5х2у -  у 3 + 7)2(5х2 -  Зу2) . 1 0 .9 . |^ -  = ------------•;
ду дх \ І х 2 +у  2

—  = -------------^ ,  Л ,  Л Зг — у Зг _ х 1
а» + ■ 1 0 1 °- Зі

дг
10.11. т г  =

Зг

10.12.

(де2 + у2) ( а п ^ ^ ) 2 Зг/ (х2 + у 2) (а г < ^ ^ )2

ЗII у 1 ЗС/ 1 з и  У~ — = — х г ; —— = - х М п х ;  —— = - А г Х г 1пх  . 10.13.
дх г ду г дг г

ді/
дх

= уг(йіп х)уг 1 сов х; = 2 (віп х)уг 1п віп х; = у ($іп х)уг 1п віп х  . 
ду дг

10.14 . йг -  ху \2у3 - 3 х у 2 + 4х2у)с1х + (4у2х -  Зух2 + 2 х 3)сіу\. 10 .15 .

усіх -  х 

УуіУ2 ~-
' і ' - У д х  Х(іу 10.16. дг = 2ІХСІу У<ІХ). 10.17. <Ш = х гу~г (угдх  +

*28іп Г У
V х

1 З

+ г х Іп хйу  + ху  Іп хйг ) . 10 .18 .0 ,08 . 10.19. — . 10.20. е9іпі 21 (сов*-
36

-б * 2) . 1 0 .2 1 . ~ г~ г~  • 10.22. —  = 2дгсо8дг; —  = лг(2созл: -
в т  2х дх (іх

-  дгвіпл;). 10.23. —- = З и 3 віп V совТ^совК -  віп V ) ; —- = 1/3(зіпУ +дг
дії дУ



3 7 8 Глава 10

+ со8Г ) ( 1 - 3 8 т Г с о 8 1 0 .  Ю .25. = 2** + 2у*; ^
дх2 ^  + у > ду2 7 ^ 7 /

д2г ху 1 0 .2 6 . э2;г _ 1пу(1пу+ 1) 1̂пх1пу. ^ ^ _
дхду ^ х 2 + у 2  Эх2 х 2 ’ Эу2

1пх(1пх-1 ) |пх|П|,. Э2г _ 1пх-1пу + 1 с1ПХ[П|> 
у2 ’ ЭхЭу ху

Ю 9 7  э2г -  4У . д2г _ 4л: . Э2г 2(х -  у)
1и'^ 7 - дх2 (х + у)3 ’ Эу2 (х + у)3 ’ дхду (х + у)3 •

1П2« Э°г -  V  . Э2г _ х 3у . Э2е 1
‘ Э* 2 у1(1-х2у 2)3 ' дУ* у1(1-х2у 2)3 ’ 3*Эг/ 7(! "  * У  )3

10.29. 0. 10.30.
ЭС7
эг )м

1
6

10.31.
дг
д1

2
5

10.32. -  у01 + *о 
2 , 2  

*о +Уо

10.33. 1) I  1 '3Ч 1 з ;
3
4

\
; 2) точки, яш  лежать на кол1 х2 + у 2 =

) СО
 I 

ю
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Глава 11. Ради

§ 1. Основні означення

Припустимо, що нам дана нескінченна послідовність чисел 
Ці ,и2 , и 3 , . . . , и п, . . . ,  тоді символ

их + и 2 + из + • • • + ип +. . . ,  або ^  “п,  (1)
п = 1

зветься нескінченним рядом, або просто рядом, а числа их , и2, и3 ,... 
...» ип , . . .  — членами ряду.

Вираз, що визначає п-й член ряду (1) при будь-якому п = 1, 2, 3, ..., 
зветься загальним членом ряду і позначається ип. Так, загальним 
членом ряду

є

ип
1

П2 •

Якщо всі члени ряду — числа, ряд зветься числовим, а якщо вони 
функції — функціональним. Ми вивчатимемо спочатку числові ряди. 
Перше природне запитання: що розуміти під сумою ряду? Безглуздо 
було б вважати за суму ряду (1) той результат, що його дістанемо, 
виконавши вказані операції додавання. Адже цих операцій безліч і 
виконання їх — річ нездійснима.

Щоб підійти до означення поняття про суму ряду, утворимо так 
звані часткові суми:
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— *
s2 = их + и2; 
s3 = иг +и2 +и3;

sn =и, +и2 + и8 + +

Сума вп є змінною величиною, що змінюється разом з ті. Як змінна 
величина при необмеженому зростанні п вона може прямувати до 
певної границі, може необмежено зростати, може, нарешті, коливати
ся, не прямуючи ні до якої границі. Якщо вп прямує до певної гра
ниці в, коли п необмежено зростає, тобто

1ішвл =в,  (2)
то ряд (1) зветься збіжним, а число в — його сумою.

У цьому і тільки в цьому разі пишуть

щ + и2 +и3 + ... + ип +. . .  = в , або ^  ап = в . (3)
п = 1

Якщо не має границі, ряд зветься розбіжним.
Різницю між сумою в ряду і сумою перших його членів звуть 

залишком ряду і позначають символом гп. Отже,
з - 8 п =га , (4)

або

гп — це та похибка, яку зробимо, взявши за наближену величину 
суми ряду суму вл перших членів цього ряду.

З поняттям нескінченного ряду ми вже мали справу в елемен
тарній алгебрі при вивченні прогресій. Як приклад розглянемо ряд 
(а *  0)

а + ag + ag2 + ... + agn 1 + (5)

— геометричну прогресію зі знаменником g.
Суму перших членів цього ряду як суму п перших членів геомет

ричної прогресії можна обчислити за відомою формулою

_ а -  agn 
п 1 - g

Припустимо спочатку, що |g| < 1, тоді lim gn -  0 і
п —

lim s = —- —.
„ V  1 - g
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Отже, якщо |^| < 1, геометрична прогресія — збіжний ряд і його сума 

а _
дорівнює і _  g • Якщо g = 1 , то sn = па -> ©о при л —> ©о — ряд роз

біжний. Якщо g = - 1 ,  то ряд має вигляд а - а  + а -  а +  ... і sn дорів
нює або а, або нулеві, залежно від того, непарне чи парне число ті. У 
цьому випадку sn є величиною обмеженою, але до певної границі 
вона не прямує, ряд розбіжний.

З означення суми ряду (1) випливають такі висновки.
Висновок 1. Якщо ряд (1) збігається, то його загальний член ип 

прямує до нуля при необмеженому зростанні ті.
Справді, якщо lim sn = s, то й lim = s. Проте

n —>°° n —>°°

sn - s „ - 1 = (u1+u2 +u3 +... + un) - ( u 1 + u2 + u3 +... + un_l ) = un. 

Отже,
lim(s„ = lim un = 0. (6)
П —>°° n->oo

Прямування до нуля загального члена ряду є необхідною умовою 
збіжності ряду. Якщо ип не прямує до нуля, то ряд не може бути 
збіжним, він розбіжний. Водночас умова (6) не є достатньою: вона 
може виконуватися, а ряд буде розбіжним.

Як приклад розглянемо гармонійний ряд

, 1 1 1  11 + -  + -  + — + ... + — + ..., 
2 3 4 ті (7)

Назва ряду пояснюється тим, що число с зветься середнім гармо
нійним чисел а та Ь, якщо

і  і ( і  о
— + -

<а b j
Легко пересвідчитися, що кожен член ряду (7), починаючи з дру

гого, є середнім гармонійним двох сусідніх його членів. Наприклад,
(

J _ = 1 
1 ~  2 
9

1 1 
1 + 1_ 
8 10

, тобто 9 = ^  (8 + 10).

Легко встановити, що ряд (7) розбіжний, хоча

lim ип = lim — = 0.
тіп—>°о П —>°°
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Це можна довести від супротивного. Візьмемо, що ряд (7) збігається 
і його сума дорівнює в. Звідси випливає, що

1іш(82л -  вл) = Ііш в2п -  І іт  в„ = в -  в = 0 .
Я — Я - >00 Я —»00

Така рівність суперечить нерівності

5о„
Л + 1

■ + .. . + —  > Л
2 л 2л

1
2 '

Отже, гармонійний ряд розбігається.
Спинимося, нарешті, ще на деяких висновках, що випливають з 

означення суми ряду.
Висновок 2. Якщо ряд (1) збігається і має суму в3, то й ряд 

ащ + аи2 + аи3 + ... + аип +. . .  теж збіжний і має за суму ав.
Справді,

стп = ащ + аи2 + ... + аип = авд ,

отже,
1 іт а п = І і т  а8п = а 1 іт 8 л = ав.я я  я
Я - >  00 я - >  00 Я —»зо

Висновок 3. На збіжність ряду не впливає відкидання (або дода
вання) на початку кількох його членів.

Справді,

І і т  = 1іт(і/!+ и2 + и3 + л4 + ••• + ил) = і/! + и2 + и3 + 1 іт(л4 + ••• + лд),

отже 1 ітв п буде існувати чи ні залежно від того, чи існуватиме

1іт(л4 + ... + ип) , бо сума початкових трьох членів як стала величина 
не впливає на збіжність чи розбіжність ряду.

П риклад 1. Дослідити на збіжність ряд
11 1 1

■ + ------- + ---------+ ... + ■

Через те що

1-2  2 -3  3 -4

1 1 1
л(л + 1) л Л + 1 

ряду можна записати

л(л + 1)

, суму л перших членів даного

1 1  15 = ------ 1------- Ь ... Н-------------
" 1-2 2-3  л(л  + 1) и  21 ^ Н Н К .......

. . .+ Г і — ц .
V л Л + 1 у
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Ряди____________________________________ 3 8 3

Отже,

=  1 -
1

п + 1 *

lim sn = lim 1 ---------І = 1; s = 1.
П-»Х Л-ЮО\ П + 1 )

Як бачимо, ряд збіжний і його сума дорівнює 1.

§ 2. Ряди з додатними членами

Питання про збіжність чи розбіжність числового ряду найпрос
тіше розв’язується для рядів з додатними членами. Ці ряди важливі 
ще й тому, що до них, як побачимо далі, зводяться багато інших 
типів рядів. Якщо

щ + и2 + и3 + ... + ип + ... (8)

є рядом з додатними членам и, то сума його перш их членів 
вп = их + и2 + ... + ип я к  зростаю ча з мі нна  при н еобм еж еном у 
збільшенні п або прямує до певної границі (якщо зп обмежена), або 
стає як завгодно великою (ряд розбігається).

Збіжність чи розбіжність ряду з додатними членами найчастіше 
встановлюють, порівнюючи його з рядом, про який напевне відомо, 
що він збіжний (або розбіжний).

Теорема про порівняння рядів. Нехай маємо два ряди з додатни
ми членами

щ +и2 + (9)

+ и2 + и3 +. . .  + ип +. . . .  (10)

Якщо , починаючи з деякого п, справджується нерівність

^  ( П )
то, коли збігається ряд (9), збігається і ряд (10), якщо розбігається 
ряд (10), то й поготів буде розбігатися ряд (9).

Не обмежуючи загальності, можемо вважати, що нерівність справ
джується починаючи з п = 1 . У противному разі можемо відкинути 
ті перші члени, для яких нерівність (11) не виконується (висновок 3).

Припустимо спочатку, що ряд (9) збіжний. Запровадивши позна
чення
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= щ + и 2 + и3 
ап = и1+и2 +и3 +... + ип,

матимемо на підставі нерівності (11)

<*» ^ «„•

Проте І іт  вп = в (за припущенням ряд (9) — збіжний), отже,
п —>°°

а  < в < в ,п п 7

тобто с п є обмеженою зміною. Звідси випливає, що с п має границю, 
ряд (10) збіжний.

Якщо ряд (10) розбіжний, тобто с п —> оо , ТО й поготів буде розбіж
ним ряд (9), бо > с п.

П риклад 2. Ряд 1 + - =  + - =  + ... + - =  + ... розбігається, бо його 
л/2 V З V п

члени не менші від членів гармонійного ряду 

ний ряд розбіжний.
П риклад 3. Дослідити на збіжність ряд

п тіп
а гармоній-

1

Збіжність ряду

1 1 11--- - .. + —  Н
22 З2 л 2

1 1 1
- Н--- г- + . . . + —  +
22 З2 „2ТІ

(п + І ) 2

1
(п + І)2

+ .

(12)

(13)

випливає з того, що його члени менші за (відповідні) члени збіжного 
ряду

1 1 1-----н------- + ... Н------------- 1-... ї
1-2 2 -3  п(п +1)

1 1
(п + 1)2 п(п + 1)

А це означає, що збігається і даний ряд (12), бо він відрізняється 
від ряду (13) лише першим членом.
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§ 3. Ознака Д ’Аламбера збіжності числового ряду

Нехай маємо ряд
“ і +и2 +... + ип +иа+1 + ... (14)

з додатними членами.
Д ’Аламберову ознаку найчастіше застосовують в так званій гра

ничній формі. Якщо існує

1 і т ^ -  = і ,  (15)Цп
то при І < 1 ряд (14) збіжний, при І > 1 — ряд розбіжний. Якщо 
/ = 1 , то випадок сумнівний, треба вдатися до інших ознак.

Дійсно, спираючись на властивість границі, завжди можна дібра
ти таке А”, що як тільки п > N  , виконуватиметься нерівність

- І < є , (16)

З В І Д К И

и
< / + є .

Нехай І < 1 . Взявши є > 0 таке, щоб / + є < 1 , матимемо

А в такому разі ряд (14) збігається. Число І + є відіграє тут роль g. 
Нехай тепер І > 1 . Ми можемо дібрати таке є > 0 , щоб І -  є > 1 , 

тобто є < / - 1 .
Тоді

1 < / - є  < ;
ип

ряд розбіжний.
Приклад. Дослідити на збіжність ряд

, 2 3 4 ті1 +  1-  Г- +  — + . . . +    + .. . ,
З З2 З3 З"-1

(17)

Тут

і/ = =п дп-1 > л + 1
л + 1 
! = " •
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Отже,

lim ^±Lп->°° и
п

= lim
П- *оо

(п +1)3' 
пЗп

і

ряд збігається.

= lim
п —>«*»

і
з < 1 ;

§ 4. Знакопереміжні ряди. Ознака Лейбніца

Ряд зветься знакопереміжниму якщо його члени по черзі то до
датні, то від’ємні; таким буде ряд

“ і - и 2 + и3 - и 4 + ... + и2п_1- и 2п + ..., (18)

де всі члени ЩуЩуііз,... додатні.
О знака Лейбніца. Якщо члени знакопереміжного ряду постійно 

спадають за абсолютною величиною і прямують до нуля при п-><х>, 
то ряд збігається.

Візьмемо суму 2п членів ряду (18): s2n = (щ -  и2) + (и3 -  и4) + ... 
... + (и2п_1 - и 2п). Вона додатна — s2n > 0 ,  бо, зважаючи на те що 
и1 > и2 > и3 >... у додатною є різниця в кожній дужці і зі збільшен
ням п сума s2n буде зростати.

Однак, з іншого боку, якщ о sn записати у вигляді

«2п =  “ і -  ( “ 2 "  “ з )  -  ( “ 4 "  “ 5 )  "  • • "  ( U2n-2 -  « 2 - і )  "  U2n •

бачимо, що s2n менше их при будь-якому п. Отже, s2n є змінною 
зростаючою й обмеженою. За відомою ознакою вона має границю
lim s2n = s , причому s < щ .
п —>°°

Візьмемо тепер непарну кількість членів 2л+ 1. Маємо

За умовою
S 2n + 1 “  S 2 n  +  W2n+1*

lim u2n+1 = 0.
п —>°°

Беручи це до уваги, дістанемо

Ііт  в2п+1 = Ит 82п + І іт  и2п+1 =в.
П — П —>°° п —>°°

Отже, єп при необмеженому зростанні п прямує до однієї й тієї 
самої границі, незалежно від того, чи п парне, чи непарне. Ряд (18) 
збігається.
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З щойно доведеної ознаки випливає дуже важливий практичний 

висновок: похибка при обчисленні суми збіжного знакопереміжного 
ряду не перевищує за абсолютною величиною першого відкинутого 
члена і має його знак.

Справді, залишок ряду г„ = ±(иа+і -  ип+2 + иа+3 -  ц„+4 +...) задоволь
няє всі умови ознаки Лейбніца, якщо їх задовольняє сам ряд:

К І  =  ( ц п + 1 -  П п + 2 +  и п + 3  -  Н я + 4  + • • • ) <  и п + 1  .

П риклад 1. Ряд 1 -  — + — - . . .  + (-1)п+1 — + ... збіж ний за озна- 
2 3 п

кою Лейбніца: члени його постійно спадають і загальний член

(_ 1 )п+1 — -> 0 , коли п —> оо . Вимога того, щоб члени знакопереміжно- 
п

го ряду постійно (монотонно) спадали, істотна.
Приклад 2. Потрібно обчислити з точністю до 0,01 суму збіжного

ряду ^  ( - і г * 1 _ ,  і  ї  ї
?  л 4 "  2* + З4 44 + "

Тут и3 = —  > , але вже и4 = — . Отже, суму нашого
81 100 256 100

„  л  о  о  ,  1 1 1231ряду представляє 53 з точністю до 0,01: о = о 3 = 1 --- -̂ + —  = Т о о л  9
2 3 1204

причому 5  < 53 , оскільки величина г3 = 5  -  5 3 < 0 має знак четвер
того члену ряду.

§ 5. Знакозмінні ряди. Абсолютна та умовна збіжності

Ряд зветься знакозмінним , якщо серед його членів є як додатні, 
так і від’ємні члени.

Нехай маємо знакозмінний ряд
их + и2 + и3 + ... + ип + .... (19)

Теорема. Якщо збігається ряд

К І + К І + К І +  • • • + К І + • • •  > ( 2 0 )

складений з абсолютних величин членів ряду (19), то збігається і 
ряд (19).

Візьмемо
= иі +и2 +и3 +... + ип

ап = КІ+КІ+КІ + -+КІ-
1
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Позначимо через в'п суму всіх додатних, а через в' — суму всіх 
від’ємних членів серед перших п членів даного ряду, тобто

в п =  в п - 8 Я ,  < 7  =  в  +  в п .п п п " п л п

За припущенням оп має границю, отже мають границі я' і в ' . А 
це означає, що існує границя і для єп. Теорему доведено. Обернене 
твердження несправедливе. Даний знакозмінний ряд може бути 
збіжним, а складений з абсолютних величин його членів — розбіж
ним.

Означення 1. Ряд зветься абсолютно збіжним, якщо збігається 
не тільки він сам, але й ряд, складений з абсолютних величин його 
членів.

Означення 2. Знакозмінний ряд зветься умовно збіжним, якщо 
сам ряд збігається, а ряд, складений з абсолютних величин його 
членів, розбігається.

Приклад 3. Ряд X
у»

збігається абсолютно, оскільки збігається

ряд £ і V

л=1 V /
(- 1)”^  V і /

П риклад 4. Ряд 2а -----  збігається за ознакою Лейбніца. Проте
л=1 п

ряд, складений з абсолютних величин його членів, розбігається як 
гармонійний ряд. Отже, даний ряд збігається умовно.

Встановити абсолютну збіж ність числового ряду часто-густо 
вдається за допомогою ознаки Д ’Аламбера, розглядаючи границю 
модуля, тобто

1іш (21)

Якщо така границя існує і менша від 1, то ряд (19) абсолютно 
збіжний.

§ 6. Ф ункціональні ряди

Ряд их +и2 + и3 + ... + ип + ... зветься функціональним , якщо його 
члени є функціями ВІД X.

Нехай нам дано функціональний ряд
и1(х) + и2(х) + ... + ип(х) + . . . , (22)

члени якого є функціями від х , визначені на деякому проміжку (а, Ь). 
Візьмемо будь-яке значення х = х0 з проміжку (а, Ь) і обчислимо 
для нього члени ряду (22). Тоді
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М *о) + М *о) + ••• + Нп(*о) + ••• (23)
— числовий ряд. Утворимо

М *о) = М *о) + н2(*о) + ••• + М * о ) •

Якщо існує 1ігп8п(л:0), то кажуть, що ряд (22) збігається в точці 
х = х0 , і позначають його суму через а(л:0) . Як бачимо, з функціо
нального ряду (22) можна утворити безліч числових рядів, фіксуючи 
ту чи іншу величину х  з проміжку (а, Ь).

Сукупність тих числових значень х 9 для яких функціональний 
ряд збігається, зветься областю збіжності цього ряду.

Очевидно, що область збіжності ряду належить проміжкові, на 
якому визначені члени функціонального ряду. Сума ряду в області 
збіжності буде деякою функцією від х, тому її позначають символом 
»(*).

Приклад 5. Геометрична прогресія 1 + х  + х  +... + х п ... (зна
менник прогресії х) збігається для будь-якої величини х у |лс| < 1 , тоб
то коли -1 < х  < 1 . Отже, областю збіжності ряду є проміжок (-1 ; 1),

а сума ряду дорівнює ^  х  (Див* § 1)» так що можна писати

—-— = 1 + х  + х 2 + ... + х п~1 + ... (24)
1 - х

на проміжку (-1; 1). Ззовні цього проміжку функція ------  звичайно1 - х
існує, але ряд (права частина рівності) розбіжний для |лг| > 1 і рівність 
(24) втрачає зміст.

Як і для збіжних числових рядів, у випадку збіжності функціо
нального ряду позначають

8(х)-8п(х) = Гп(х)у 
або

*„(*) + г„(*) = Я(х)х,’"' '
і функцію гп(х) = в(х) -  (дг) = ип+1(х) + ип+2(х) + ип+3(х) +... назива- 
ють залишком ряду.
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§ 7. Степеневі ряди

Окремим, але дуже важливим випадком функціональних рядів є 
степеневі ряди. Степеневим рядом зветься функціональний ряд ви
гляду

а0 + аг(х -  а) + а2(х -  а)2 + ... + ап(х -  а)п + .... (25)

Сталі а09а19а29 --9ап • • — коефіцієнти степеневого ряду.
Через те що завжди можна зробити заміну х -  а = х ' , ми будемо 

надалі майж е виключно займатися вивченням степеневих рядів 
вигляду

а0 + ахх  + а2х 2 + а3х 3 + ... + апх п + .... (26)
При х = 0 всі члени ряду (26), крім першого, стають нулями, отже 

сума ряду існує і дорівнює а0. Інакше кажучи, будь-який степеневий 
ряд при х = 0 збіжний.

З ’ясуємо тепер питання про область збіжності степеневого ряду, 
який збігається не тільки при х  = 0, а й при значеннях х 9 відмінних 
від нуля.

Теорема Абеля. Якщо степеневий ряд

а0 + ахх  + а2х 2 + ... + апх п + ...
збігається при х  = х 0 * 0 ,  то він абсолютно збігається при всіх 
значеннях х, для яких

п  < \хо\;
і навпаки, якщо розбігається при х  = х0, то він розбігатиметься 
при всіх значеннях х, для яких

\х\>\х0\.
Д о в е д е н н я .  Нехай ряд (замість х  візьмемо х0)

а 0 + агх 0 + а2х 02 +... + апх 0п + ... (27)
збіжний. Тоді його загальний член ип = апх£ прямує до нуля (необ
хідна умова збіжності, § 1) при п -> оо, отже існує таке додатне число 
М, що

|ап*о І < М  (28)
для всіх п (п = 1, 2, 3, ...). Справді, коли б такого числа М  не можна 
було вказати, то це означало б, що серед членів ряду є як  завгодно 
великі за абсолютною величиною і вони не прямують до нуля при 
зростанні п.
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Перетворимо ряд (26) до вигляду (множимо і ділимо на х£ )

( \ ( \ 2 г \X 2 X п X+ а2х 0 — + ... + апх 0
U o J U o J он + ...

і розглянемо ряд, складений з абсолютних величин його членів:
2

+ . . . + + . . . . (29)

Зважаючи на нерівність (28), члени цього ряду менші від відпо
відних членів збіжного ряду

М  + Mg + M g2 + ... + M gn + ...,

де g = < 1 (геометрична прогресія із знаменником g < 1).

Отже, ряд (26) збігається абсолютно для величин \х\ < |лг0| , тобто 
для х  з проміжку

“ |* о |  <  *  <  \х о \ -

Переходимо тепер до другої частини теореми. Нехай при х  = х0 
ряд (26) розбіжний. Тоді він буде розбігатися і при |лг| > |лг0| , бо якби
він збігався при х, що задовольняє нерівність |лг| > |jc0| , то за першою 
частиною теореми він був би абсолютно збіжним у точці х0 . А це 
суперечить умові, що в точці х0 ряд розбіжний. Отже, ряд розбі
гається І  В Т О Ч Ц І X.

Спираючись на теорему Абеля, можна зробити висновок: існує таке 
додатне число R , що при |jc| < R  маємо точки абсолютної збіжності, а
при \x\>R  — точки розбіжності степеневого ряду.

Проміжок ( -# , R) зветься інтервалом збіжності, а число R  — 
радіусом збіжності степеневого ряду. Якщо R = 0, інтервал виро
джується в точку, коли R  = оо, інтервалом збіжності є вся числова 
вісь. У простих випадках радіус збіжності можна визначити, корис
туючись ознакою Д ’Аламбера.

Нехай маємо ряд (26). Розглянемо ряд, складений з абсолютних 
величин його членів:

Ia01 + К  И  + |а2 И* + • ■• ■• + \ ° п  Н  +■■■■ (ЗО)
Це ряд з додатними членами; ми маємо право застосувати ознаку 

Д ’Аламбера для встановлення його збіжності. Отже,
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І іт - = Ит
ит

К+іІМ'
\ajxl

= І і т ^ Ч *

Припустимо, що границя відношення 

Позначаючи її через Ь, матимемо

аг

ІС Н У Є  П р и  П  — > оо  ,

І іт М = Ш

За ознакою Д ’Аламбера ряд (ЗО) збіжний тоді, коли Цх\ < 1, тобто 

коли ілгі < — 9 і розбіжний, коли 1<|л:| > 1, тобто коли |*| > у  . Отже,

( 1 П
~~Е’~Ь \ є інтеРвалом збіжності степеневого ряду, а його радіус 

збіжності

і? = — = І і т
Тл П-* 1

(31)

Питання про збіжність ряду на кінцях проміжку, тобто при * = -Я  
та * = Я , залишається відкритим. Воно вирішується окремо для 
кожного конкретного степеневого ряду.

оо ^

Приклад 1. Ряд X  "
п =  1 Я

. .. 3(л + 1) 0~  має радіус збіжності Я = і і т  —------ - -  3.

Областю збіжності даного ряду є проміжок -3  < * < 3.

П риклад 2. Ряд ^ п \ х п збігається лише в точці *0 = 0, оскільки
л=1

Я = 0.

П риклад 3. Ряд V  —  збігається при всіх *, оскільки Я = «>.
7Ґі пі

В інтервалі збіжності: 1) сума степеневого ряду є неперервною 
функцією ; 2) степеневий ряд можна почленно інтегрувати, тобто 
якщ о

/(*) = а0 + агх + а2х 2 + ... + апх п + . . . , (32)
то

г ч _ аЛх 2 а 2* 3 а„*п+1
І Нх)(іх = С + а0х + -  + ... + ” + 1 + . . . ,  (33)



Ряди 3 9 3

де -Я  < х < К ; 3) степеневий ряд можна почленно диференціювати, 
тобто коли для х  з проміжку ( -# ,  Я) справедлива рівність (32), то

/'(*) = ах + 2а2* + За3* 2 + ... + папх п~1 + .. . .  (34)

При цьому інтервал збіжності ряду (33) чи ряду (34) той самий, що й 
ряду (32).

Доведення щойно сформульованих властивостей степеневих рядів 
читач може знайти в більш повних курсах математичного аналізу.

Ряди (33) та (34) знову ж  таки є степеневими рядами, і тому опе
рації почленного інтегрування чи диференціювання можна застосу
вати до них повторно.

§ 8. Формула і рад Тейлора

Формула Тейлора дає змогу подавати наближено функції у ви
гляді многочлена і, користуючись цим, складати таблиці логарифмів, 
значень тригонометричних функцій, коренів і т.п.

Формула Тейлора для многочлена. Нехай f(x) — многочлен сте
пеня п:

/(*) = а0 + ахх  + а2х 2 + а3х 3 + ... + апх п , (35)

де а0,а 19а2, . . . ,а п — сталі.
Поклавши в рівності (35) х  = 0, дістанемо

в о = /(0 ) .
Диференціюючи тотожність (35) по х 9 матимемо

/'(*) = а1 + 2а2* + 3 а3х 2 + ... + папх п~1. 
Прийнявши тут х = 0, дістанемо значення аг:

аг = ПО).
Друге диференціювання дає

Г(х) = 1 • 2а2 + 2 • За3л: + ... + (п -  1 )папх п~2 ,
і при х  = 0

„ -  ПО)Оо - •
2 1-2

Продовжуючи послідовно ці операції, знайдемо

_ / '(0 )  _ _ / /к(0)
—  - _  _ »  а>лІ4 — --------  , ІЛл — ------------

3 1 - 2 3  4 1 2 3 4
і т. д. Похідна л-го порядку буде

13 Васильченко І. П.
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/ (n,(x) = 1-2 • 3 • • • (ті -  l)na„,

тобто — величина стала, так що і / (п)(0) = 1 -2 -3  - пап. Звідси

/ (">(0)
1 - 2 - 3 - п

(36)

Підставляючи знайдені значення коефіцієнтів а0,а 1,...,а п у рів
ність (35), дістанемо

/(* ) = /(0) + Ґ(0)х + ^ х 2 + ...+  /("^0) х" . (37)
1*2 1 • 2 • о---л

Це є окремим випадком формули Тейлора для многочлена.
Формула (37) відрізняється від формули (35) лише способом за

пису коефіцієнтів. Проте ми бачимо, що коефіцієнти многочлена 
просто подаються через його значення і значення його похідних у 
точці х  = 0.

Можна подати коефіцієнти многочлена через його значення і зна
чення його похідних у будь-якій точці х=а9 відмінній від нульової.

Наприклад,

/(*) = Д , + А г( х - а )  + Д ( * - а ) 2 + ... + А п(х - а )п. (38)

Дістанемо формулу Тейлора для многочлена:

Нх) = Па) + Г{а){х-а) + ^ ( х - а ) 2+...+ Г™[а) (х - а)п. (39)
1*2 1 •2 •о • • • Л

При а = 0 вона перетворюється на формулу (37).
П риклад 1. Розкласти многочлен /(*) = х 4 -  5х3 + х 2 -  Зх + 4 за 

степенями двочлена х -  4. Тут а = 4.
Маємо

/(4) = -56; /'(*) = 4*3 - 1 5 * 2 + 2 * - 3 ;  /'(4) = 21; 

f'(x )  = 12x2 - 3 0 *  + 2; Г(4) = 74;

Г (х) = 24 * -ЗО; Г (4 ) = 66; 

f IV(x) = 2 4; f IV( 4) = 24.
Підставляючи вирази коефіцієнтів у формулу (39), матимемо

f{x) = -56  + 2 1(х -  4) + —  (х -  4)2 + ——  (х -  4)3 + --- —----- (х -  4)4,
1 2  1 -2 -3  1 2 3 4

f(x) = і х - 4 ) 4 + 1  Ц х  -  4)3 + ЗЦ х -  4)г + 21(* -  4) -  56.
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Формула Тейлора для довільної функції. Формула (39) справед

лива лише для многочлена і до інших функцій не застосовна. Однак 
для функції, що має похідні до п-го порядку включно в точці х = а, 
можна, звичайно, виписати праву частину рівності (39), тільки здобу
тий вираз не дорівнюватиме даній функції. Виявляється, що за пев
них умов цей вираз дає наближену величину функції і похибка на
ближення піддається строгій оцінці.

Припустимо що функція /(*) має послідовні похідні до (п + 1)-го 
порядку включно в деякому проміжку, що містить точку X = а.

Тоді можемо написати

/(*) = Па) + Ґ(а)(х - а )  + ( х - а ) 2+... + а)" + (*), (40)

де доданок Яп(х) — різниця між функцією f(x) та многочленом

На) + П (а)(х-а) + ^ - ^ - ( х - а ) г + ...+  /  (х - а ) п. (41)
1 2  1 • 2"-п

Вираз для функції (лг) — її звуть залишковим членом — дає 
величину похибки при заміні функції многочленом (41). Лагранж 
запропонував залишковий член у вигляді

/ (п+1)ґ г\
і? (*) = ------ 5-і (х -  а)п+1

п (л + 1)!
Підставляючи його у формулу (40), дістанемо рівність

/(*) = /(а) + Ґ(а)(х -  а) + ... + Гм (а)(х -  а)п 
1 -2 -3  - п

Пп+1)(с )(х -а )п+1 
1 • 2 • 3 - л ( л  + 1) ’

(42)

(43)

яка зветься формулою Тейлора із залишковим членом у формі Ла
гранжа.

Рівність (43) відрізняється від формули (39) тільки останнім чле
ном: він має таку саму форму, як і інші члени, але похідна обчислена 
не в точці х  = а, а в проміжній точці с між а та х. Якщо а = 0, то 
дістанемо окремий дуже важливий випадок формули Тейлора:

Ґ(0 )х2
/(*) = /(0) + Г(0)* + ^ - ^ -  + ...+

/ (п+1)(с)хX +-
л+1Г Ч  0)

1-2---П 1 • 2 • 3 -(га  +1)
(44)

де с — число, що знаходиться між нулем та х. Іноді записують в 
цьому випадку с = 6х, 0 < 0 < 1 .

П риклад 2. Знайти формулу Тейлора при а = 0 для функції 
/(*) = є*.

Маємо

Ґ(х) = ех, Ґ (х )  = ех,. . . ,Н п)(х) = ех, Пп+'\х) = ех .
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Прийнявш и х = 0, дістанемо

/(0) = е° =1, /'(0) = 1, Ґ (х )  = 1,...» / <п,(0) = 1. 
Отже, формула Тейлора (44) для функції е* матиме вигляд

„ 2  „ З
г   ̂ х Xв = 1 + X + -----+ е*хх п+1

1-2 ' 1 - 2 - 3 ........1 -2 -3  -п ' 1 • 2• 3---(п +1) (45)
П риклад 3. Знайти формули Тейлора для функцій f(x) при а = 0: 
а) /(*) = sin х,

sin х -  х  -
1 2  3 1 • 2 • 3 • 4 • 5

(- 1) л - 1 „ 2 л - 1

1 • 2 • 3 ---(2л -  1) +

Де

R . =
sinj^Gjc + 2п % J

и.2п .

(46)

(47)
1 -2 -3  —(2 л - 1 ) - 2п

б) /(*) = (1 + *)т , де т  — будь-яке дійсне число (відмінне від ціло
го додатного),

/і . _ і  ____ _ М т -1 )  2 , т ( т - 1 ) ( т - 2 )  і(1 + #) = 1 + лис н------------- л: н----------------------- х  + ...
1 2  1 -2 -3

| т ( т - 1 ) - - - ( т - и  + 1) „ | д  
1 - 2 - 3 - г а

(48)

Де

д  (ж) _ т (т  -1 ) ... (т  -  п + 1)(т -  п)(1 + 9дг)т~,,~1 х„+1.

в) f(x) = In (1 + х),
1 • 2 • 3 • • • п(п + 1)

(49)

у “ у ”  у ’  у ”

In (1 + jc) = jc------+ ------------+ ••• + —  + Я (де),
2 3 4 п " ’

Де

д + 1
г )  / ( jc)  =  c o s j c ,

х 2 х 4
C O S X  =  1 -------------+  -

(-1)"*л „ 2 л

(50)

(51)

1-2 1 2  3 4 1 2-3---(2п-1)2л + ДЛ(*Ь
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де

созГол: + (2п + 1)^1
Д„(ж) = -------— --------- ---------- —  Ж2п+1

(2п + 1)!

Приклад 4. Записати функцію у = \[х у вигляді многочлена п’я 
того степеня відносно двочлена ж - 1 .

1
Обчислимо значення функції /(*) = х 3 та її похідних до п ’ятого 

порядку включно при х0 = 1:

/(і)  = і; П *) = \  Д  П і) Д  Ґ (х ) = - | * ~ 3; Г (і)  = Д
о о 9 9

ю  4  10 80 „ - Т .  , / к т _  80Г (х) = ^ - х * ;  Г (  1) = 4 4 ;  Г ( * )  = -
27 27 81

; Г ( і )  = -
81

880 о 880f  (х) = ----- х  3 ; /  (1) = ------ .
243 243

Отже, за формулою Тейлора дістанемо

\[х =1 + - ( х - 1 ) ~  - ї -  (ж - 1)2 + (ж - 1)3 ----—  (ж - 1)4 +
З 9-2! 27-3! 81-4!

+ _ 8 8 0 _  5 
243 5! 5 ’

о  / ” (с), 1ч6 12320 - у ,  .,6 1де Д, = -— — (ж -  1) = ------------с 3 (ж - 1 )  , 1 < с < х.
5 6! 729-6!

Приклад 5. Обчислити з точністю до 10-3 наближене значення
^ 2 9 .

Запишемо заданий корінь так:

2 1 (
1 + — = 3

27 ) V
^ 2 9 = ^ 2 7  + 2 = ^27

Використаємо біноміальний розклад (48).
„  „ 2 . 1 Нехай ж = —  і т = — , дістанемо 

27 З

1 +  —  
27

л/29 = ЗІ'  2( л 2 2 -2  2 -2 -2  5 2і ■ 51 + ------ . - + ------ ---------- —— + ...+  Я,
81 81-81 81з 814 /
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Оцінюючи величини послідовних похибок обчислення 3|і?л| , зна
ходимо

3ІДі1 < 3 812 2 < 0’002’ 3|Д2| < < 0,0003.

Отже, для обчислення із заданою точністю достатньо взяти три 
ч л ен и , я к і  передую ть за л и ш к у  Д2, тобто ^29 в 3(1 + 0,024 -  
-  0,0006) = 3,072.

Ряд Тейлора. Припустимо тепер, що функція /(*) має похідні 
всіх порядків у деякому проміжку, що містить точку х  = а. Тоді рів
ність (43) буде справедлива для будь-якого х  з цього проміжку і для 
будь-якого ті.

Позначимо

рп(*) = Па) + Г(а)(х -  а )+ ...+ ( х - а ) \  (52)
1 * 2* • о * • Т І

отже,

/(*) = Р„(*) + ДЛ(*).

Залиш ковий член Яп(х) = /(*) -  Рп(х) дає величину похибки, яку 
робимо, беручи Рп(х) за наближену вартість функції /(* ) . Якщо 
величина залишкового члена Яп(х) необмежено прямує до нуля при 
збільшенні числа п , тобто

1 іт Д п(*) = 0 ,  (53)
П-+ 00

коли необмежено збільшується кількість членів многочлена Рп(х) , 
що їх беремо для обчислення функції, то це означає, що

1 іт[/(* )-Р „(* )] = 0.
П—>00

Отже, функція /(аг) є сумою ряду (якщо виконується рівність (53))

Ґ п)(а)
/(аг) = /(а) + Д а ) (а с -а )+ — ----- (аг-а)" + .... (54)

X • 2 • о * ■ Т І

Він має назву ряду Тейлора для функції /(аг).
Якщо взяти а = 0, дістанемо окремий його випадок:

/(*) = / (0 )+ / '« » *  + П О )*2
1 2

ИЧо)*"
1-2- -П

(55)

Як видно з попереднього, ряд Тейлора зображує дану функцію тоді
і тільки тоді, коли lim Rn(x) = 0 . Якщо lim Rn(х) * 0 , то хоч ряд (54)

П—ЮС п —>00
чи (55) може бути й збіжним, проте його сума не дорівнюватиме f(x).
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§ 9. Розвинення деяких елементарних ф ункцій в ряд Тейлора 
та наближені обчислення

1. Треба розвинути в ряд Тейлора /(*) = ех. У § 8 (приклад 2) 
встановлено формулу (45)

ех = 1 + * + -
1-2

евхх п+1
1- 2-3  •п 1 • 2• 3---га(п +1) ’

де

Д„(*) =
<?0І* П+1

1-2-3---п(п + 1) *
0 хПри будь-якій фіксованій величині х = а е — обмежена величина 

(менша за еа при а > 0 і за одиницю при а < 0 ). Через те що ряд

X X X1 + X + -----+ ... н---------------- + ---------------------
1-2 1- 2-3  - п 1 '2 '3 " '( п  + 1)

+ ...

абсолютно збіжний для всіх х, його загальний член - 0 0— ;----гг1 • А • о ---(п + 1)
прямує до нуля при п -» оо та будь-якому х. А  тому і Вп(х) прямує 
до нуля при п -» оо для будь-якого х. Маємо остаточно для будь- 
якого X

2 З
х  і  X  XЄ = 1 + * + -----+ -

1-2 1- 2-3 1-2-3---П
(56)

Якщо у формулі (56) візьмемо х  = 1, дістанемо нескінченний ряд 
для числа е:

1 1
е = 1 + 1 +

1 2  1 - 2- 3
Чим більше візьмемо членів цього ряду, тим точніше буде зна

чення е. При п = 8, тобто взявши
11 1 і  1е * 1 + 1 + -—-  + ■ + . . .  + ■

1-2 1 - 2 - 3  1 - 2 - 3 - 4 - 5 - 6 - 7 - 8
і виконавши відповідні обчислення, матимемо

<? « 2,71828.
Більш точна величина

є » 2,718281828459045.
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2. Аналогічно згідно з формулою (46) маємо

sin х = х -  -
1 - 2 - 3  1 - 2 - 3 - 4 - 5

Як приклад обчислимо sin 12°. У радіанній мірі

я12 =
180

• 12 =  —  
1 5 ’

отже
/  N3я

. і  О о  .  я Я sin 12 = s in —  = ------
15

15 15 1- 2- 3  1 - 2 - 3 - 4 - 5

(57)

Дістали числовий знакопереміжний ряд. Обмежуючись двома чле
нами ряду, знайдемо

sin 12° =0,207910.
З якою точністю ми дістали sin 12°, скільки тут правильних знаків? 

Ряд знакопереміжний, похибка не перевищує за абсолютною величи
ною першого з відкинутих членів (§ 4)

U 5  )
1 - 2 - 3 - 4 - 5

* 0,000003 ,

отже, перші п ’ять десяткових знаків правильні.
3. Розвинення згідно з формулою (48)

(1 + х)т = 1 + ТПХ + m(m -1 )  2 m(m -  l)(m -  2) 3
1-2

-х  +
1- 2-3

х  + (58)

справедливе для значень х, що справджують нерівність |*| < 1 . Ряд 
(58) зветься біномним рядом. Якщо т є цілим додатним числом, то 
ряд (58) переривається на члені п = т і перетворюється у відому зі 
шкільного курсу формулу бінома Ньютона.

За допомогою ряду (58) здобувають корені з будь-якою точністю.
П риклад 1. Припустимо, що треба обчислити ^69 . Запишемо 

цей корінь у вигляді

^/69 = V64 + 5 = V43 +5 = 4: 1 + 1 +
ІЗ
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1 5У даному випадку т = —, х  = — , і тому згідно з формулою (58)
З 64

матимемо

^69 = 4
1 - І
З, 1 5  З1 + — • —  ■+■---------

З 64 1-2 64
+ . . .

Обмежившись трьома членами розвинення, дістанемо

^/69 * 4,10144 .

За таблицями із сьома знаками ^69 ~ 4,1015659.
4. Для функції f(x) = cos* маємо ряд

cos х = 1 -  - (59)
1 2  1 • 2 • 3 • 4 1 • 2 • 3 • 4 • 5 • 6

Приклад 2. Обчислити з точністю до 10~5 COS 5°.
Запишемо розклад функції f(x ) = cos х  за формулою (59) і підста-

_ 2я я _0 я , (  я Y 1вимо в неї х  = 5 ------ = — . Матимемо cos 5 = cos —  = 1 -  —  —  +
360 36 36 1,36 J 2!

_ \4 к
v36y

1— + ... . 
4!

Оскільки
ґ  „  л 2  к
v36 ,

— = 0,003808,[ —  
2! І36

\4
— < 2 ,5-10  6 , обмежимося 
4!

двома членами розкладу, при цьому похибку можна оцінити так:
\ 4

Д4 =
COS 0JC

4!
х 4 < я

36
і .  М .
41 < 10е

Отже, сов5° * 1 - [  — ] 1  = 1 -0 ,00381  = 0,99619. 
^36^1 2

5. Рівність
х^ х^ х 4 1п(1+ *) = * -  —  +
2 3 4

справедлива для всіх х, що відповідають нерівності

-1 < х < 1.

(60)
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Зокрема, при х  = 1 маємо

In 2 = і - !  + І
2 З

1
4

§ 10. Деякі застосування степеневих радів

Інтегрування функцій. Відомо, що не кожна елементарна фун
кц ія  інтегровна в елементарних функціях. Наприклад, функція 
е~х неперервна при всіх х  і має первісну, яка не є елементарною функ
цією.

хг 2П риклад  1. Інтеграл І е~х йх  обчислимо через розкладання
о

підінтегральної функції в степеневий ряд і почленне його інтегру
вання. Якщо в тотожності (56) замінити х  на - х 2, то дістанемо 
рівність

е = 1
(~1)п х 2п

пі (61)

яка  має місце при всіх х. Інтегруємо його почленно, одержимо фор
мулу

и * ‘-
„2п + 1

0  л  = 0  о  л = 0

яка при будь-якому х  дає представлення зазначеного інтеграла у ви
гляді нескінченного степеневого ряду.

П риклад 2. Щоб обчислити в межах від 0 до х  інтеграл від * 
розкладемо цю функцію в степеневий ряд.

s in *  (~1)пх 2п

(-1 г ______
пі 2п + 1 ’

Діленням ряду (57) на * дістанемо 

Почленним інтегруванням знайдемо
£S(2n + l)!

X л. 00 *  /  1 \  Л л.2п оо /  •* ч л  ~ . 2 л + 1

^  = V  —(Ц = У  (~1} *----------.
{ і По о (2П + 1)! “ 5 (2п +1)! (2га + 1)

Розкриття невизначеностей. Обчислення границі функції за до
помогою степеневого ряду ілюструємо прикладом.



Ряди 403
„  л _  т т  cos 2л; - 1Приклад 3. Потрібно обчислити границю L = lim —-------------.

х-*о в - 1 -  Зд:
Розкладемо в степеневі ряди окремо чисельник і знаменник дро-

бу і виділимо в них загальний множник х :
0082* -1  _ ( l - j t 4* 2 + j ;1 6 * 4 - . . . ) - l  * 2(-2  + | * 2 - . . .)

е3х- 1 - З х  (1 + 3* + ^ * 2 + . . . ) - 1 - 3 *  * 2( § + § *  + •••)
АІ А А

Скоротимо дріб на х 2, потім покладемо в правій частині цієї 
рівності х  = 0 і, користуючись неперервністю суми степеневого ряду,

т 4дістанемо ь  = .

§ 11. Ф ормули Ейлера

Для дійсних значень х  ми встановили таке розвинення (§ 9):

X 1 X2 X3Є =1 + X + ----- 4- ■
1- 2 1 2 3  1 2 3 4  1 2 3 - 4 5

■ + ...

За аналогією з цією рівністю приймемо як  означення функції е^ 
(із суто уявним показником) таку рівність:

еіу =1 + ^ -  +іу (іу)2 , (іу)3 (іу)4 (■iyf
1-2  1 - 2 - 3  1 - 2 - 3 4  1 2 - 3 4 5

-+ ...

(Справедливість її обгрунтовується в теорії рядів з комплексними 
членами, викладення якої виходить за межі цього підручника.) 

Проте

і2 = -1, і3 = і2 ■ і = -і, і4 = і2 • і2 = 1, і5 = і4 • і = і і т. д.,
а тому

еіу = 1 + і у - - I + І ’
1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5

або

е* = і - ^ і + .
1 2  1 2  3 4

+ І у - 1- 2 - 3  1 - 2 - 3 4 5

Зважаючи на рівності (57) та (59), можемо написати 

еїу -  cosy + і sin у . (62)
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Якщо в цій формулі замінити у на -у ,  знайдемо, враховуючи 
парність функції cos у і непарність sin у ,

Формули (62) та (63), які пов’язують показникову функцію з три
гонометричними, звуть формулами Ейлера. Пізніше ми цими фор
мулами скористаємося.

Контрольні запитання і завдання

1. Що називається числовим рядом?
2. Що називається n -ю частинною сумою числового ряду?
3. Який числовий ряд називається збіжним?
4. Що є необхідною умовою збіжності числового ряду?
5. Назвіть достатні умови збіжності, які базуються на порівнянні 

рядів.
6. Назвіть ознаку Д ’Аламбера збіжності рядів.
7. Які ряди називаються знакопереміжними? Наведіть приклади.
8. Сформулюйте ознаку Лейбніца збіжності знакопереміжних 

рядів.
9. Я кі знакопереміжні ряди називаються абсолютно збіжними? 

Умовно збіжними?
10. Дайте означення степеневого ряду та області його збіжності.
11. Як знайти область збіжності степеневого ряду?
12. Запишіть розкладання в степеневий ряд функцій е*, sin х, cos х, 

(1 + *)т , 1п(1 + х) .
13. Як забезпечується необхідна точність при застосуванні степе

невих рядів у наближених обчисленнях?

Приклади розв’язування задач

збіжності ряду і дослідити його збіжність на кінцях інтервалу. 
Беручи послідовно п = 1 ,2 ,3 , . . . ,  запишемо цей ряд у вигляді

Для знаходж ення області збіж ності ряду застосуємо ознаку 
Д ’Аламбера

е ly = cos (-у) + і sin(-i/) = cos у -  і sin у . (63)

11.1. Написати перші три члени ряду

5х 52х2 53х3 5пхп
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lim
и

= lim 5"+1х л+1 п2 - З"
(п + 1)2 - З"*1 -5лх ”

= — Ы lim  — - — - 
3 і '«-»~(п + 1)2 - | н

Даний ряд збігається абсолютно при тих значеннях х, як і задо
вольняють нерівності

5 1 і і і і З З З
- \х\ < 1 , або |*| < - ,  або -  -  < х  < - .

Дослідимо збіжність ряду на кінцях одержаного інтервалу. При

з  V  (-і)"х  = - - -  даний ряд набуває вигляду 2^ „ 2  .
5 п —\ п

Останній ряд знакопереміжний; абсолютна величина загального 
члену прямує до нуля, якщо п —» °о .

Отже, згідно з ознакою Лейбніца збіжності знакопереміжних рядів

цей ряд збігається, тобто х  = належить області збіжності даного
ряду. 8 - !

При х = — цей ряд набуває вигляду 2^ ~  і збігається згідно з 
5 п=\п

ознакою порівняння (11).
З З

Отже, ~ т -  х -  — — область збіжності даного ряду.
5 5

1 * 3 Г ~
11.2. Обчислити —— dx  з точністю до 0,001.

J хо
Запишемо підінтегральну функцію у вигляді степеневого ряду. 

Замінимо в розкладі функції sin х  на sin tfx  маємо
\ 7

Тоді

sin у[х =у[х - XI [У XI
З! 5! 71

■ + . . . .

si п>Іх 1 X3 X3---------  = X 3 -----+ ------------ + ... ■
З! 5! 7!

1 X3
З !+ ~5!

4

Х̂ _
7!

З х 3 -----+
5  7

X За:3 З х3
\

З! 5! 5 717
•+ . . . ^ з - І , 1

dx  =

1
6 200 11760

о
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Одержаний знакопереміжний ряд задовольняє умови теореми 
Лейбніца. Оскільки четвертий його член за абсолютною величиною 
менше ніж 0,001, то для забезпечення заданої точності достатньо 
вибрати перші три члени. Тоді

{ х  6 200

Задачі і вправи для самостійної роботи

Знайти суми рядів, довівши, що вони збігаються.

.3. X ;
1 V. 1

. 11.4. 2ы]11м ’ £Ґі (2л -  1)(2п +1) ' ^ ( 2 п - 1 ) ( 2 п  + 5)
Дослідити збіжність рядів за допомогою ознаки порівняння.

ОО  ̂ 00 X 00 X
11,5‘ ^ 2 “ +1 • 11,в- ^  Зп - 1  • 11,7- ^  1п(п +1) •

11,8‘ ^ ї ( п  + 1)(п + 4) •
Дослідити збіжність рядів за допомогою ознаки Д ’Аламбера. 

Н .Э . Х ^ -  11-10. X  ( 2  п +1)! • 11Л 1- 11,12‘ %  (п + 1)!

Х(тг +1)! г і
„„  2" • п! • 11Л 4‘ ^  з^".п!

Дослідити, які з вказаних рядів збігаються абсолютно, які умовно, 
як і розбіжні:

11.17. £ ( - 1 Г , 2 ^ і .  11.18. Ї ( - 1 Г ' £ .  11.19.
п =1  П  п =  1 ^  п =  1

1 • 3 - '(2 п  -1 )

Тії

11.20. У г- .
л=1 V я

Знайти область збіжності степеневих рядів.
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11.27. Розкласти многочлен х 3 + Зх2 - 2 х  + 4 за степенями дво
члена х  + 1 .

11.28. Розкласти многочлен х 10 -  Зх5 +1 за степенями двочлена 
х  -1 .

11.29. Написати формулу Тейлора л-го порядку для функції у = — ,
і хякщо х0 = -1.

11.30. Написати формулу Тейлора n -го порядку для функції 
у = УІХ , якщо х0 = 4.

11.31. Розкласти функцію у = — у ряд Тейлора в околі точки
* = 3.

11.32. Розкласти функцію у = х 2ех у ряд Тейлора в околі точки 
х  = 0.

11.33. Знайти перші п ’ять членів ряду Тейлора для функції 
у = ес°8Х в околі точки х  = 0.

Розкласти в степеневий ряд за степенями х  функції:
11.34. у = е2х. 11.35. у = е<
11.36. у = cos2 х  . 11.37. у = 1п(10 + х ) .
Обчислити наближено:

до 0,0001. 11.42. 1п5 з точністю до 0,0001.
Обчислити наближено значення визначених інтегралів, взявши 

вказане число членів розкладу підінтегральної функції; знайти по
хибку:

0,0001. 11.40. уі 130 з точністю до 0,001. 11.41. In 1,04 з точністю

_1_
11.38. 5 з точністю до 0,00001. 11.39. cos 18° з точністю до

і
11.43. f х_ fjy (Я v t t p w w V  11.44. \р х Hr ґ Я т і т т р и і т У  11.45. f ^Х

б

0,2 .
(6 членів). 11.46. Обчислити

11.47. Обчислити



408 Глава 11

Відповіді до глави 11

11 .3 . в „ = І ( і - ; г ^ т ) ;  в  = 11.4 . в  = —“ 2 \ 2л + 1/ 2 л 6
(. І І 11-)--- 4 . --------------

З 5 2п +1

1
2 л + З

1 )- 5 = 23
2л + 5 Г 90

11.5. Збіжний. 11.6. Розбіжний.

11.7. Розбіжний. 11.8. Збіжний. 11.15. Збіжний умовно. 11.16. Збіж
ний абсолютно. 11.17. Розбіжний. 11.18. Збіжний абсолютно. 11.19. Роз
біжний. 11.20. Збіжний умовно. 11.21. -1  < х  < 1 .11.22. -10  < х  < 10.

4 Ї  4 Ї  ї ї
11.23. < х <  — . 11.24. 11.25. - 1 < х < 1 .

2 2 3 3
11.26. х = 0. 11.27. (х + 1)3 -  5(х +1) + 8.

11 .28 . (х - 1)10 + 10(х -  І)9 + 45(х -  І)8 + 120(х -  І)7 + 210(х - 1)6 + 

+ 249(х - 1)5 + 195(х - 1)4 + 90(х - 1)3 + Щ х  - 1)2 -  5(х -1 )  - 1 .

11.29. - 1 - ( х  + 1 ) - (х  + 1)2 ------- (х + І Г + С - І Г 1 (* + ^  ■ ■■, де
[-1  + 0(дс + 1)]"**

0 < 0 < 1 •

11.30. 2 + £ ^ 1 - ( £ ^  + ( £ ^ - . . .  + (- 1 г » (2? : 2)І^ 4Г  + Д П.
64 512 пі (л - 1)!2

де о < е < і . 1 1 .3 1 . + + +
З 9 27 З"

2 . ж3 х 4 -П +1
1 1 .3 2 . Xі + —  + —  + . . .+ ---------

1! 2! (л -1)!
“Ь.... 1 1 .3 3 . б

1 1 .3 4 . 1 + 2х + ^  + ... + (2" Г І.......  ■ + .... 1 1 .3 5 . 1 - х 2 + —---- ...
2! (л -1)! 2!

. 2 ( л - 1 )

... + (-1  г
(о ~ 1)1

• + .... 11.36. 1 - х - (2х)4 
2 4!

+ ...+ (-!)"
2̂п-1 ̂ 21

(2л)!
• + ...
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11.37. 1п10 +
х

Ї0 2 • 10‘
+ ... + (-1) л+1

л 1 0 я
• + ... . 11.38. 0 ,81873.

11.39. 0,9511. 11.40. 5,066. 11.41. 0,0392. 11.42. 1,60940. 11.43. 
0,3230, похибка 0,0001.11.44. 0,24488, похибка 0,00001.11.45. 3,518, 
похибка 0,001. 11.46. 0,1996. 11.47. 0,102.
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Глава 12. Диференціальні рівняння

§ 1. Основні поняття

При вивченні різних явищ природи дуже рідко вдається знайти 
закон, який встановлює залежність між шуканими величинами. Проте 
в багатьох випадках є можливість встановити залежність між вели
чинами та їх похідними або диференціалами.

При цьому одержуються рівняння, в яких шукана функція знахо
диться під знаком похідної або диференціала.

Нетотожне співвідношення, в яке невідома функція входить під 
знаком похідної або диференціала, називається диференціальним 
рівнянням .

Позначимо через х  незалежну змінну, через у — невідому функ
цію і запишемо співвідношення:

1) = * +СІХ

2) ^ 4  + Ш/2 = 0 ;
сїх

3) х 2сІу + (х + у)<іх = 0;

4) *«.**
дх ду

1 = 0 .

Перші три рівності є диференціальними рівняннями, а четверта — 
диференціальною тотожністю. Якщо невідома функція, що входить 
до диференціального рівняння, є функцією більше ніж однієї змінної, 
то диференціальне рівняння називається рівнянням у частинних 
похідних.
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Ми розглядатимемо такі диференціальні рівняння, в яких ш ука
на функція є функцією лише однієї незалежної змінної. Такі рівняння 
називаються звичайними диференціальними рівняннями. Будь-яке 
рівняння цього класу має вигляд

Порядком диференціального рівняння називається порядок най
вищої похідної невідомої функції, яка входить в дане рівняння. Отже, 
рівняння (1) — це звичайне диференціальне рівняння п-го порядку 
(п — ціле додатне число).

Розв’язком диференціального рівняння (1) називається така п 
раз диференційовна функція у (х ), яка, будучи підставлена в це рівнян
ня, перетворює його в тотожність, тобто

Графік розв’язку звичайного диференціального рівняння нази
вається інтегральною кривою цього рівняння. Виявляється, що 
рівняння (1) має безліч розв’язків. Сім’я розв’язків, яка залежить 
від п довільних параметрів, називається загальним розв*язком рівнян
ня (1). Процес знаходження розв’язків рівняння (1) називається інте
груванням цього рівняння. Розв’язок рівняння (1) може бути у явно
му вигляді у = у(х) або в неявному — С(х, у(х)) = 0 . Р івняння 
С(х,у(х)) = 0 , яке визначає розв’язок у(х) рівняння (1), називається 
інтегралом цього рівняння.

Розглянемо рівняння першого порядку, розв’язане відносно по
хідної,

де функція f(x, у) визначена і неперервна в області D змінних х та 
у. Нехай у = ф(х)є  розв’язком цього рівняння на інтервалі (а, Ь).

Геометрична інтерпретац ія  р івняння (2) та його розв’язку  
у = ф (х) полягає у такому. Графік функції у = <р(х) має в кожній своїй 
точці дотичну (бо z/ = ф (х) — диференційовна), кут нахилу якої до 
додатного напрямку осі Ох позначимо через а . В кожній точці А  (х, у) 
інтегральної кривої у = <р(х) величини х, у та у' = tg а. за рівнян
ням (2) зв’язані співвідношенням

( 1)

F{x,y(x),y'(x),y '(x), у {п- ' \ х ) , у м {х)) ш 0.

y' = f(x ,y), (2)

tg а = f { x ,  у ) . (3)
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Отже, диференціальне рівняння (2) встановлює залежність між 
координатами довільної точки А  інтегральної кривої і кутовим ко
ефіцієнтом її дотичної в точці А .

Рівність (3) визначає в кожній точці А  (х , у) області В  вектор 
(довільної довжини, відмінної від нуля), який утворює напрямок 
к = tg а  з додатним напрямком осі Ох. Множина всіх таких век
торів в області В  утворює поле напрямків рівняння (2). Будь-яка 
інтегральна крива цього рівняння має ту властивість, що напрямок її 
дотичної збігається з напрямком поля у відповідній точці області 
В. З геометричної точки зору зінтегрувати рівняння (2) означає таке: 
потрібно побудувати такі криві, щоб вони дотикалися до векторів 
поля в кожній своїй точці.

Приклад 1. Розглянемо рівняння у = 2х. Отже, tg  ос = 2х , при х  = 0

маємо ос = 0, при х  = — маємо ос = ~  . Інтегральні криві утворюють
2 4

сім’ю парабол у = х 2 + с. На рис. 86 проведено дотичні до однієї з 
парабол в точці А.

Задача Коші. Ця задача полягає в тому, щоб знайти розв’язок 
у = У(х) рівняння (2), який задовольняє умову

У(х0) = У0. (4)
Числа х0 і у0 називаються початковими даними задачі Коші. 

Геометрично задача Коші полягає в тому, щоб знайти інтегральну
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криву рівняння (2), яка проходить через фіксовану точку А^(х0Уу0) 
області D.

У теорії і застосуваннях важливе значення має така проблема: 
скільки інтегральних кривих рівняння (2) проходить через задану 
точку А$(х0,у 0) області D.

Справедлива така теорема існування та єдиності для розв’язку 
рівняння (2) з початковою умовою (4).

Теорема. Нехай маємо рівняння (2 ) і область Dx, в якій функції

f(x , у) і д- —■ визначені і неперервні. Нехай А^(х0,у 0) — довільна
ду

точка з області Dx. Тоді існує єдиний розв*язок

І/ = ф(*) (5)

рівняння (2), який визначений в деякому околі точки х0 і задоволь
няє початкову умову ер (л:0) = г/0- 

Приклад 2. Розглянемо рівняння

Його права частина f(x , у) = 2 Jy  неперервна при у > 0 , тобто у 
верхній півплощині, включаючи вісь Ох (область D[ ). Ф ункція

f  = - і -  неперервна при у > 0, тобто у верхній півплощині, виключаю- 
уіУ

чи вісь Ох (область Dx). Рівняння (6) має сім’ю розв’язків:

уіУ = х + С, (7)
де С — довільна стала. Формула (7) називається загальним розв’яз
ком рівняння (6).

Геометрично розв’язок (7) являє собою сім’ю півпарабол в області 
D1 (рис. 87).

Безпосередньою підстановкою переконуємось, що рівняння (6) має 
розв’язок у = 0, який не можна одержати ні при якому значенні 
довільної сталої С. Розв’язок у = 0 називається особливим розв’язком 
рівняння (6).

Припустимо, що через кожну точку області Dx проходить єдина 
інтегральна крива рівняння (2). Загальним розв*язком рівняння (2) 
в області Dx називається функція

г/ = ф(х, С) ,  (8)

яка: 1) є розв’язком рівняння (2) при всіх значеннях довільної ста
лої С; 2) дає розв’язок задачі Коші з довільними початковими дани
ми (х0, у0) з області Dj при відповідному значенні С = С0.



414 Глава 12

Частинним розв’язком  рівняння (2) називається розв’язок цього 
рівняння при фіксованому значенні величини С.

Для знаходження частинного розв’язку, який відповідає почат
ковій умові, потрібно підставити х 0 і у 0у рівняння (8) і визначити 
С = С0 з рівняння

у0 = ф ( х 0,С).  (9)
Ш уканий частинний розв’язок матиме вигляд у = ер (х, С0). Особли

вим розв’язком рівняння (2) називається такий його розв’язок, який 
не може бути одержаним ні при якому значенні С. Отже, виходить, 
що інтегральна крива, яка відповідає особливому розв’язку, прохо
дить поза областю єдиності задачі Коші.

§ 2. Найпростіш і типи рівнянь першого порядку

Рівняння з відокремлюваними змінними.
Так називаються рівняння вигляду

а(х)Ь(у)(Іх + а ^ х Щ у ^ у  = 0. (10)

Помножимо обидві частини цього рівняння на 

дістанемо рівняння

1
Ь(у)аг(х) ’

Тоді

а,(х) Ь(у)
<іу = 0, ( И )
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в якому коефіцієнт біля сіх залежить лише від х , а коефіцієнт біля 
сіу — тільки від у. Говорять, що в рівнянні (11) змінні відокремлені. 

Рівняння (11) можна переписати в такий спосіб:

а = 0,

звідки одержуємо

\ д(х)
аі(х)

(їх + г М у)І Ь(у)(іу = С,

де С — довільна стала.
Формула (12) дає загальний інтеграл рівняння (10). 
Приклад 1. Розглянемо рівняння

Хт]і + у 2сіх + улІ1 + х 2(Іу = 0 ,

де а(х) = х; Ь(у) = ^/і + у 2; а,(лг) = УІ1 + х 2; Ь1(у) = у. 
Після відокремлення змінних матимемо

( 12)

7 Г
СІХ +

>/Г
У ?<1у = о.

■ + * уіі + У“
Інтегруючи, знаходимо загальний інтеграл

Г і + х 2 + у]і + у 2 = С •
Ми скористались формулою (12), прийнявши х0 = у0 = 0. 
Однорідне рівняння. Рівняння

¥ -  = Пх,у)  (13)
СІХ

називається однорідним, якщ о виконується тотожність
№ х,гу) = Кх ,у) ,  (14)

де і — довільний параметр.
Це рівняння за допомогою підстановки

у = их  (15)
зводиться до рівняння з відокремлюваними змінними відносно и І X.

Приклад 2. Розглянемо рівняння

<іу_= ІЕ + У_
сіх \ х  X ' (15')
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сіу йи у
З (15) знаходимо —  = и + х  — ; — = и .

СІХ (їх X
Тепер рівняння (15') набуває вигляду

сій /—
и  + х —  =  и  +  V I/,

(ІХ
тобто

(І Х
Ми дістали рівняння з відокремлюваними змінними

ї й  _ (їх
л/й *

Після інтегрування матимемо
і  1 1 1

2и І 2 = 1пх  + ІпС = ІпСх ; и 2 = Іп ^ х )2 ; и =1п2(Сх)2.
і

Повертаючись до старих змінних, остаточно знаходимо у = х 1п2 (Сх)2 . 
Це і є загальним розв’язком рівняння (15').
Лінійне рівняння. Рівняння вигляду

у' = Р(х)у + Я(х) (16)

називається лінійним відносно шуканої функції та її похідної. 
Якщо Я(х) = 0 , то рівняння називається лінійним однорідним:

У=Р(х)у .  (17)

Розв’язок рівняння (17) має вигляд

1 п - ^ = І Р ( №  (18)
Уо і

У лінійному однорідному рівнянні змінні відокремлюються.
З формули (18) випливає

І РІЖ ]р(№
У = У о еХа = С е Х0 . (19)

Довільна стала С є значенням у при х  = х0.
Будемо тепер інтегрувати неоднорідне лінійне рівняння (16) так 

званим методом варіації довільної сталої, тобто у вигляді добутку 
деякої функції С(х) на розв’язок відповідного однорідного рівняння.

Константу С розв’язку (19) однорідного рівняння (17) ми заміни
мо на функцію  С(х) і в такому вигляді шукатимемо розв’язок 
неоднорідного рівняння (16). Покажемо це на конкретному прикладі.
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Приклад 3. Розглянемо рівняння ху' - 2 у  = 2х4.
Інтегруємо відповідне однорідне рівняння:

ху' - 2 у  = 0 ; х & . г г .  ^  = 2 ^ ;
&х у х

1п|г/| = 2 1п|дг| + 1п С ; у = Сх2.
Вважаємо С функцією від х. Підставляємо у кінцеве рівняння:

І І . М М ^ + Ц х )  2х:
сіх сіх

+ С(х)2х2 -  2С(х)х2 = 2х4; сіС(х) = 2х<1х;
(ІХ

С(х) = х 2 + Сх; у — х 4 + Схх 2.

До лінійного рівняння зводиться рівняння Бернуллі: 

у = Р(х)у + Я(х)уп ; п * 1 .
Заміна змінних

2  = у~п+1
приводить рівняння (20) до лінійного відносно 2 :

— ї— 2 ' = Р(х)г + Я(х).
-  п + 1

Приклад 4. Розглянемо рівняння У' + — 

Розділимо обидві частини рівняння на

Т у * ^ - * -

= *4 у .

(20)

(21)

(22)

Заміна г = у[у; <І2  _ 1 <Іу
сіх 2у[у <іх

приводить це рівняння до лінійно

го  н е о д н о р ід н о г о  ВІДНОСНО 2 \

2 <І2
<іх 1 - х 2

• 2 = X.

Розв’язуємо відповідне однорідне рівняння і методом варіації 
довільної сталої знаходимо розв’язок неоднорідного рівняння. 

Р івняння в повних диференціалах. Якщо в рівнянні
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Р(х, y)dx + Q(x, y)dy = О 
виконується тотожність

ЭP = dQ 
Эу Эх ’

(23)

(24)

то рівняння (23) називається рівнянням у повних диференціалах. 
Загальний інтеграл рівняння в повних диференціалах має вигляд

X у

и(х, у) = J  Р(х, y)dx + j  Q(x0, y)dy + С.
х о Уо

(25)

У цій формулі при інтегруванні функції Р(х, у) змінна у розгля
дається як параметр.

П риклад 5. Розглянемо рівняння (х 2 + 2xy)dx  + (х2 + у 3)dy =0. 
Тут маємо Р  = х 2 + 2 х у ; Q = х 2 + у 3.
^  дР Л дЯ Л Отже, —— = 2 х ; —  = 2х. 

ду дх
Так що умова (24) виконується.
Для одержання загального інтеграла скористаємося формулою 

(25). Нехай х0 = у0 = 0 , тоді знаходимо

або

X у

и(х, у) = J  (х2 + 2xy)dx + J  y 3dy = С,

У = С .

Однак вираз Р(дг, z/)dx + Q(x, y)dy = 0 не завжди є повним дифе
ренціалом. Постає питання, чи можна знайти таку функцію |і (*,і/), 
щоб, помноживши на неї ліву частину рівності (23), перетворити її в 
повний диференціал.

Помножимо рівняння (23) на деякий множник p(x, у) і вимага
тимемо, щоб одержане рівняння було рівнянням у повних диферен
ціалах.

Для цього необхідно задовольнити умову (24), яка для рівняння

(і (х, у)р(х, y)dx + ц (х, y)Q (х, y)dy = 0 (26)

має вигляд

_Э_
^У

4< р ) = А ( ц о ), (27)
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зіпц £іпі£ = а5_ар
ду дх дх ду 1 }

Рівняння (28) є рівнянням у частинних похідних для функції 
р = |і(х9у )9 яка називається інтегрувальним множником рівняння 
(23). Розв’язання рівняння (28) — задача, власне кажучи, не завжди 
легша, ніж розв’язання рівняння (23). Більше того, один з елементів 
у процесі розв’язання рівняння (28) є розв’язанням звичайного ди
ференціального рівняння (23). Проте немає загального методу для 
відшукання інтегрувального множника. В деяких випадках вдаєть
ся підібрати множник |і(х,у)  так, щоб умову (27) було виконано. 
Тоді інтегрування рівняння (23) можна провести з допомогою фор
мули (25). Взагалі кажучи, якщо Р і мають неперервні частинні 
похідні і не дорівнюють нулеві одночасно, то інтегрувальний множ
ник існує.

У деяких випадках бувають корисними такі прийоми.
Приклад 6. Запишемо який-небудь вираз г = <р(х9 у ) 9 що залежить 

від х  та у (у частинному випадку можна взяти г = х 9 або г — у, або г = 
— ху і т. ін.). Можна дізнатися, чи існує інтегрувальний множник, що 
залежить тільки від г , і якщо існує, знайти його. Для цього потрібно 
у рівнянні (27) підставити р = р(г). Якщо в одержаному рівнянні 
вдається позбутися х  та у, тобто привести рівняння до вигляду 
С/(р,р',г)= 0, то інтегрувальний множник, залежний тільки від г, 
існує і його можна знайти.

Нехай дано рівняння (2у + ху3)<1х + (х + х 2у 2)<1у = 0.
Чи існує інтегрувальний множник, що залежить тільки від г = х? 

Помножимо рівняння на р = р(г) і запишемо умову повного дифе
ренціала:

[ц • (2у + х у 3)] „ = [ц • (* + х гу г)] х.
Оскільки

то після спрощень дістанемо

ц(2 + 3 х у 2) = [ц; (х + х 2у2)+ ц(і + 2 х у 2)];

\і{і + х у 2)=\і'2{і + х у г)х.
Скорочуючи на 1 + х у 2 і замінюючи х  на г9 дістанемо р = р' • г; 

р = Сг . Стала С — довільна. Взявши С = 1, одержимо р = х  — інте
грувальний множник.
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§ 3. Особливі точки і особливі розв’язки рівняння першого порядку

У випадках, коли порушуються умови теореми існування та єди- 
ності розв’язку  диференціального рівняння у' = f(x,y)  (функція 
,, ч df(x,y)f(x , у) чи — _ ■ перестає бути неперервною або визначеною в околі

ду
деякої точки області D), розв’язок рівняння у' = f (x ,y ) називається 
особливим, а точки, в яких порушуються ці умови, — особливими. За 
характерними ознаками ці точки поділяють на такі типи: вузол, 
сідло, центр, фокус.

Розглянемо однорідне рівняння

dy _ ax + by  ̂ ^ 9 )
dx сх + dy

де а, Ь, с, d — дійсні параметри; А = ad -  bc * 0 . Точка х  = 0; у = 0 
буде особливою для рівняння (29).

За допомогою деяких лінійних перетворень рівняння (29) може 
бути зведене до найпростіших видів.

І. йМ- = а У., а >0. (ЗО)
dx х

За допомогою підстановки у = их це рівняння зводиться до рівнян

ня з відокремлюваними змінними, розв’язком якого є функція у = С|л;|а . 

Маємо у = ±аС|л;|а 1. Якщо С * 0 і о с < 1 , т о  lim у' = «>, lim у -  0.
х —>0 дг—»0

Отже, всі інтегральні криві рівняння проходять через особливу точку 
(0; 0) і мають (за винятком лінії у = 0) одну й ту саму дотичну — вісь 
Оу (рис. 88).

Якщо а  > 1 , то дане рівняння можна переписати у вигляді

dx _ 1 х  
_ dy а у ’

і тоді графічне зображення інтегральних кривих можна отримати 
поворотом на 90°. Особлива точка (0; 0) у цих випадках називається 
вузлом (рис. 88). Якщо ос = 1, то загальний розв’язок даного рівнян
ня у -  С х . Це в’язка прямих. Кожна інтегральна крива цієї сім’ї 
(при фіксованому значенні С) проходить через початок координат із 
своїм кутовим коефіцієнтом. Особлива точка в цьому випадку на
зивається особливим вузлом.
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Рис. 88

2. Якщо а < 0 ,  то в цьому випадку 1іт|і/| = с». Отже, всі інте-дг—»0 1
гральні криві, за винятком двох (а саме: лінії х  = 0; у = 0 ), не про
ходять через точку (0; 0). Така особлива точка називається сідлом 
(рис. 89).

Рис. 89



4 2 2 Глава 12

З dy _ х  +у  ( з і)
dx х

За допомогою заміни у -  их рівняння зводиться до рівняння з 
відокремлюваними змінними, розв’язком якого є у = *(1п|*| + С ). При
цьому lim у -  0, lim у = 1іт(1 + С + 1пЫ) = -оо. Отже, всі інтегральні

х - » 0  х - » 0  1 1

криві проходять через початок координат і мають вісь Оу, яка є 
спільною дотичною. У цьому випадку особлива точка називається 
виродженим вузлом.

4 dy _ х  + $у 
dx  Рх - у  '

Якщо перейти до полярних координат х  = pcosB; 
рівняння набуває вигляду

(32)

у = р sin 0 , то

^  = Рр => Р = СеР«.

Інтегральні криві — це логарифмічні спіралі, які накручуються 
на початок координат. Особлива точка такої структури (випадки 
Р > 0 і Р < 0) називається фокусом (рис. 90).
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Інтегральні криві в цьому випадку — це однопараметрична сім’я 
кіл з центром на початку координат, а особлива точка (0; 0) нази
вається центром (рис. 91).

§ 4. Окремі типи диференціальних рівнянь першого порядку

Деякі найпростіші диференціальні рівняння, до яких похідна у' 
входить в степені, більшому за одиницю, можуть бути зведені до інте- 
гровних введенням деякого параметра р :

у = хґ  (у') + ф(у') — рівняння Лагранжа; (33)
у = у'х + ф(у') — рівняння Клеро (34)

(рівняння (34) є частинним випадком рівняння (33)).
Приклад 1. Розв’язати рівняння х у ' 2 — 2уу' + 4х = 0.

_ ху' 2х тт м йуРозв язуємо рівняння відносно у : у = ---- + — . Нехай —  = р ,
2 у сіх

ох 2хотже <іу = рсіх. Тоді у = —  + —  . Диференціюючи за х , після спро-
2 р

щення дістанемо
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Звідси

pdx -  —xdp + — pdx  + 2p~ldx -  2p~2xdp. 
2 2

1 , 1 , 2dx 2xdp Л— jcdp---- pd* + -------------- r1- = 0 ,
2 2 ^  p p 2

або
(
1 - L
P 2

4 , x ( dx + —
2

1 - -
J

, Л dx dp dp = 0 =>-----------= 0,
* P

розв’язком якого є x  = Cp, або p = C^x. Отже,

С, x 2 2x
У  =  ——  + -----2 Ctx

у = Cx2 + —, 
У С

П риклад 2. Розв’язати рівняння у = у'4 + у' -  3 .

Нехай у' = —  = р . Тоді Ас = —  . Підставляючи у' = р у задане 
dx р

рівняння, знайдемо диференціал: dy = (4р 3 +1рір.
Отже,

dx  - 4р 2+— dp => х  = (f 4 р 2+— dp = ^ p 3 + ln |p | + C. п «Ч п ЗV /
Таким чином, у параметричній формі розв’язок має вигляд

•х  = І р 3 +1пН + с >
у = р 4 + р - З ,

де р = — . За параметри в деяких випадках можна брати тригоно- 
dx

метричні функції, наприклад у ' = ctgt, у'= тощо.

§ 5. Диференціальні рівняння вищих порядків

Найпростіш і (інтегровні) типи диференціальних рівнянь вищих 
порядків. Наведемо приклади окремих типів інтегровних диферен
ціальних рівнянь вищих порядків.

Диференціальне рівняння типу у(п)= f(x). Розв’язок рівняння шу

каєм о послідовним  інтегруван н ям  у(п~г) = j  f(x)dx + Сг; у іп 2) = 
= j\ f(x)dx + Cl ]dx + C2;....
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Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рівняння ут = —  + 2 sin х.
х

Інтегруючи послідовно, маємо:

» ■ ' J | - r  + 2si 

»■=!

sin X
У
dx = ------- -  2 cos х  + С ,;
г  З * 3

5
------- - 2 c o s x  + С.

Зх3
5

dx  = — - -  2 sin х  + Схх  + С2; 
6х

У-і 6х‘
-  2 s in *  + С,л: + С2 5 С х^dx = ------+ 2cosx  + ——  + С2х  + Co.

6 л: 2  2 3

Диференціальне рівняння типу F (л;, yin~l\  z/n)) = 0, або у<п)= f(x, уіп~1)). 
Позначимо у(п~1) = р(х). Тоді уіп) = (у(п~1)У = р ' (л:). Отже, F  (л;, р (л:), 
р ' (л;)) = 0 є рівнянням першого порядку відносно р (л;).

П риклад 2. Розв’язати  рівняння ут = (у")2-

Н ехай у" = р(х). Тоді у т(х) = (у")' = р '(х)  = . Отже, = р 2.dx dx

Розділяючи змінні, запишемо —̂  = dx; -  — = ж + С,"; р  = ------ -— ,
Р Р х+ С /

оскільки р  — у ’ — ~  [-т~\ , то ^  = - |  — = -  1п(ж + С /) + С2‘, 
^  У d x \ d x )  dx J x  + Ci 1 2

р = J £- ln(x + C /) + C2 ]rfjc = - (x  + Cj*) ln(jc + Cj*) + jc + Cj* + С2*ж + C3\

Позначимо C,* = Cj; 1 + C * = C2; Cj* + C3* = C3. Маємо p = - (x  + Cj)x 
xln(x + Cj) + C2x + C3.

Диференціальне рівняння типу F(y, у', у") = 0. Позначимо у' = р(р). 
Тоді

„ d , dp dp dy dp
У -  ~Г''У>  = Д ~  = ~ Г 'Д ~  = р д ~ -dx dx dy dx dy

Отже, F(p, p  (p), p'(p)) = 0 — рівняння першого порядку відносно 
Р(Р).

П риклад 3. Знайти розв’язок диференціального рівняння у ”у -  
= (р')2 -  У’-

Н ехай у’ = р(р). Тоді р ' = р — . О тже, маєм о р р —  = р 2 - р ;
d«/ dp

р * 0.

14 Васильченко І. П.
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_  йр _ йу
Поділяючи змінні, дістанемо _  ̂ -  ~  ; 1п(р -  1) = 1п С* у, звідки 

р = 1 + 0/1/. П ідставляю чи зам ість р його значення, одержимо

~  = 1 + С іу .  Зв ідки  — — - = сіх, 1п(1 + С1#і/ )= С 1*л: + С2#. Отже,
“х  1 + С /у

1 + Сі У =в' Якщо прийняти —г = С р ----- - = С2, то у = Схе 2 + С
Сі С!

Лінійні однорідні рівняння зі сталими коефіцієнтами. Рівняння

а0 у + а ^ '  + а2у" + ... + апу(п) = 0, (35)

де а0, а 2, ... ап — дійсні числа, називається лінійним однорідним
диференціальним рівнянням зі сталими коефіцієнтами.

Теорема 1. Якщо у х, у2, уу ..., уп — лінійно незалежні частинні 
розв'язки рівняння (35), то у = Схух + С2у2 + ... + Спуп — загальний 
розв'язок цього рівняння (Сі — довільні сталі).

Частинні розв’язки шукаємо у вигляді у = еНх.
Для визначення коефіцієнтів к маємо характеристичне рівняння

а0 + ахк + а2к2 + ... + апкп = 0. (36)

Загальний розв’язок диференціального рівняння (35) будується 
залежно від характеру коренів рівняння (36). Можливі такі випад
ки.

1. Усі корені рівняння (36) дійсні й різні; тоді розв’язком рівняння 
є сума всіх частинних розв’язків, а саме: у = СхекіХ + С2екгХ + ... + СпекпХ.

Приклад 4. Знайти розв’язок рівняння 2у” + 5у '+  2у = 0. Складе
мо характеристичне рівняння 2£2+ Ьк + 2 = 0, коренями якого є:

_  .і. х

Том у ух =Схе~2х, у2 =С2е 2 . О тж е, з а га л ь н и й  р о зв ’я зо к : 

у = Схе~2х + С2е~2*.
2. Серед дійсних коренів характеристичного рівняння трапляються 

дійсні корені кратності т. Тоді розв’язком диференціального рівняння є 
у = СхекхХ + С 2е*2Х + ... + (СІХ + Сі2х  + СІЗх 2 + ... + Сітх т~1)ек‘х + ... + СлеЧх 
де кратність і-го кореня дорівнює т.

Приклад 5. Знайти розв’язок диференціального рівняння 
у ІУ -  Ьут + бу" + 4у' -  8у = 0.

Характеристичне рівняння для нього буде кА -  5£3 + 6к2 + 4& -  8 = 0. 
Корені цього рівняння = -1 , к2 = &3 = &4 = 2. Отже, загальний розв’я 
зок диференціального рівняння — у = + С2е2х + С3хе2х + С4х 2е2х.
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3. Серед коренів характеристичного рівняння трапляються прості 
комплексні корені. Частинний розв’язок для такого кореня має ви
гляд

У =  (CmlCOSPm* + Cm2SinPm*)ea"*’
де ат і рт — коефіцієнти комплексного кореня km = а т + *Рт .

Приклад 6. Знайти розв’язок диференціального рівняння
у0 + 6у + 13 = 0.

Корені характеристичного рівняння &2 + 6& + 13 = 0 — комплекс
но спряжені числа k 1 = -3  + 2і, k2 = -3  -  2 і. Отже, 

у = (CJCOS2JC + C2sin2x  ;<г3х.
4. Серед коренів характеристичного рівняння є кратні комплексні 

корені. Розв’язок такого рівняння розглянемо на прикладі.
Приклад 7. Знайти  загальний  р озв ’язо к  р івн ян н я

y v -  y IV+ + 8ут-  8у" + 16г/' -  16у = 0.
Маємо характеристичне рівняння k5-  &4 + 8Л3-  8&2 + 16& -  16 = 0. 

Корінь k = 1 — очевидний, отже (& -  1) (k4 + 8&2 + 16) = 0, або 
(k -  1) (k2 + 4)2 = 0. Звідси «  1, *2 -  *8 -  2і, kA = Л5 = -2 /.

Частинні розв’язки: г/1(л:) = є*, у2(х) = е2іх, i/3(jc) = л;е2іх, г/4(дг) = є_2хх, 
г/5(л:) = хе~2іх, або г/1(лт) = ех, у2 = cos2jc, г/3 = xcos2x,  у 4 = sin2x,  
уь = xsin2x. Тому і/ = С̂ е14- C2cos2x + CgJCCos2x + C4sin2x + C5jcsin2x = 
= (C2 + C3x)cos2jc + (C4 + C5Jc)sin2x + C ^ .

Неоднорідні лінійні диференціальні рівняння зі сталими коефі
цієнтами. Рівняння

І/(л) + а У ”' “ + ... + ап_ у  + апу = /(*) (37)
називається неоднорідним лінійним диференціальним рівнянням зі 
сталими коефіцієнтами, якщо f(x) Ф 0.

Теорема 2. Якщо у(х) — довільний частинний розв'язок неодно
рідного рівняння, у0(х) — загальний розв'язок відповідного однорідного 
рівняння , то загальний розв'язок лінійного неоднорідного рівняння 
має вигляд

У  = </,)(*)+ У ( х )  • (38)

Розглянемо кілька випадків.
1. Права частина f(x) є поліномом степеня т, тобто f(x) = Ь0 + Ьхх  + 

+ Ь„х2 + ...+  Ь х т.1 т ^

У цьому випадку частинний розв’язок шукають у вигляді у (л:) = 
= л:г(А) + А *  + — + А»*7”)* де г — показник кратності кореня k = 0 у 
характеристичному рівнянні; А  — невизначені коефіцієнти, як і зна
ходяться із системи рівнянь. Утворення її розглянемо на прикладі.

Приклад 8. Розв’язати рівняння у*- 4г/' + 1 3 у = х2.
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Характеристичним рівнянням відповідного однорідного рівнян
ня є k2 -  4k + 13 = 0, корені якого kx = 2 + Зі, k2=2 -  Зі. Отже, 
загальний  р озв ’язок  відповідного однорідного р івняння у 0(х) = 
= е2х(С1 cos3x + C2sin3:c).

Для відшукання частинного розв’язку неоднорідного рівняння 
праву частину можна подати у вигляді f(x) = 0 + 0 • х  + х2. Отже, 
якщо у(х) = А0 + А1х  + А^х2, то у'(х) = А х + 2А^х , у \ х )  = 2А% .

Підставляючи замість у(х) та її похідної відповідні значення в 
ліву частину диференціального рівняння, маємо 2А2 -  4(Aj + 2А2х) + 
+ 13(А0 + А хх  + А^х2) = 0 + 0 • х  + х 2. Прирівнюючи коефіцієнти при 
однакових степенях х  правої та лівої частин, після деяких спрощень 
отримаємо

2 ^  -4A.J + ІЗАо = 0 ,
-13А г - 8 А 2 = 0,
13А2 =1,

1 8  б
звідки А 2 = — , А 1 = ——, Aq = -  - - - -  . Отже, частинний розв’язок 

13 169 2 1 9 7

має вигляд у(х) = - 6 8х х
-------+ ------ + —  ; загальний розв язок даного
2197 169 13 Р

рівняння запишемо так:

у(х) = е2х(С1 совЗл: + C2sin3x) + —  х
1 о

8 6 
1 6 9 Х 21 9 7 '

2. П рава ч астина f(x)  є ф ункц ією  етх, тобто f(x) = b^e"1'1 + 
+ Ь,ет‘х + ... + Ь е т’х .

У цьому випадку частинний розв’язок ш укається у вигляді 
у(х) = А^ + A1enilX + А 2етгХ +... + А петлХ , де коефіцієнти А, визначають
ся за таким самим методом, як і в попередньому випадку, якщо 
серед коренів характеристичного рівняння немає кратних коренів і 
всі корені дійсні. Так само розв’язується рівняння і у випадку, коли 
права частина залежить від sinx і cos*.

П риклад 9. Розв’язати рівняння у 5у' + 6у = 4sin2jc.
Відповідне характеристичне рівняння має корені kx = 2 і k2 = 3. 

Загальний розв’язок однорідного рівняння: у0 = Схе2х+ С2е3х. Оскіль
ки характеристичне рівняння не має комплексного кореня 2і, то ча
стинний розв’язок шукатимемо у вигляді у(х) = Aj cos 2х + Вх sin 2х. 
Підставляючи у у дане рівняння, матимемо (2Ал -  105^0082* -  (16А1 -  
-  4Bj)sin2x = 4sin2x. Звідки

[2А х - 1 0 ^  = 0 ,
[16А, - 4 Вх = 4 .
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Отже, А  = ^ ;  8 , = ^ .
5 1

Таким чином, у(х) = —  сов2х + —  зіп2х; рівняння має такий за
гальний розв’язок:

5 1у = Схе2х + С2е3х + —  cos 2х + —  sin 2х .
* 1 2 19 19

3. Права частина f(x) — це сума або добуток полінома і функції 
g(a+ip)x аб0 еох (дсодря + bsinpx). У цьому випадку частинний розв’я 
зок має такий самий вигляд, як  і f(x), відрізняючись тільки коефіці
єнтами, якщо k = a  + іР не є коренем характеристичного рівняння. 

Приклад 10. Розв’язати рівняння у” + 4у' + 3 = 65xcos2x. 
Відповідне характеристичне рівняння має корені кх = -1  і k2 = -3 . 

Отже, загальним розв’язком однорідного рівняння є: у0 = Схе~х + C2e~Zx. 
Частинний розв’язок  ш укаємо у таком у вигляд і: у(х) = (Ах + 
+ В) cos 2х + {Сх + D) sin 2 х . Тоді у' = ( А -  2 Сх -  2D) sin 2х + (С + 2Ах  + 
+ 2В) cos 2х ; д" = (-4С -  4В -  4Ал;) sin 2л: + (4А -  4D -  4Сл;) cos 2л\ 

Підставляючи замість у та її похідних значення в задане рівнян
ня, після деяких спрощень матимемо: [-(А  + 8С)л; + (4А -  В -  4С -  
-8П)]зіп2л: + [(8А -  С) х  4- (4А + 8В + 4С -  1))]со82л; = 65лгсоз2л:.

Прирівнюючи коефіцієнти правої та лівої частин при відповід
них тригонометричних функціях віп2л: і сов2л;, дістанемо

J -  (А + 8С)л; + (4А -  В -  4С -  SD) = 0,
[(8А -  С)х + (4А + 8В + 4С -  D) = 65л;,

звідки, прирівнюючи коефіцієнти правої та лівої частин при одна
кових степенях х , отримаємо

А + 8С = 0,
4 A - B - 4 C - 8 Z )  = 0 ,
8А -  С = 65,
4 А + 8В + 4С -  D = 0.

Отже, А  = 8, В = — , С = - 1, 1) = —  .
65 65

Таким чином, загальним розв’язком неоднорідного лінійного 
рівняння буде

у — С^е х + С2е Зх + (о 188 18х + -----
(

cos 2 л: +
65V ) V

3 1 5 Ї  • о-  х + -----  s in  2 л:.
65 J
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4 .  У випадку, коли серед коренів характеристичного рівняння є 
корені k = а  4- /р кратності г, а права частина має вигляд f(x)  = 
= eaz[Pn(j:)cospJC + Qm(j:)sinpj:)], частинний розв’язок шукаємо у ви
гляді у(х) = х геах • [PA(jc)cospJt 4- Q^(jc)sinpjc] (тут Pk(x), Qk(x) — много
члени степеня k = max (л, m) з невизначеними коефіцієнтами).

П риклад 1 1 .  Розв’язати рівняння у” 4- 4у = 4 ( s i n 2 x  4- c o s 2 jc) .

Відповідне характеристичне рівняння має корені 0 4- 2і, fc2 = 0 -  2і. 
Отже, загальним розв’язком однорідного рівняння буде: yQ = Схcos2a: 4- 
4- С2sin2:c. Частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукатиме
мо у вигляді у = (A  cos 2х 4 В sin 2х)х (домножуємо на х, оскільки 
корені характеристичного рівняння ± 2 і збігаються з коефіцієнтом 
а  у функціях sinajc, cosajc правої частини).

Підставляючи в дане рівняння значення у, у ,  у” , маємо -4Asin2x + 
4- 4Bcos2ar =  4sin2jr 4- 4 c o s 2 jc, звідки A  =  - І ,  В =  1 .  Отже, у =  х  (sin2x -  
-  c o s 2 jc) .  Таким чином, загальний розв’язок у =  Схcos2x 4- C2sin2x 4- 
4- jr(sin2jt -  c o s 2 jc) .

П риклад 1 2 .  Знайти розв’язок рівняння у”-  4у' + 4у = хе2х.
Корені відповідного характеристичного рівняння kx = k2 = 2. Отже, 

загальний розв’язок однорідного рівняння: у0 = (С1 4- С2х)е2х. Час
тинний розв’язок неоднорідного рівняння подамо у вигляді у = х2(А0 4- 
4- Ajjc)e2x (домножимо на х 2, оскільки показник експоненти a  = 2 у 
правій частині збігається з коренем характеристичного рівняння 
кратності т = 2). Підставляючи замість у , у \  у ” відповідні зна
чення у задане диференціальне рівняння і скорочуючи на е2х обидві

1 1 д 2х
частини, дістанемо А п = 0, А л -  — . Отже, у -  —х е . Таким чином,

1 о о
у = (С1 4 С2х)е2х 4 — Х3е2х .

6
5. У більш загальному випадку застосовується метод варіації до

вільних сталих, або метод Лагранжа, суть якого полягає у тому, що в 
розв’язку  відповідного однорідного рівняння у = С1у 1 4- С2у2 4- ... 
... 4- Спуп коефіцієнти С, беруться як  залежні від х . Для знаходжен
ня Сі складемо систему

У і
dCx
dx + У2

, d a
У і - Г  + У'2 dx

dC±
dx 

, dC2
dx

+ •••+*/„

+ ••• + »»■

dC^
dx
dCn

dx

= 0,

= 0,

( » - Ї )  ^  ^  + + ( п - Х ) ^  = , М і
dx dx dx

dC,
з якої спочатку визначають , а потім після інтегрування — СДдг).
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Приклад 13. Знайти розв’язок рівняння у" 4- у = tg2x. 
Відповідне однорідне рівняння має такий розв’язок: у = Сх* у х + 

+ С* у2 = С* сов* 4- С2* віпл:. Використовуючи метод Лагранжа, запи
шемо: у = С* (х)со8х + С* (лг)зішс. Для знаходження С*(х:), С*(х) 
маємо

J (Q* )' cos х  + (С2 У sin х  = 0, 
j-(C*)'sin x  + (C2 Ycosx = tg 2 x 9

звідки (С*У = - tg 2xsinj:, (C2*)' = tg 2a:cosa:, або після інтегрування

С / = ----------- cos x + Cx; C2* = In tgf — + — ] -  sin x  + C2.
cos jc v 2 4 J

Отже, загальним розв’язком рівняння буде

sin х  =

= CjCosx + С2 sinx + sinxlntg + —) -  2 .

y =  - cos л:
- cosjc + Cj cos x  + In tg| | -  sin x  + C2

§ 6. Задачі на складання диференціальних рівнянь економічного змісту

Модель оптимізації ставки податку. Задача оптимізації ставки 
податку виникає на основі багатофакторного аналізу з урахуванням 
різних умов, в яких мають діяти підприємства. Це і якість обладнан
ня, і кваліфікація робітників, і транспортні та інші умови роботи.

Нехай х  — змінна питомих витрат виробника продукції, х  є [х 0, 
х х]; Ц  — питома ціна продукції, х0 < х і<  Ц; к(х) — ставка податку 
на прибуток, 0 < Цх)  < 1.

Частка питомого прибутку (прибутку з одиниці продукції), яка 
залишається у розпорядженні підприємства, становить

Д(х) = (1 -  *(*)) (Ц -  х).
Зробимо два припущення: 1) ставка податку зменшується за ф ак

тором збільшення витрат: £'(х ) < 0; 2) дохід зменшується за факто
ром збільшення витрат: Д'(х) < 0.

Економічний зміст цих рівнянь: чим вищі питомі витрати, тим 
менші податок і частка доходу, що залишається підприємству.

Нехай у(х) = 1 -  £(*), тоді з урахуванням припущень маємо
Уо < ^ <

dx Ц - х
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Нехай U = U(x) — деяка функція управління (0 < [/(*) < 1); тоді 
останнє співвідношення може бути представлене у формі рівняння з 
відокремлюваними змінними

dy  _ Щх) 
dx Ц - х У'

яке може застосовуватися при моделюванні ставок податку.
Нехай U(x) = U = const; тоді після відокремлювання змінних 

маємо

Звідси

або

dy
У

U
Ц - х

dx .

In у = -U  1п(Ц -  х) -і- In С

у = С(Ц -  х )~и , 0 < £7 < 1.
Якщо С7 —> 0, ставка податку зменшується, збільпіується частка при

бутку в розпорядженні підприємства і навпаки — якщо С7 —> 1, ставка 
податку збільшується, інтенсивніше наповнюється бюджет (рис. 92).

Попит і пропозиція. Як відомо, попит і пропозиція — економічні 
категорії товарного виробництва, як і виникають і функціонують на 
ринку, у сфері товарного обміну. При цьому попит — представлена 
на ринку потреба в товарах, а пропозиція — продукт, який є на ринку
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або може бути доставлений до нього. Одним з економічних законів 
товарного виробництва є закон попиту і пропозиції, який полягає в 
єдності попиту і пропозиції та їх об’єктивному приведенню до відпо
відності.

Розглянемо таку задачу. Нехай протягом деякого (достатньо дов
гого) часу селянин продає на ринку фрукти (наприклад, яблука), при
чому продає їх після збору врожаю, з тижневими перервами. Тоді 
при відповідних запасах фруктів у селянина тижнева пропозиція 
буде залежати як від очікуваної ціни наступного тиж ня, так і від 
передбачуваної зміни ціни наступного тиж ня.

Якщо наступного тижня передбачається, що ціна впаде, а в подаль
шому підніметься, то пропозиція буде стримуватися за умови переви
щення очікуваного підвищення цін над витратами зберігання.

При цьому пропозиції товару найближчого тиж ня тим менші, 
чим більшими очікуються в подальшому підвищення цін. І навпа
ки, якщо наступного тижня ціна буде високою, а потім очікується її 
спад, то пропозиція збільшиться тим більше, чим більше очікується 
зниження цін у подальшому.

Якщо позначити через Р ціну на фрукти наступного тиж ня, а 
через Р/ — так звану тенденцію формування ціни (похідну ціни з 
часом), то як попит, так і пропозиція будуть функціями цих вели
чин. При цьому, як показує практика, залежно від різних факторів 
попит і пропозиція можуть бути різними функціями ціни і тенденції 
формування ціни.

В окремому випадку одна з таких функцій задається лінійною 
залежністю, математично записаною співвідношенням у = ар' + Ьр + С , 
де а,Ь,С  — деякі дійсні сталі. Тоді якщо, наприклад, у даній задачі 
ціна на фрукти спочатку становила 1 грн за 1 кг, через t тижнів вона 
була уже p(t) грн за 1 кг, а попит q і пропозиція s визначались відпо
відно співвідношеннями

<7 = 4р ' -  2р + 39, в = 44р' + 2р -  1.

Для того щоб попит відповідав пропозиції, потрібно виконання 
рівності

4р' -  2р + 39 = 44р' + 2р -  1.

Звідси приходимо до диференціального рівняння з відокремлю
с ь  1 ^ваними змінними: -------- = -------сИ.

р - 1 0  10
Інтегруючи, знаходимо, що

Г dp 
J р - 10
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1п \р -  10І = £ 4- Іпс;

р  -  10 = с е ; р  = с е + 10.

Якщо врахувати початкові умови р  = 1, при £ = 0 дістанемо 1 -  10 = 
= Се~™°; С = -9 .

Отже, р  = -9  е 10 4- 10.
Таким чином, якщо вимагати, щоб між попитом і пропозицією 

весь час зберігалась рівновага, потрібно, щоб ціна змінювалась відпо
відно до одержаної формули.

Ефективність реклами. Припустимо, що торговельними підприєм
ствами реалізується продукція Б , про яку в момент часу £ із числа 
потенційних покупців N  знає лише х  покупців. Припустимо далі, що 
для прискорення збуту продукції Б  були дані рекламні об’яви по 
радіо і телебаченню. Надалі інформація про продукцію розповсю
джується серед покупців за допомогою спілкування один з одним.

З великим ступенем достовірності можна вважати, що після ре
кламних об’яв швидкість зміни кількості знаючих про продукцію В 
пропорційна як кількості знаючих про товар покупців, так і кількості 
покупців, як і про нього ще не знали.

Якщо припустити, що час відраховується після рекламних об’яв,
N

коли про товар інформовані ~  чоловік, то приходимо до диферен

ціального рівняння з відокремлюваними змінними:

—  = -  х)
сіі

N  , пз початковими умовами х -  — , якщ о £ = 0.
У

У рівнянні коефіцієнт к — це коефіцієнт пропорційності. Рівнян
ня можна переписати в такий спосіб:

одержуємо

(їх
х ( М- х )

= к<1і,

/
(їх

х(Ы -  х)
+ С ,

або

— Г [ — 4 — ----  І = к Г (И 4 С.
Ы - х )  1
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(іп|лг| -  1п|іУ -  х\)= Иі +С;
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х
N - х

— kt + С.

Прийнявши N 0  = С19 приходимо до рівності —----- -- Ае , де
. с іу — X

А = ес\
Якщо останнє рівняння розв’язати відносно х , то дістанемо

. . ЛГ Ае™ X  п 1співвідношення х = N > Де Р = ^  •
В економічній літературі таке рівняння називають рівнянням  

логістичної кривої.
Якщо врахувати тепер початкові умови, то рівняння перепишеть

ся у вигляді

N_
У

N
~ЇЇГо , де Р = У  - 1 , або х =

N
1 + Рв-№0 ’ ‘ ' * ’ -------  1 + ( у -1 ) е -^ ‘

Зазначимо, що до аналогічного рівняння зводиться в окремому 
випадку задача про поширення технологічних новинок.

Задачі і вправи для самостійної роботи

Зінтегрувати диференціальні рівняння.
12.1. віплгсоьудх 4- совлгвіпуду = 0. 12.2. (1 4- у2)дх 4- худу  = 0. 
12.3. ху  (1 4- х 2) у' = 1 4- у2. 12.4. (1 4- у2) дх = хсіу. 12.5. у ' = х/у.
12.6. (1у = ytgxdx. 12.7. (1 4- у2)хдх  4- (1 4- х 2)ду = 0.
Знайти загальний і частинний розв’язки.

12.8. 2у'у[х = у ; х  = 4, у = 1. 12.9. (1 4- ех ) уу' = ех ; х  = 1, у = 1.

12.10. у' = у cos х; х  = 0, у = 1. 12.11.

Розв’язати диференціальні рівняння.
УУІ 1-Х2 = 1; М “ !

\

/

12.12. у'  = — + cos — . 12.13. /  = -̂ - + - .  12 .14. x ^ -  = y l n^ - .
х х  х у ах х

12.15. xdy -  (і/ + V*2 + У 2  )dx = 0 .12.16. (2х3 + З х у ^ х  + i/3cfy = 0.
12.17. (х + y)dx -  (х -  y)dy = 0. 12.18. (Зх2 + 6ху  + 3y2)dx + (2х2 +

4- 3xy)dy =  0. 12.19. xydx  4- (х2 4- y2)dy =  0. 12.20. y2dx 4- х(х -  y)dy =  0.
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Знайти частинний інтеграл за початкових умов, де вони вказані.
12.21. (х2 + 2ху  -  y2)dx + (у2 + 2ху -  x 2)dy = 0, М( 1; -1 ).

12.22. ху' = у 1 п ^ ; М(1; 1). 12.23. (у  + yjx2 + у 2 ^jdx -  xdy  = 0;М(1; 0).

12.24. х 2у' = 2ху  -  3; М (-1; 1).
Знайти загальний інтеграл, а у випадках, де задано початкові умо

ви, частинний інтеграл.

12.25. у '+ —у = Зх . 12.26. у' cos2 х  + у = tgx; х  = 0, у = 0.
х

12.27. ху' - 2 у = 2х4. 12.28. ху ' + Зу = х 2. 12.29. у' + ycosx = 
= sinxcosx; х  = 0, у = 1.

Розв’язати рівняння.
12.30. (2х + y)dx + (х + 2y)dy = 0. 12.31. (Зх2 + 6ху  -  2y2)dx + 

+ (Зх2 -  4ху -  3y2)dy = 0.
Розв’язати рівняння та знайти частинний розв’язок, якщо вказа

но початкові умови.
12.32. у" = Іпх. 12.33. у" = 1/х. 12.34. yw = х2 +3sinx. 12.35. у” -

-  у"2 = 0. 12.36. у" = у' + х. 12.37. х 2у"' = (у")2.
Розв’язати рівняння та знайти частинні розв’язки, коли задано 

початкові умови.
12.38. у" + 3у '+  2у = 0. 12.39. у '  + 4у' + 13у = 0. 12.40. yw -  5у' + 

+ 4у = 0. 12.41. у'” + Зу" -  4у' -  12у = 0. 12.42. у'" -  2у" = 0. 
Розв’язати рівняння.
12.43. у" + Зу' = 9х. 12.44. у" -  Зу' + 2у = е*. 12.45. у" -  7у' + 6у = 

= sinx. 12.46. у" + у = ctgx. 12.47. y,v + у" = х2 + х.

Відповіді до глави 12

12.1. cosх cos у = С. 12.2. х2(1 + у2) = С. 12.3. (1 + х2)(1 + у2) = Сх2.

12.4. у = tg lnC x . 12.5. у2 - х 2 = С. 12.6. ycosx  = С.

12.7. a r c tg y i  — 1п(1 + х 2) = С . 12.8. у = С е ^ ;у  = е^~2. 12.9. у2 - 1  = 
2

+1
= 21п-------- . 1 2 .1 0 . у = СеВІПХ, у = е*хпх. 1 2 .1 1 . у = arcsin * + С;

в +1

у = arcsin je. 12.12. у = jc(2 arctg Cjc + ^  + n(2n -1 )); y = jc(^  + 7m).
Z Z
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12.13. у = ±х^21п\х\+С.  12.14. у = хеСх+1. 12.15. Сх2 = у + yjx2 + у 

12.16. 2хг + у 2 = C-Jx2 + у 2 . 12.17. arctg ^  = In yjx2 + у 2 + С .

12.18. З*4 + 8х3у + 6х2у 2 = С. 12.19. у2(2х2 + у 2) = С2. 12.20. у = Се

2

12.21. х  + у = 0.12.22. і/ = хе1' 1. 12.23. 1/ = - 1 J. 1Z.Z4. у

у = 2х2 + ~.  12.25. і/ = -  + * 2. 12.26. у = t g x  -  1 + в"**'.
JC JC

12.27. у = х 4 + С,дг2. 12.28. у = - х 5 + 12.29. «/ = 2g-sinx + s i n * -  1.
5 х

12.30. х 2 + ху + у 2 = С. 12.31. х 3 + 3х 2у -  2х у 2 -  у 3 =С.

12.32. у = - у  [In ж - 1 ] + С,х + С ,. 12.33. у = ж2 In V* + С,*2 + С2х  + С3.

у 6 с с
12.34. у = ----+ 3 sin х  + —  ж3 + - 2 -  х 2 + С3х + С4. 12.35. у = - х  1п(х +

360 6 2
т d,Z

+ Cj) + 1п(лг + Cj) + С2х  + С3. Покласти у -  z . Тоді у -  — .

2 2

12 .36 . у = С1ех +С2 - х - — . 1 2 .37 . у = С1- — + С2х  + С3 - С 12(х +
А А

+ Cj)ln І х + Cj 1. 1 2 .3 8 . у = Се~* + Cj«'2* . 1 2 .3 9 . у = e"2l(Ccos3x + 

+ С, sin З х ) . 12.40. у = + С2е~х + С3е2х + С4е~2х. 12.41. у = С,е-Зх +

+ С2егх + С3е~2х. 1 2 .4 2 . у = С, + С2х  + С3<?2х. 1 2 .4 3 . у = С, + С ^ -3».

12.44. у = Схе2х + (С2 -  х)ех. 12.45. |/ = ^ ( 5 х  + 7 cos ж) + С,ех + С2евх.

12.46. у = С, cos ж + С2 sin ж + s in x co sx  + Sm* • In
А 

X2
12.47. у = Cj + C2jc + С3 cosx + С4 s in х + — (х + 2х -1 2 ).

cos х - 1
C O S  JC +  1

- C O S  J t .

л| x
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Глава 13. Кратні інтеграли

§ 1. Подвійний інтеграл

Задача про об’єм циліндричного бруса. Нехай потрібно знайти 
об’єм тіла В , обмеженого поверхнями z -  0, z = fix, у) та цилін
дричною поверхнею з твірними, паралельними осі Oz, напрямними 
яких є межа І області А , в як ій  неперервна й додатна функція 
^ = fix, у) (рис. 93).

За допомогою сітки кусково-гладких кривих область А  розбиває
мо на скінченне число частин AAk(k = 1, 2, . ..,л )  з площинами AFk 
(розбиття 5k ); нехай Хп — найбільший з діаметрів областей Ак, які 
одержуються при розбитті 6Л. Під діаметром області тут і далі 
розумітимемо найбільшу відстань між граничними точками цієї об
ласті. Побудуємо циліндричні поверхні, напрямними яких є лінії 
поділу області А; при цьому твірні паралельні осі аплікат. Так цилін
дричні поверхні розбивають циліндричний брус В на п елементар
них частин АВк. Замінимо кожний з елементів ABlt..., АВп цилін
дром з плоскими основами, паралельними площині Оху . Висота 
циліндра дорівнює одній з аплікат відповідного елемента нижньої осно
ви циліндра. Об’єм k-то циліндра дорівнюватиме f(Nk)AFk, де N k — 
довільна фіксована точка ААк . Сума об’ємів таких циліндрів визна
чить об’єм ступінчастого тіла:

А=1

Під об’ємом циліндричного бруса В розумітимемо границю суми 
об’ємів циліндрів оп при Хп —» 0:

п
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V  = l i m £ ^ * K  = J j f(M )d F ,
п~* *=1 А

де Хп = maxd*, dk = diam AAk (k = 1, 2 ,..., л ).
1<Л<Л

Границі такого роду називають подвійними інтегралами і позна
чають так, як показано в правій частині рівності.

Визначення подвійного інтеграла, його елементарні властивості 
й обчислення в декартових прямокутних координатах. Нехай А  — 
обмежена область площини х, у з кусково-гладкою межею, а функція 
f(x,y)  визначена й обмежена на А. За допомогою сітки кусково-глад
ких кривих область А  розбиваємо на скінченне число частин 
AAk(k = 1, 2 , . . . ,л) з площами AFk (розбиття 8п ); нехай \ п — найбіль
ший з діаметрів областей ААк, які одержуються при розбитті 8п . В 
кожній з областей вибирається довільна точка N k(xk,yk)(рис. 94).

п

Число оп = ^ i/*)AFa ставиться у відповідність кожному розбит
ні

тю 8п і називається інтегральною сумою розбиття 5Л.
Якщо існує границя послідовності інтегральних сум оп при Хп -» 0 , 

що не залежить від способу розбиття області А  на елементарні підоб- 
ласті ААк і від вибору точок N k(xk,yk)e  ААк , то вона називається
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подвійним інтегралом від функції /(х, у) по області А і позначаєть

ся через | | / ( х ,  у)йх(іу.
А

Отже,
Рис. 94

JJ /(* , y)dxdy = lim ]Г f(xk, ук )AFk,
А " *=1

де Хп = max dk, dk = diam AAk (k -  1, 2, 3 , n ) .

Нехай спочатку потрібно обчислити подвійний інтеграл JJ /(х , y)dxdy, 
де А — прямокутник: А

А  = {(х,у) : а < х < Ь, с < у < d}.
Припустимо, що f(x,y)  неперервна, а отже, й інтегровна в цьому 

прямокутнику та набуває в ньому невід’ємних значень.
Тоді з урахуванням формули (ЗО) гл. 9

F  = JS (*)d* ,
а

де S(x) — площа перерізу тіла площиною, перпендикулярною до осі 
Ох, що проходить через точку х (рис. 95); V  — об’єм тіла з основою 

А, обмежений зверху поверхнею z = /(х , у) , а з боків — площинами 
х = а, х = Ьу у = Су у = d.

Оскільки цей переріз є криволінійною трапецією, обмеженою зверху 
графіком функції z = f(x,y)  (х — фіксоване), с < у < d , то маємо

d

S(x ) = J  f(x,y)dy.



Отже, остаточно
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Ь d

JJ f(x, y)dxdy = J d x j  f(x, y)dy.
A a c

Формула, звичайно, зберігається і у випадку, коли функція f(x, у) 
в А  знакозмінна.

Обчислення подвійного інтеграла зводиться до обчислення по

вторних ін теграл ів : якщ о А  = {(х, у) \а < х < Ь, ух(х) < у < у2(х) } 
(рис. 96), тоді

ь у2(х)
Я я* , y)dxdy = j d x  j  f(x, y)dy, (1)
A a y , ( x )

тобто подвійний інтеграл може бути обчислений в результаті двох 
послідовно проведених простих інтегрувань. Причому спочатку об
числюється внутрішній інтеграл за змінною у (х — параметр), а одер
жаний результат інтегрується за х.

Аналогічна формула має місце, якщо область А  = {(jc, у) \хх(у) < х <

< х<  х2(у), с < у < d } (рис. 97):
d х2( у )

Яя* , y)dxdy = jd y  J f (x , y)dx.
A c x^y )

(2)
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У А

О а Ь
Рис. 96

Отже, обчислення подвійного інтеграла зводиться до обчислення 
відповідного повторного інтеграла (1) або (2).

П риклад 1. Обчислити інтеграл | | ( 6 х 2у + 8хуг)сІх(іу, поширений
А

на прямокутник А: 1 < х < 2; 3 < у < 4.
Цей інтеграл дорівнює

4 2
Ц  (6 х 2у + 8 х у г)сІх<1у = І  гіі/| (6 х 2у + 8 ху*)сІх.
А  З  1

Для функції 6х у + 8ху  , яка  розглядається як функція від х  при 
ПОСТІЙНОМУ у у первісною буде функція 2 х гу + 4 х 2у 3. Тому
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2

|  (б х 2у + 8 х у 3)сІх = (2 х 3у  + 4* У ) £ | =  14 у +12 у 3 
1

і наш подвійний інтеграл
4

|  (14у + 12у3)(1у = (7у2 + Зу4) |^ =  574.
З

Ми інтегрували спочатку за х, а потім — за у, тобто користували
ся формулою (2). Проте можна було б інтегрувати спочатку за у, а 
потім за х , тобто використати формулу (1). У цьому випадку

і. <* £. »  £.

^dx^(fix2y + 8x y 3)dy = J (3х 2у 2 + 2х у 4) dx  = | ( 21х2 + 350x)dx = 574^
1 3  1 3 1

тобто отримуємо той самий результат.
Приклад 2. Розставити межі інтегрування двома способами й

обчислити подвійний інтеграл І  = JJsin  ydxdy9 якщ о область інте-
А

грування обмежена лініями у = 2х, 2у = х, х  = п (рис. 98).

Рис. 98
Для обчислення заданого інтеграла скористаємося формулою (1)

п 2 х  п

І  = Ц  sin ydxdy  = JdxJ  sin ydy =J ( -  cos y) dx  =

2
2
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=  | cos —  - c o s 2 jc
Л ( 

dx  =
V

0 . x  1 . 02 s in ------- sin 2x
2 2

= 2 sin — = 2. 
2

Якщо для обчислення даного інтеграла скористатися формулою (2),

то х  = — і х = 2у при 0 < у < —, х = к і х = — при ^  < у < 2 к . Отже, 
2 ? 2 2 

область А  треба розбити на дві області, після чого маємо
2  2  у  2  я  я  2  2 у

Цвіпі/гідкіг/ = j d y  j  б і т і  у dx -\-jdyjsinydx  = |  віп і/(лг) у dy +
А 0  у  я  у  0  2

2 2 2

2я
J ( * ) sin ydy = } { 2У ~ 2  sinVdy + - 1 ")sin і/d l/=

З  о 1  2Я 2Я
= -  J у  sin ydy -  -  J у sin ydy  + n Jsin ydy =

=  - ji( cos y) ,  + | J V  sin j /d i / - і  j y  sill ydy

Останній інтеграл проінтегруємо за частинами и = у; dV = sin ydy; 
da  = da; F  = -  cos у. Тому

я я
З ^ з 2 ^

JJ sin i/dxdi/ = - п  -  -  (і/ c o s  у) +  -  J cos ydy + - (yco sy )
2 0 2Jo 2

і 2г З 1----COS ydy = -7 Г  +  — +  7Г + — = 2,
9 j  *  *  9 9

тобто ми дістали той самий результат, що й раніше.

Приклад 3. Обчислити подвійний інтеграл /  = | |  ̂ fxydxdy , якщо
А

область А  обмежена кривими у = х 2, у = 2 -  х2, х  = 0.
Область інтегрування зображено на рис. 99. Для обчислення за

даного інтеграла, як бачимо з попереднього прикладу, краще скори
статися формулою (1):
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1  2 - х 2 ( 2 \
У
2

V /
JJ -Jxydxdy = jd x  j  yfxydy = j-Jx
A O x 2 o

= j { j x 2 - 2  x2y[x)dx =

2-х 2 1 Г
dx = J —— ^ 2 - x 2)2 - x* \ d x  =

1 4 I ^
- x 2 - - x 2 
3 7

J

16
21 '

e  1

Приклад 4. Змініть порядок інтегрування. /  = Jdx J /(x ,
1 I n x

Спочатку побудуємо область інтегрування А. Визначимо криві, 
якими обмежена ця область: х = 1, у = 1, у = In х або х = еу (рис. 100).

Межі інтегрування вибираємо за змінною у> для цього спроектуємо 
область А на відрізок [1 ,0 ] осі Оу. Абсциса х у цих межах змінюєть
ся від 1 до х = еу. Отже, змінивши порядок інтегрування, матимемо

* і 1 є»
j d x  J /(* , y)dy = J dy J /(x , y)dx.
1 l n x  0  1

Приклад 5. Змініть порядок інтегрування.

- 1  у І2 -х 2 0  х 2

I = j d x  j f (x,y)dy + j dx j f (x , y )dy .
-J~ 2  0  - 1 0
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Побудуємо область інтегрування А, яка  обмежена кривими 
у = у/ 2 - х 2, у = х 2 та віссю Ох (рис. 101). Межі інтегрування виби
раємо за змінною у. Спроектуємо область А на відрізок [0; 1] осі Оу,

на я к о м у  х  зм ін ю єт ь с я  від  -  ^ 2 -  у 2 до -  у[у . О тж е,
1 -'[у

1 = 1<іу \нх,у)<1х.
о - & 7

Приклад 6. Змінити порядок інтегрування й обчислити подвійний 
інтеграл

1 2 х  З 3 - х

І  = 1<іхІ(х2 + у)<іу +1 сіх | ( х 2 + у)<іу.
0 0 1 0

Побудуємо область інтегрування А , яка  обмежена кривими 
у = 2х, у = 3 - х  та віссю Ох (рис. 102). Спроектуємо область А  на
відрізок [0; 2] осі Оу, на якому х  змінюється від ^  до 3 -  у.

Отже,

- \
(З - уГ

З

2  3 - у  2

І  = | ( х 2 + у)<1х = І
о у о

2

^ -  + 3 у - у 2 - У -  
24 * * 2

(іу =

\

У

х = 3 - у

(З - у /  У* і 3 2 

12 96 2
51 
6 '
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§ 2. Деякі застосування подвійних інтегралів

Об’єм тіла. Раніше (§ 1) було розглянуто задачу про об’єм цилін
дричного тіла. Здобуту формулу

M J / ( *  ,y )dxdxy  (3)
А

застосовують до обчислення об’єму циліндричного тіла, твірні якого 
паралельні осі Oz і яке обмежене знизу областю А  площини Оху> а 
зверху — поверхнею 2 = f{x,y)>  0 ,  де функція f{x9y) неперервна в 
області А (рис. 103).

П риклад 1. Обчислити об’єм тіла, обмеженого поверхнями 
г -  х 2 + у 2 9 г -  0, у = 1, у = 2х і у = 6 -  х. Задане тіло обмежене звер
ху частиною параболоїда обертання г = х 2 + у 2, а знизу — частиною 
площини Оху , вміщеною між прямими у = 1, у = 2ху у -  6 - х .

За формулою (3)

V  = | | ( л : 2 + y2)dxdy.
А

Розставляючи межі інтегрування в подвійному інтегралі, дістаємо

V = j d y  J {я^+у2) d x = \ j ^  + x if j
ь-у

dy =
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- 1 З " v ' 24 2
dy = 78 15

32

П лощ а плоскої фігури. Якщо f(x, у) = 1, (х, у) є А , то циліндрич
не тіло, об’єм якого обчислюється за формулою (3), перетворюється в 
прямий циліндр з висотою, яка  дорівнює 1. Об’єм такого циліндра 
чисельно дорівнює площі його основи:

РА = Я  <іх<іу. (4)
А

Приклад 2. Обчислити площу області А,  обмежену лініями ху = 4 
і х  + у = 5 .

Область являє собою фігуру, обмежену знизу гіперболою ху  = 4, 
зверху — прямою у = 5 - х .  Розв’язуючи сумісно рівняння гіпербо
ли й прямої, знаходимо точки їх перетину: М 1( 1; 4), М 2(4; 1). Маємо

4  5 - х  4 /

F = J J dxdy  = Jcte Jdy  = JJ 5 -  дг
A 1 1 1 ^

x

- V *  = - ( l5 - 1 6 1 n 2 ) .
x )  2 '  '

§ 3. Потрійний інтеграл

Потрійний інтеграл та його обчислення в декартових прямокут
них координатах. Нехай задана обмежена просторова область Б , межа 
якої є кусково-гладкою поверхнею. Припустимо, що функція f (x9 у у z) 
визначена й обмежена в області. За допомогою вибору сітки куско
во-гладких поверхонь будується деяке розбиття області Б  на скінченне 
число частин ABk (k = 1, 2, ...,л ) з об’ємами АтЛ.

Потрійним інтегралом від неперервної функції f ( x ,y9z) по об
меженій замкненій просторовій області Б  називається границя по
слідовності відповідних інтегральних сум при прямуванні до нуля 
найбільшого з діаметрів dk областей ABk, якщо ця границя не зале
жить від способу розбиття Б  на підобласті ABk і вибору проміжних 
точок N k:

\\ \ f{x ,y ,z )dxdydz  = lim £ / ( * * ,  у*, 2 *)Дт*, (5)
в *=і

де N k(xk,y k, zk) є АВк9 X = т а x d k; dk = diam ABk (k = 1, . . .9n).
Властивості потрійних інтегралів аналогічні властивостям по

двійних інтегралів.
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Нехай В — циліндричне тіло, проекція якого на площину ху  є 
областю А й яке обмежене знизу поверхнею г -  2 х(х ,у ) , а зверху — 
2  = г2(х,у) (рис. 104), тоді

г2{х,у)

Ш н ,  у у z)dxdydz = I I  dxdy  |  f ( x , y9 z)dz. (6)
В А zx( x , y )

Інтегруванням no z потрійний інтеграл зводиться до подвійного 

інтеграла з області А.  Якщо область А  = {(х,у)\а < х < Ь, ух(х) < у <

^ У2(х) } = {(*» У)\с ^ У < d, х ^у )  < х  < х2(у) }, то

ь У2(х) z2(x,y)JJ| f(x, у, z)dxdydz = j d x  j d y  j  f(x, y, z)dz =
В a y j x )  2, ( x . y )

d x2(y) z2(x,y)

= j d y  J dx  J f(x,y,z)dz.  (7)
c  xx(y) zx(x,y)

Приклад 1. Обчислити | | |  (x + у + z)dxdydzy якщо область В обме-
в

жена площинами х + і/ + z = 1, х = 0, у = 0, 2  = 0.
Маємо
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- W
f

0 <

1 1- х 1 - х—у

Я І«**»  + z)dxdydz = jd x  jdy  J (x + z/ + 2 )dz =
В 0 0 0

( х  + у ) - ( х  + і/)2 + (1 ~ * ~ у) 
z

xz + yz + — 
* 2

г - 1 - х - у

dy = J dx j dy =

-S
(x + y)2 (x + y f  (1 -x -y )*~ l '-xdx =

- I
1 х 2 х 3 ( 1 -х ) 31 1 і

__ -V _ £!. + £ і . (1 -Х )М
6 2 3 6 6

V
6 12" 24

У

= I _ I  — _L = I
~ 6  6  1 2  2 4  ~  8 '

П риклад 2. Обчислити інтеграл І  = j j jzdxdydz ,  поширений на 

півкулю радіуса і? (г > 0). в
О бласть А  є кругом  х 2 + у 2 < Я2, тому а = -Я, Ь = Я, у,(х) =

= - у!Я 2 -  х 2, у2(х) = у]Я2 - х 2. Апліката нижньої і верхньої границі 
півкулі буде гх(х, у) = 0, г2(х, у) = -у/Я2 - х 2 -  у 2. За формулою (7) зна
ходимо

я  V F F  V«2-*2-»2 Я  Л г - х 2 2  2  2

/  = J dx j d y  J zdz = j d x  J -------^ — —  dy =
-Я -Vä^T2 0

Л  j (R2 ~ x2)y -

-« -VF-*2
Va2-*2 „ я з

dx = — j ( R 2 - x 2)2dx =
-V F F  3 -д

R
— x(R2 - x 2)2 + - R 2x(R2 - x 2)2 + - R *  arcsin — 
4 8 8 R

kR 4

Приклад 3. Обчислити інтеграл j j j z e xd x , якщо область обмежена
в

поверхнями X = 1, х = 2, у 2 + г2 = 1, г = 0 (г > 0).
За формулою (6) маємо

^ 7  2 1
j j jz e xdxdydz = j j e xdxdy jzd z  = — |ехгідс|(1 - у 2^ у  =

= ^ ( е 2 - е 1) j ( l - y 2)dy = ^ ( е 2 -е )
. 3  'N

у - :
- і
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Задані і вправи для самостійної роботи

13.1. Використовуючи визначення подвійного інтеграла, довести 
справедливість його властивостей:

а) лінійності: j j \ f ( x ,у) ± g(x,y)]dxdy = J J f{x,y)dxdy ±jjg(x,y)dxdy;
A A A

J J cf(x, y)dxdy = cJ J f(x, y)dxdy (c є R);
A A

б) адитивності: J J /(* , y)dxdy = J J f(x, y)dxdy + JJ/(x , y)dxdy, якщ о
A = Al u A i . a  A, A,

Обчислити повторні інтеграли.
2  4  1 у[2у ,  2 л  а

13.2. + y 2)dy. 13.3. J с̂ і/ J  —------ - .  13.4. Jrfcpjr 2 s in2 <pdr.
0 0  о у x  + У  0 0
2  I n y  1 x

13.5. j d y  j e xdx. 13.6. j d x j y x d y .
1 0  O x 2

Написати рівняння кривих, як і обмежують області інтегрування
даних повторних інтегралів, і побудувати ці області.

2

0 1 з  - х+л/ з  2 h x -x 2
13.7. Jd x  J f (x ,y)dy. 13.8. J dx j f (x ,y)dy.  13.9. j d x  j f (x ,y )dy .

-1 — V 1-х“ 0 Vl-x- 1 2~x
2 J _  V 4 - x 2 2  6 - х

13.10. J d x r* J f(x,y)dy.  13.11. j d x  j f (x ,y )dy .
0  0  0  2 x

0 y2

13.12. j dy j f (*,y)dx.
- 1  - 1 - 2 у

Звести подвійний інтеграл j j  f (x,y)dxdy  до повторного двома
способами. А

13.13. А  — трикутник зі сторонами х = 0, у = 0, х  + у = 3.
13.14. А  — круг х 2 + у 2 < 2у.
13.15. А  — трикутник зі сторонами у = х 9 у = 2х, х + у = 4.
13.16. А  — паралелограм  зі сторонами у = 2х, у = х + 4, у = 

= - 2 х  + 1, z/ =  - 2 л: + 6 .
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13.17. А — область, обмежена кривими у = Зле2, у = 6 -  Зле. 
Змінити порядок інтегрування в таких повторних інтегралах.

1 1  € 1

13.18. J d x  ^ f(x ,y)dy + \ d x ^ f ( x , y ) d y .
0  1 - х 2 1 In  x

1 yfx 2 уі2 - х

13.19. j d x j f ( x , y ) d y  + j d x  j f (x ,y )dy .
0 0 1 0
1 'ify 2 2-у

13.20. \ d y  J f(x, y)dx  + J dy J /(* , y)dx.
0 0 1 0___
1 у Л  УІ2-У2

13.21. Jd i/J /'(x ,i/)d x +  Jd y  j f (x ,y )dx .
0 0 1 0

Обчислити подвійні інтеграли.

13.22. j j ( x 2 + y 2)dxdy, якщ о A  — паралелограм зі сторонами
А

у = х, у = х + а, у = а, у = За.

13.23. j j x y d x d y , якщо А — область, обмежена кривою у = sin х і
А

відрізком 0 < X < к.

13.24. JJ Xyfydxdy, якщ о А — область, обмежена двома парабола-
А

ми у = л:2, у = -л:2 + 1.
Обчислити подвійним інтегруванням площі областей.
13.25. Області обмеженої кривими у = 5лс, у = х, х = 1.
13.26. Області обмеженої лініями у = уїх, у = 2у[х, х  = 4. 
Обчислити подвійним інтегруванням об’єми тіл, обмежених да

ними поверхнями (параметри, як і входять в умови задач, вважаємо 
додатними):

1 3 .2 7 . П лощ и н ам и  у = 0, z -  0, Зл: + у = 6, Зл: + 2у = 12, х + у + 
+ 2 =  6 .

13.28. Циліндрами у = Vjc, у = 24х  і площинами 2  = 0, х + z -  6.
* 213.29. Циліндром —  + у 2 = 1 і площинами г -  12 -  Зле -  4г/, 2  = 1.
4

Р о зс т а в и т и  м еж і ін т е г р у в а н н я  в п о тр ій н о м у  ін т е гр а л і

І  я * .»  9z)dxdydz для областей В. 
в

13.30. Область В — тетраедр, обмежений площинами х  + 2у + 
+ 32 = 6, 2  = 0, у = 0, х = 0.
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13.31. Область В обмежена поверхнями х 2 + у 2 = г> z -  4.
jc2

13.32. Область В обмежена поверхнями —  + г/2 =1, 2 = 12 - Зд:-
4

-4г/, 2  = 1.
13.33. Область В обмежена параболоїдами z = х 2 + у 2, z = 2х2 + 2у 2, 

циліндром у = х 2 і площиною у = х.
Обчислити інтеграли.

a b c  2 3  х xv

13.34. j d x j d y j x 3yzdz. 13.35. j d x j d y j z d z .
0 0 0 0 0 0
а  х 2 у а  -Іах  2 ( а - х )

13.36. j d x j d y j x y z d z .  13.37. |гіх |і/< 2і/ |<2г.
0  0  0  0  0  а - х

У задачах обчислити потрійним інтегруванням об’єми тіл, обме
жених даними поверхнями.

13.38. Площинами х = 0, у = 0, г = 0, 6х + 4у + Зг = 12.
13.39. Вирізаним з кулі х 2 + у 2 + г2 < 36 циліндром х 2 + у 2 < 9.

Відповіді до глави 13

152 па2
13.2. — . 13.4. —

З З
!3 .5 . 13.6.

13.7. у = —л/1 -  х 2 ; г/ = 1; х = -1; х = 0.

13.8. х + у = >/3; і/ = уі 1 - х 2', х  = — ; х  = 0.
_______  З

13.9. у = 2 - х; у = уі2х  -  х 2.

13.10. у = -1= уі4 - х2; х = 0;у = 0.
V 2

13.11. у = 6 -  х; у = 2х; х  = 0.
13.12. х = у 2; х  = -1  -  2у; у  = 0; у = -1.

З 3 - х  З з - у

13.13. Jdx J /(x ,i/)d i/ = j d y  J f ( x ,y)dx .
0 0 0 0

1 1 + л / і - х 2 2  J 2 y - y 2

13.14. Jd x  f/(x , t/)dy = Jdÿ  J/(x ,i/)dx .
- 1 1 - J l - x 2 0 - y j 2 y - y 2
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4

3  2 х 2  4 - х 2 У

13.15. р *  ^ ( х , у )й у  + 1^х,у)йу  = ^1 / |/(х,г/)£?х +
О х  4 х  О У

3 2
-  I  ^
3  4 _ У 4 х + 4  3  х  +  4

\<1у ]Нх,у)йх.  13.16. ]ёх  \Пх,у)ёу + \ ё х  \Пх,у)ёу
2 У

2
- 1  - 2 х + 1 1  2 х  

4

У
3 2

1 4  в - у

3 .  2_

^ ( х , у ) ё у  = Д у  | / ( х , 1/)сгх+ |/ ( х ,  у)с*х.
2  2 х

3
1 1-у
2 2

3  у - 4

й »-У 
12 3

1 3 . 1 7 .  |< * х  | / ( х , г / М £ /  =  | / ( х , г / ) £ / х +  |с?1 / | / ( х , у ) ^ х .

- 2  З х 2 О _  | 7  3

УЗ 1
1 г" 1 2-у2

1 3 . 1 8 .  \ ё у  \Пх,у)ёх.  1 3 . 1 9 .  \ ё у  ^ {х ,у )ёх .
0 -Д-У
1 2 - х

0 у2
1 Д-х2

13.20. \ ё х  \Пх,у)<1у. 13.21. Jdx _[/(*, 13.22. 14а4.
О х 8 0 0
_ 2  -* л

13.23. — . 13.24. -----т=. 13.25. 2. 13.26. — . 13.27. 12.
2 15л/2 3

в - х  1 ,

13.28. ^ > /6 .1 3 .2 9 .  22л. 13.30. \ ё х  ^ (х ,у , г )йг .
- ( в - х - 2  у)

Л ^ 2 17Г7
2  2  1 2 - З х - 4 у

13.31. |сД/ ^ ( х 9у 9г)йг. 13.32. |<2г/ j f ( x 9y tz)dz.
-2 х* +У2 -2 _1ЛГ7 1
1 х  2 х а + 2  у 1 ^

13.33. |^ х ^ г /  ^ ( Х , у , 2 ) ё г .  13.34. —  а*Ь2с \

а 10 а 4
13.35. 48. 13.36. — . 13.37. — .

80 12
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