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Розділ 1 
 

НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 
 

1.1. Первісна та невизначений інтеграл 
 

Означення та основні властивості 
 

      Функція  xF  називається первісною від функції  xf  на  ba; , якщо у 

всіх точках цього відрізку виконується рівність 
   xfxF  . 

      Якщо функція  xF  є первісною для функції  xf , то функція   CxF   

також є первісною для  xf . 

      Якщо функція  xF  є первісною для функції  xf , то вираз   CxF   на-

зивається невизначеним інтегралом від функції  xf : 

    CxFdxxf  . 

1.     xfdxxf 


  

2.     dxxfdxxfd   

3.     CxFxdF   

4.           dxxgdxxfdxxgxf  

5.      dxxfadxxfa  

6. Якщо     CxFdxxf  , то      CxkF
k

dxxkf  1 ; 

                                                               CbxFdxbxf  ; 

                                                                CbxkF
k

dxbxkf  1  
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Таблиця інтегралів 
 

1. C
n
xdxx

n
n 






 1

1

  ,  1n                        C
n

bkx
k

dxbkx
n

n 






 1
1 1

 

2. Cx
x

dx
 2                                       Cbkx

kbkx
dx




2  

3. Cx
x

dxdxx    ln1                     Cbkx
kbkx

dx


 ln1  

4. C
p

xarctg
ppx

dx



1

2   0p       C
p

kxarctg
pkpkx

dx



1

2  

5. C
px
px

ppx
dx






 ln

2
1

2             
 

C
pkx
pkx

pkpkx
dx








 ln
2
1

2  

6. C
px
px

pxp
dx






 ln

2
1

2             
 

C
pkx
pkx

pkkxp
dx








 ln
2
1

2  

7. Cpxx
px

dx


 2
2

ln           
 

  Cpkxkx
kpkx

dx



 2

2
ln1  

8. C
p

x
xp

dx


 arcsin
2

                   
 

C
p

kx
kkxp

dx



 arcsin1

2
 

9. C
a

adxa
x

x  ln
                                   C

a
a

k
dxa

bkx
bkx 


 ln

1  

10. Cedxe xx                                     Ce
k

dxe bkxbkx   1  

11. Cxdxx  cossin                             Cbkx
k

dxbkx  cos1sin  

12. Cxdxx  sincos                               Cbkx
k

dxbkx  sin1cos  

13. Cxdxxtg  cosln                         Cbkx
k

dxbkxtg  cosln1  

14. Cxdxxctg  sinln                          Cbkx
k

dxbkxctg  sinln1  

15. Cxtg
x

dx
 2

ln
sin

                           Cbkxtg
kbkx

dx





 2
ln1

sin
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16. Cxtg
x

dx







  42

ln
cos

                 Cbkxtg
kbkx

dx







 




 42
ln1

cos
  

17. Cxctg
x

dx
 2sin

                             Cbkxctg
kbkx

dx



1

sin2  

18. Cxtg
x

dx
 2cos

                                 Cbkxtg
kbkx

dx



1

cos 2  

  

 
1.2. Методи інтегрування 

 
Інтегрування методом заміни змінної 

 

     
         












  dttfdtttf
dttdx

xttx
dxxf 1




 

     CxFCtF  11  

      
         CxFCtFdttf

dtdxx
tx

dxxxf 











  



  

dxx          →   tx 2  

dxx n        →   tx n 1  

dxxsin     →   tx cos  

dxxcos    →   tx sin  

dxe xk       →   te xk   

dxa x         →   ta x   

x
dx          →   txa log , tx ln  

nx
dx        →   t

x n 1

1  

x
dx          →   tx   

21 x
dx


  →   tx arcsin , tx arccos  

21 x
dx


     →   txarctg  , txarcctg   

x
dx

2cos
     →   txtg   

x
dx

2sin
     →   txctg   
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Інтегрування частинами 
 

  duvvudvu  

І. 
 



































dv

dx
ae
kx
kx

u

xP
x
x

xkx
n

n

,
cos
sin

     

 

       dx
kx

x
 2cos

                                                dx
kx

x
 2sin

 

        u = x,  kx
dxdv 2cos                                u = x ,  kx

dxdv 2sin  

 

 

ІІ. dxxx n
a

s log ,  1s                   dxkxxn arcsin                   dxkxarctgxn  

            └──┘                                           └────┘                            └────┘ 
                u                                                      u                                           u 
 

 
ІІІ. Циклічні інтеграли 
 

       

















dv

dx
a
e

u

kx
kx

x

kx

cos
sin

                    
xu

dxx

a

a

logsin
logsin


                      

xu
dxx

a

a

logcos
logcos


  

 

                    dx
u

bax 
2                                    bax

dxx
2

2

 

                                                                           
bax

dxxdvxu



2

;   
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Корисні формули 
 

Cbx
bx

dxx


 2
2 ln

2
1                            Cbkx

kbkx
dxx


 2

2 ln
2
1  

Cbx
bx

dxx


 2
2

                               Cbkx
kbkx

dxx


 2
2

1  

Cxb
xb

dxx


 2
2

                            Ckxb
kkxb

dxx


 2
2

1  

 
    Cxf
xf
dxxf




 ln  

 
    Cxf
xf
dxxf




 2  

C
p

xpxpxdxxp  arcsin
22

22  

Cpxxppxxdxpx  222 ln
22

 

Cpxxppxxdxpx  222 ln
22

 

 
 
 
 

1.3. Інтегрування дробово-раціональних функцій 
 
 

Дробово-раціональна функція(ДРФ)=
поліном
поліном  

степінь числівника  <   степінь  знаменника      —     правильна ДРФ 
степінь числівника  ≥   степінь  знаменника      —     неправильна ДРФ 
               неправильна ДРФ =поліном  +  правильна ДРФ 
               правильна ДРФ = сума найпростіших дробів 
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Найпростіші (елементарні) дроби 

I тип        
ax

A


                                           II тип      nax
A


 

 III тип     
cbxax

BAx



2                                 IV тип      ncbxax

BAx



2

 

                  042  acbD                                         042  acbD  

Розкладання ДРФ на найпростіші дроби 
 

множник                              відповідні найпростіші 
знаменника                          дроби 

 1ax                                   
ax

A


 

 nax                                      ax
A

ax
A

ax
A

n
n

n
n







 
 1

1
1   

 12 cbxax                       
cbxax

BAx



2  

 ncbxax 2                          cbxax
BxA

cbxax

BxA

cbxax

BxA
n

nn
n

nn
















2

11
12

11

2
  

 

 
 

Інтегрування найпростіших дробів І та ІІ типу 
 

CaxA
ax

dxA


 ln  

     
C

axn
A

ax
dxA

nn 



  11
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Інтегрування найпростіших дробів ІІІ та IV типу 
 

dx
cbxax

BAx
 


2 = 

  =










 

a
cx

a
bxacbxax 22



























a
c

a
b

a
b

a
bxxa

22
2

222
2 = 

  =




































 


q

a
b

a
c

a
bxa 2

22

42
  ;  



 dtdxt

a
bx ,
2



 dt

qt
tA

a 2
1   

    C
q
tarctg

qa
qt

a
A

qt
dt

aqt
dtt

a
Adt

qt
tA

a











   2
222 ln

2
1  

                                                                                       (якщо 0D  , то 0q ) 

 
 

  dx
cbxax

BAx
n 


2 






  t

a
bx
2   




  dt

qt
tA

a nn 2

1   

    





 nnnn qt

dt
a

zt

qt
dtt

a
A

2

2

2




 заміна

 

 

Рекурентна формула 
 

          









12122 12

32
12 nnn qt

td
nq

n
qtnq

t
qt
td  
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1.4. Інтегрування деяких тригонометричних функцій 
 

 

 dxbxaxsinsin  ,  dxbxaxcossin  ,  dxbxaxcoscos  

 Застосовуються формули 

                    bxaxbxaxbxax  coscos
2
1sinsin ; 

                     bxaxbxaxbxax  coscos
2
1coscos ; 

                     bxaxbxaxbxax  sinsin
2
1cossin . 

 
Функції, непарні відносно xsin  або xcos  
 

  dxxn 12sin  ,         dxxfxn cossin 12             

Виконується перетворення   nnn xxxxx 2212 cos1sinsinsinsin     

та заміна змінної                   dtdxxtx  sin,cos . 

 
 

  dxxn 12cos  ,    dxxfxn sincos 12   

Виконується перетворення   nnn xxxxx 2212 sin1coscoscoscos    

та заміна змінної                   dtdxxtx  cos,sin  

 

 

 dxxn2sin  ,  dxxm2cos  ,  dxxx mn 22 cossin  

Застосовуються формули 

             
2

2cos1cos 2 xx 
    ;    

2
2cos1sin 2 xx 

    ;    
2
2sincossin xxx   



11 

 
Функції, парні відносно xsin  та xcos : 

  dxxtgf  ,   dxxсtgf  , 

дробові функції від xn2sin  , xm2cos  , xx cossin . 

     Заміна               txtg  , 21 t
tdxd


        або              txсtg   , 21 t

tdxd


  

                                2

2
2

1
sin

t
tx


                                      2
2

1
1sin
t

x


  

                                2
2

1
1cos
t

x


                                      2

2
2

1
cos

t
tx


  

                                21
cossin

t
txx


                               21
cossin

t
txx


  

 
 

Універсальна тригонометрична підстановка 
 

 

                 txtg 
2

, 21
2

t
tdxd


                 

                 21
2sin

t
tx


  ; 

                 2

2

1
1cos

t
tx




  

    Типові задачі:   cxbxa
dx

sincos
 ,   x

dx
n 12sin
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1.5. Інтегрування деяких ірраціональних функцій 
 

Функції, які містять корені лінійної або 
дробово-лінійної функції 

 

 

     dxbaxbaxxf n lm k  ,,,  або     dxbaxbaxxf n
l

m
k

 





  ,,,  

 
 ,,... nmКОНs   

заміна   stbax  , 

              
a

btx
s 

 , 

              
a

dttsdx
s 1

  

 

 

dx
ecx
bax

ecx
baxxf n

l
m

k

 
































 ,,,  або dx

ecx
bax

ecx
baxxf

n
l

m
k

 
































 ,,,  

 
 ,,... nmКОНs   

заміна   st
ecx
bax



 , 

              s

s

tca
btex




 , 

                 
  dt

tca
tcsbtetcatesdx

s

ssss

2

11
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Функції, які містять корінь квадратний  
від квадратного двочлена  

 

 

  dxxpxf  2,     

   заміна            tpx sin                  або                   tpx cos   

                          dttpdx cos                                    dttpdx sin  

                          tpxp cos2                                tpxp sin2   

 

 

  dxpxxf 2,              

   заміна            ttgpx                       або                 tpx cos   

                           
t

dtp
dx 2cos

                                             
t

dtp
dx 2sin

  

                          
t

p
px

cos
2                                       

t
p

px
sin

2   

 

 

  dxpxxf 2,               

   заміна             
t

p
x

cos
                         або                   

t
p

x
sin

  

                           
t
dttp

dx 2cos
sin

                                        
t

dttp
dx 2sin

cos
  

                            
t

tp
px

cos
sin2                                  

t
tp

px
sin

cos2   
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Функції, які містять корінь квадратний  
від квадратного тричлена  

 





 dx

cbxax
BAx

2








  dtdxt

a
bx ,

2




 dt
at

tA



2
 

 


2at
dttA  





2at
dt    

   dxcbxaxxR 2, 






  dtdxt

a
bx ,

2
 dtattR  2

1 ,  

 
 

Підстановки Ейлера 
 

Перша підстановка :  dxcbxaxxR 2, , 0a  

txacbxax 2 ; 

tab
ctxttxaaxcbxax

2
2

2
222




  

Друга підстановка :  dxcbxaxxR 2, , 0c  

сtxcbxax 2 ; 

2
222 22

ta
btcxctxctxcbxax




  

Третя підстановка : α та β – дійсні корені тричлена cbxax 2  

 txcbxax 2 ; 

    txxxa   ; 

     2

2
22

ta
taxtxxxa
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Інтегрування диференціальних біномів    dxbxax pnm  

 

p – ціле, s – найменше спільне кратне знаменників дробів m  та n ; 

заміна stx   

n
m 1 – ціле, s – знаменник дробу p ; 

заміна sn tbxa   

p
n

m


 1 – ціле, s – знаменник дробу p ; 

заміна sn tbxa   

 
 
 

Розділ 2 
 

ВИЗНАЧЕНИЙ ТА НЕВЛАСНІ ІНТЕГРАЛИ 
 

2.1. Визначений інтеграл 
 

Означення  
 

                 
 iix

b

a

xfdxxf
i


 0max

lim  

 
 

 y 

O  x a b 
ξi 

 f(ξi) 

Δxi 
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Основні властивості 
 

 

1. Якщо constC  , то    dxxfCdxxfC
b

a

b

a
  . 

2.         dxxgdxxfdxxgxf
b

a

b

a

b

a
  . 

3.    dxxfdxxf
a

b

b

a
  . 

4.   0 dxxf
а

a

. 

5.      dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a
  . 

6. Якщо для  bax ;  виконується умова    xxf  , то 

                         dxxdxxf
b

a

b

a
   . 

7. Якщо m  та M – найменше та найбільше значення функції  xf  на відрізку 

 ba; , то  

                           abMdxxfabm
b

a

  . 

8. Якщо  xf  –непарна функція, то   0


dxxf
a

a

. 

9. Якщо  xf  –парна функція, то    dxxfdxxf
aa

a
 

 0

2 . 

 

 



17 

Методи обчислення визначеного інтеграла 
 

Формула Ньютона – Лейбніца  
 
Якщо  xF  – будь-яка первісна від функції  xf , то 

                           aFbFxFdxxf b

a

b

a

  

Інтегрування частинами у визначеному інтегралі 
 

                    duvvudvu
b

a

b

a

b

a
  . 

Заміна змінної у визначеному інтегралі 
 
Якщо  

1) функція  xf  неперервна на відрізку  ba; , 

2) функції  t  та  t   неперервні на відрізку   ; , 

3)   a  та   b , 

4)   tf   визначена та неперервна на   ; , то 

                           tdttfdxxf
b

a
 




 . 

 
Зауваження. 
При обчисленні визначеного інтеграла методом заміни змінної ми не повер-
таємося до старої змінної, а просто обчислюємо різницю значень первісної 
(функції аргументу t ) у нових границях інтегрування   та  . 
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Деякі методи наближеного обчислення  
визначених інтегралів 

 

Формула прямокутників 

              

 11   ihaxii       ihaxii                   





   2

1
21 ihahxii  

n
abh 

 ,      ii ff   

   n

b

a

fffhdxxf  21  

Формула трапецій 

 

n
abh 

 , ax 0 , ihahxx ii  1 ,  ii xff   

    1210 2
2  nn

b

a

fffffhdxxf   

Формула Сімпсона (формула парабол) 

n
abh

2


 , ax 0 , ihahxx ii  1 ,  ii xff   

      1231224220 42
3   nnn

b

a

ffffffffhdxxf   

 

 xi  xi-1  x 

 y 

 f(xi-1) 

 O 

 f(xi) 

 xi  xi-1  x 

 y 

 f(ξi) 

 O  xi  xi-1  x 

 y 

 f(ξi) 

 O  xi  xi-1  x 

 y 

 f(ξi) 

 O 
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2.2. Невласний інтеграл першого роду 
 

 

      







aa

dxxfdxxf lim  

Якщо границя не існує або є 
нескінченою, то невласний інтеграл 
розбігається.     

 

      



bb

dxxfdxxf



lim  

Якщо границя не існує або є 
нескінченою, то невласний інтеграл 
розбігається.     

    




dxxf  

     

c

dxxf



lim  




c

dxxflim  

Якщо принаймні одна з границь не 
існує або є нескінченою, то невлас-
ний інтеграл розбігається. 
 

    

 
Головне значення за Коші 

 

   














dxxfdxxfpv lim..  

 

 O  x 

 y 

 α  β  c 

 O  x 

 y 

 α  b 

 O  x 

 y 

 a  β 
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Ознаки збіжності невласних інтегралів першого роду 
 

Якщо інтеграл  


a

dxxf  збігається, то інтеграл  


a

dxxf  також збігається 

та називається абсолютно збіжним. 

Якщо для всіх ax   виконується умова    xxf 0  та якщо інтеграл  

 


a

dxx  збігається, то інтеграл  


a

dxxf  також збігається. 

Якщо для всіх ax   виконується умова    xfx 0  та якщо інтеграл  

 


a

dxx  розбігається, то інтеграл  


a

dxxf  також розбігається. 

Якщо для всіх ax     0xf ,   0x  та  
  0lim 


C

x
xf

x 
, то інтеграли 

 


a

dxx  та  


a

dxxf збігаються або розбігаються одночасно. 

Якщо функція  x  монотонно прямує до нуля та функція  xf  має обмеже-

ну первісну, то інтеграл    


a

dxxxf   є збіжним. 

 
 

Збіжність деяких невласних інтегралів першого роду 
 

           


1
px

dx                            1p  – збігається;         1p  – розбігається 

           


1

cos dx
x

x
p  ,  



1

sin dx
x

x
p           0p  – збігаються            
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2.3. Невласний інтеграл другого роду 
 

Якщо функція  xf  є необмеженою в 

околі точки b , то  

     









b

a

b

a

dxxfdxxf
0

lim  

Якщо границя не існує або є нескінче-
ною, то невласний інтеграл розбігається.     

  Якщо функція  xf  є необмеженою в 

околі точки a , то  

     





b

a

b

a

dxxfdxxf


 0
lim  

Якщо границя не існує або є нескінче-
ною, то невласний інтеграл розбігається.     

Якщо функція  xf  є необмеженою в 

околі точки  bac ; , то 

    
b

a

dxxf  

 









c

a

dxxf
0

lim +  




b

c

dxxf


 0
lim  

Якщо принаймні одна з границь не існує 
або є нескінченою, то невласний інтеграл 
розбігається. 

    

 

 
Головне значення за Коші 

 

 
b

a

dxxfpv ..     









 







b

с

c

a

dxxfdxxf




 0
lim  

 

 x 

 y 

 a  b  c  c+η  c-ε 

 O  x 

 y 

 a  b  a+ε 

 O  x 

 y 

 a  b  b-ε 

 O 
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Ознаки збіжності невласних інтегралів 
другого роду 

 

Якщо невласний інтеграл  
b

a

dxxf  збігається, то інтеграл  
b

a

dxxf  також 

збігається та називається абсолютно збіжним. 

Якщо виконується умова    xxf 0  та якщо невласний інтеграл  

 
b

a

dxx  збігається, то інтеграл  
b

a

dxxf  також збігається. 

Якщо виконується умова    xfx 0  та якщо невласний інтеграл  

 
b

a

dxx  розбігається, то інтеграл  
b

a

dxxf  також розбігається. 

Якщо додатні функції  xf ,  x  необмежені в околі точки b  та 

 
  0lim 


C

x
xf

bx 
, то інтеграли  

b

a

dxx  та  
b

a

dxxf збігаються або розбіга-

ються одночасно. 
 

           
  

b

a
pxb

dx  ,  
  

b

a
pax

dx                           1p  – розбігаються 

                                                                           1p  – збігаються 
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2.4. Застосування визначеного інтеграла 
 

Площа плоскої фігури 
(границі в декартових координатах)  

 

Фігуру обмежено ліні-
ями  

ax  , bx  , 0y , 

 xfy   (   0xf ) 
 

 
 

 
b

a

dxxfS  

Фігуру обмежено ліні-
ями  

ax  , bx  , 0y , 

 xfy   (   0xf ) 
 

 
 

 
b

a

dxxfS  

Фігуру обмежено ліні-
ями  

ax  , bx  , 
 xfy 1 ,  xfy 2   

(    xfxf 21   )  

 
 21 SSS  

     
b

a

dxxfxf 21  

 

Фігуру обмежено ліні-
ями  

cy  , dy  , 0x , 

 ygx   (   0yg ) 
 

 
 

 
d

с

dyygS  

Фігуру обмежено ліні-
ями  

cy  , dy  ,  

 ygx 1 ,  ygx 2  

(    ygyg 21  )  

 
 21 SSS  

     
d

с

dyygyg 21  

 
 

 d 

 c 

 y 

 O 

 x=g1(y)  x=g2(y) 

 x 

 c 

 O 

 y 
 d  x=g(y) 

 y=f1(x) 

 b  a  x 

 O 

 y 

 y=f2(x) 

 x 
 a 

 O 

 y  b 

 y=f(x) 

 x  a  O 

 y 

 b 

 y=f(x) 

 x 



24 

Площа плоскої фігури 
(границі задані параметрично) 

 

Фігуру обмежено ліні-
ями  

ax  , bx  , 0y , 

 
 







tgx
tfy

,   0tf , 

 1tga  ,  2tgb   

 

 

 
 

    
2

1

t

t

dttgtfS  

Фігуру обмежено ліні-
ями  

cy  , dy  , 0x , 

 
 







tgx
tfy

,   0tg , 

 1tfc  ,  2tfd   

 

 

 
 

    
2

1

t

t

dttftgS  

 
 
 
 
Фігуру обмежено за-
мкненою лінією  

 
 







tgx
tfy

, 

   21 tftf  , 

   21 tgtg   

 
 
 
 

 

    
2

1

t

t

dttgtfS , 

знак “+” відповідає об-
ходу за годинниковою 
стрілкою, знак “-”– об-
ходу проти годиннико-
вої стрілки 
 

    
2

1

t

t

dttftgS , 

знак “+” відповідає об-
ходу проти годиннико-
вої стрілки, знак “-”– 
обходу за годиннико-
вою стрілкою 

 O 

 y 

 x 

 c 

 O 

 y 
 d 

 x  a  O 

 y 

 b 

 x 
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Площа криволінійного сектора 
(границі в полярних координатах) 

 

 
Сектор обмежено лі-
ніями   ,   , 

  r  
 

 
 

 




 drS 2

2
1  

Сектор обмежено лі-
ніями   ,   , 

  1r ,   2r  

    21 rr   
 

 
 21 SSS  

     




 drr 2
2

2
12

1  

 
 

Довжина дуги лінії 
 

Рівняння, що задає лінію Формула для обчислення довжини дуги 

 
 xfy  ,  bxa      

b

a

xdxfl 21  

 
 ygx  ,  dyc      

d

c

ydygl 21  

 
 







tfy
tgx

,  21 ttt         
2

1

22
t

t

dttftgl  

 
  r ,           





 drrl 22  

 ρ=r2(φ) 

 φ=β 

 φ=α 

 O 

 y 

 x 

 ρ=r1(φ) 

 φ=β 

 φ=α 

 O 

 y 

 x 

 ρ=r(φ) 
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Об’єм тіла обертання. 
Площа поверхні обертання 

 

Фігуру, яка оберта-
ється, обмежено лі-
ніями 

ax  , bx  , 0y , 

 xfy   

 
b

a
Ox dxxfV 2  

     
b

a
xO xdxfxfP 212  

 

ax  , bx  , , 
 xfy  , 

 xfy   

 

 
b

a
Ox dxxfV 2  

     
b

a
xO xdxfxfP 212  

ax  , bx  , 
 xfy 1 ,  xfy 2  

(    xfxf 21  ) 

 

 внутрзовнOx VVV

     
b

a

dxxfxf 2
2

2
1  

внутрзовнOx PPP   

ax  , bx  , 0y , 

 
 







tgx
tfy

,  

 1tga  ,  2tgb   

    
2

1

2
t

t
Ox dttgtfV   

      
max

min

222
t

t
Ox dtgftfP   

Замкнена лінія 
 
 







tgx
tfy

, 

   21 tftf  , 

   21 tgtg    

    
2

1

2
t

t
Ox dttgtfV   

знак “+” відповідає обходу за 
годинниковою стрілкою, знак “-
”– обходу проти годинникової 
стрілки 

      
max

min

222
t

t
Ox dtgftfP   

 x  a  O 

 y 

b 

 O 

 y 

 x 

 y=f2(x) 

 y=f1(x) 

 b  a  x  O 

 y 

 a 
 y= - f(x) 

 b  x  O 

 y 
 y=f(x) 

 x  a  O 

 y 

 b 

 y=f(x) 
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Розділ 3 
 

ПОДВІЙНИЙ ІНТЕГРАЛ. КРИВОЛІНІЙНІ ІНТЕГРАЛИ 
 
 

3.1. Подвійний інтеграл та його застосування 
 

Означення та основні властивості 
 

 

 

 
 
 

   


i
iii

D
d

Syxfdydxyxf
i

);(lim,
0max

 

 

1.          
DDD

dydxyxfdydxyxfdydxyxfyxf ,,,, 2121 . 

 

2.     
DD

dydxyxfCdydxyxfC ,, . 

 
3. Якщо область інтегрування D  складається з підобластей 1D  та 2D , то 

                           
21

,,,
DDD

dydxyxfdydxyxfdydxyxf . 

 
4. Якщо m  та M – найменше та найбільше значення функції  yxf ;  в облас-

ті D  (тобто   Myxfm  ; ), то 

                       MSdydxyxfmS
D

  , , 

де S – площа області D . 

 Pi (xi ;yi ) 

 di 

 O 

 y 

 x 

 ΔSi 
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Обчислення подвійних інтегралів 
 

 

 
Область обмежено лініями 

ax  , bx  , 
 xy 1 ,  xy 2  

 
 
 

   
 

 

  
b

a

x

xD

dyyxfdxdydxyxf
2

1

,,




 

 

 
Область обмежено лініями 

cy  , dy  , 

 yx 1 ,  yx 2  

 
 
 
 

   
 

 

  
d

c

y

yD

dxyxfdydydxyxf
2

1

,,




 

 

 
Область обмежено лініями 

  ,   , 

  1R ,   2R  

 
 

   
 

 

  









2

1

sin,cos,
R

RD

dfddydxyxf  

 x 

 ρ=R2(φ) 

 ρ=R1(φ) 

 φ=β 

 φ=α 

 x=ψ2(y)  x=ψ1(y) 

 d 

 с 

 x  O 

 y 

 D 

 O 

 y=φ1(x) 

 y=φ2(x) 

 b  a  x 

 y 

 D 

 y 

 O 
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Застосування подвійних інтегралів  
 

 

        Об’єм циліндричного тіла  

                 
D

dydxyxfV ,  

        Площа поверхні 

                 





















D

dydx
y
f

x
fS

22

1  

 
 
 
 
 
 
 

 

Площа фігури                
D

dydxS  

Маса пластинки поверхневої густини  yx;  

                
D

dydxyxM ,  

Статичні моменти та координати центра ваги 
плоскої фігури 

      
D

Ox dydxyS              
D

Oy dydxxS  

      
S

S
x Oy

C                          
S

Sy Ox
C   

Статичні моменти та координати центра ваги 
пластинки  

 
D

Ox dydxyxyM ,       
D

Oy dydxyxxM ,  

M
M

x Oy
C                             

M
My Ox

C   

 

Моменти інерції плоскої фігури 


D

Ox dydxyI 2     
D

Oy dydxxI 2       
D

O dydxyxI 22      
D

xy dydxxyI  

Моменти інерції пластинки  


D

Ox dydxyI 2  
D

Oy dydxxI 2    
D

O dydxyxI 22  
D

xy dydxxyI   

 yC 

 O 

 y 

 x 

 C 
 D 

 xC 

 O 

 D 

 z  z=f( x; y) 

 y 

 x 
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3.2. Криволінійний інтеграл 1 роду (за довжиною дуги) 
 

Означення та основні властивості 
 

 

 
 

 
 
 

   


i
iiil

L

lyxfldyxf
i




);(lim,
0max

 

 
1. Криволінійний інтеграл 1 роду не залежить від напряму шляху інтегруван-
ня 

                                            
BAAB

ldyxfldyxf ,, . 

 

2.          
LLL

ldyxfldyxfldyxfyxf ,,,, 2121 . 

 

3.     
LL

ldyxfCldyxfC ,, . 

 
4. Якщо контур L  інтегрування складається з частин 1L  та 2L , то 

                                           
21

,,,
LLL

ldyxfldyxfldyxf  

 

 

 Mi (xi ;yi ) 

 O 

 y 

 x 

 Δli 

 A 

 B 
 L 
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Обчислення криволінійних інтегралів 1 роду 
 

Рівняння лінії ABL   Формула для обчислення 
криволінійного інтеграла 1 роду 

 xy  ,  

 AA yxA ; ,  BB yxB ;  
        

max

min

21,,
x

xAB

xdxxxfdlyxf   

 yx  ,  

 AA yxA ; ,  BB yxB ;  
        

max

min

21,,
y

yAB

dyxyyfdlyxf   

 
 







ty
tx




,   

At  відповідає точці A , 

Bt  відповідає точці B  

 

           
max

min

22,,
t

tAB

dtttfdlyxf   

  r ,   

 AAA  ; ,  BBB  ;  
      

max

min

22sin,cos,




 drrrrfdlyxf
AB

 

 
 

Застосування криволінійних інтегралів 1 роду 
 

Довжина дуги лінії                                                                     
L

ldl  

Маса матеріальної кривої лінійної густини  yx;                
L

ldyxM ;  

Статичні моменті та координати центра ваги дуги лінії 


L

Ox ldyS  ,                   
L

Oy ldxS  ;                           
l

S
x Oy

C   ,        
l

Sy Ox
C   

Статичні моменті та координати центра ваги матеріальної кривої 

 
L

Ox ldyxyM ;  ,       
L

Oy ldyxxM ;  ;             
M

M
x Oy

C   ,       
M

My Ox
C   
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3.2. Криволінійний інтеграл 2 роду (за координатами) 
 

Означення та основні властивості 
 

 

 
 

Інтеграл за координатою x  

   


i
iiix

L

xyxPxdyxP
i




);(lim,
0max

 

Інтеграл за координатою y  

   


i
iiiy

L

yyxQydyxQ
i




);(lim,
0max

 

Повний криволінійний інтеграл 

    
L

ydyxQxdyxP ,,  

  



i
iiiiii

y
x

yyxQxyxP
i

i





);();(lim
0max
0max

 

1. Криволінійний інтеграл 2 роду змінює знак при зміні напряму шляху інтег-
рування 

                           
BAAB

ydyxQxdyxPydyxQxdyxP ,,,, . 

2.         
LLL

ydyxQxdyxPydyxQxdyxP ,,,, . 

3..          
LLL

xdyxPxdyxPxdyxPyxP ,,,, 2121 ; 

              
LLL

ydyxQydyxQydyxQyxQ ,,,, 2121 . 

4.     
LL

xdyxPCxdyxPC ,, ; 

         
LL

ydyxQCydyxQC ,,  

5. Якщо контур L  інтегрування складається з частин 1L  та 2L , то   

    
L

ydyxQxdyxP ,,          
1 2

,,,,
L L

ydyxQxdyxPydyxQxdyxP  

 

 Δyi 
 Mi (xi ;yi ) 

 B 

 O 

 y 

 x 

 Δxi 

 A 

 L 
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Обчислення криволінійних інтегралів 2 роду 
 

Рівняння лінії ABL   Формула для обчислення 
криволінійного інтеграла 2 роду 

 
 xy  ,  

 AA yxA ; ,  BB yxB ;  

    
L

ydyxQxdyxP ,,  

         
B

A

x

x

xdxxxQxxP  ,,  

 
 yx  ,  

 AA yxA ; ,  BB yxB ;  

    
L

ydyxQxdyxP ,,  

         
B

A

y

y

ydyyQyyyP ,,   

 
 







ty
tx




,   

At  відповідає точці A , 

Bt  відповідає точці B  

    
L

ydyxQxdyxP ,,  

               
B

A

t

t

tdtttQtttP  ,,  

 
 

  r ,   

 AAA  ; ,  BBB  ;  

    
L

ydyxQxdyxP ,,  

   
B

A

rrrrP




 sincossin,cos  

       drrrrQ cossinsin,cos   
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Умова незалежності криволінійного інтеграла 2 роду  
від контуру інтегрування. 

 

 
Якщо функції  yxP ,  ,  yxQ ,   та їх частинні похідні першого порядку непе-

рервні в однозв’язній області D , тоді необхідною та достатньою умовою не-
залежності від шляху інтегрування криволінійного інтеграла 

    
L

ydyxQxdyxP ,, за контуром ABL  , який повністю лежить в цій об-

ласті , є виконання в D  умови 

x
Q

y
P






 , 

а інтеграл за замкненим контуром  , що лежить в D , за виконання цієї умо-
ви дорівнює нулю: 

    0,, 


ydyxQxdyxP . 

  

Для обчислення криволінійного інтеграла, що не за-
лежить від контуру інтегрування, як найбільш вигід-
ний шлях інтегрування доцільно взяти ламану , ланки 
якої паралельні координатним осям: 

    
AB

dyyxQdxyxP ,,    
 

 

 
AA

AA

yxB

yxA

dyyxQdxyxP
,

,

,,  

     
B

A

B

A

y

y
B

x

x
A dyyxQdxyxP ,,  

    
B

A

B

A

x

x
B

y

y
A dxyxPdyyxQ ,,  

 

 

 B(xB ;yB)  A2(xA ;yB) 

 L 

 A(xA ;yA)  A1(xB ;yA) 
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Формула Гріна. Обчислення площі фігури 
 

Якщо  – границя області D , а функції  yxP ,  , 

 yxQ ,   та їх частинні похідні 
x
Q

 , 

y
P

  неперервні 

в  замкненій  області D ,  то є справедливою  
формула Гріна 

 















D

dydx
y
P

x
QydQxdP



, 

причому напрям обходу контуру обирається так, 
що область D  залишається зліва. 

 
 
 

 

Площа фігури       


dxydyxS
2
1      

 
 

Обчислення криволінійних інтегралів 
за просторовими кривими 

 

Якщо просторова лінія ABL   задана параметричними рівняннями 
 
 
 












tz
ty
tx





,  At  відповідає точці A ,  Bt  відповідає точці B , то: 

 

               
max

min

222,,,,
t

tAB

dttttfdlzyxf  ; 

 

      
L

dzyxRdyyxQdxyxP ,,,  

                      
B

A

t

t

tdtttRtttQtttP  ,,,,,, . 

 O 

 y 

 x 

 Γ 
 D 
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Розділ 4 
 

ЗВИЧАЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 
 

4.1. Диференціальні рівняння першого порядку 
 

Основні поняття 
 

Звичайним диференціальним рівнянням 1 порядку називається рівняння, 
яке зв’язує незалежну змінну, її функцію та похідну першого порядку цієї 
функції (або диференціали незалежної змінної та функції): 

  0,, yyxF , 

 yxfy ,  або 

    0,,  ydyxQxdyxP . 

Розв’язком диференціального рівняння називається диференційовна функція 
 xy  , яка при підстановці в диференціальне рівняння перетворює його в 

тотожність: 
     0,,  xxxF    

(     xxfx  , ). 

Якщо розв’язок є неявною функцією, його називають інтегралом диферен-
ціального рівняння. 

Загальним розв’язком називається така функція  Cxy ,  (C – довільна 

стала), що: 
1) є розв’язком для будь-якого значення C ; 
2) для будь-якої припустимої начальної умови   00 yxy   існує таке значення 

сталої 0CC  , що   000 , yCx  . 

Якщо загальний розв’язок є неявною функцією, його називають загальним 
інтегралом диференціального рівняння. 

Функцію  0,Cxy   називають частинним розв’язком або розв’язком за-

дачі Коші  yxfy , ,   00 yxy  . 
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Диференціальні рівняння, інтегровні в квадратурах 
 

Найпростіше диференціальне рівняння 

 xfy        CxFydxxfy ;  

Диференціальні рівняння з подільними змінними 
   

       
       















0
0

2121

2121

21

dyyqxqdxypxp
yyqxqypxp

yfxfy
               

   
   
    .

;
;

12

12

12

Cxy
dxxdyy

dxxdyy












 

Функція  yxf ,  називається однорідною степеня n , якщо для будь-якого k  

має місце тотожність        yxfkkykxf n ,,  . 

Зокрема, якщо    yxfkykxf ,,  , то  yxf ,  є однорідною функцією нульо-

вого степеня. 
 
Однорідні диференціальні рівняння першого порядку: 
    0,,  ydyxQxdyxP ,     yxP ,  ,  yxQ , – однорідні однакового степеня; 

 yxfy , ,     yxf , – однорідна нульового степеня . 

Зводяться до 







x
yfy . 

Заміна u
x
y
  ; xuy   ; uxuy   ;        

 ufuxu    ;       uufxu    ;        
 x

dx
uuf

du . 

Лінійні рівняння 
   xfyxpy   

vuy   ; vuvuy   

   xfvuxpvuvu   

    xfvxpvuvu   

 
 







xfvu
vxpv

.2
0.1

 

Рівняння Бернуллі 
    kyxfyxpy   

vuy   ; vuvuy   

     kvuxfvuxpvuvu   

     kk vuxfvxpvuvu   

 
 







kk vuxfvu
vxpv

.2
0.1
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Рівняння в повних диференціалах 
 

Рівняння     0,,  ydyxQxdyxP  є рівнянням в повних диференціалах, 

якщо виконується умова 
x
Q

y
P






 . 

Загальний інтеграл рівняння розшукується з рівності 

    CdyyxQdxyxP
y

y

x

x

 
00

,, 0 , 

де  00 , yx – деяка фіксована точка з області неперервності функцій  yxP , , 

 yxQ ,  та їх частинних похідних. 

Також загальний інтеграл рівняння CU   можна побудувати виходячи з сис-

теми рівнянь 
 

 















yxQ
y
U

yxP
x
U

,

,
: 

         yyxRyxUdxyxPyxU   ,,,, ; 

          
y
RyxQyyxQyyxR

y 




 ,,,  . 

Інтегруючий множник 
Рівняння     0,,  ydyxQxdyxP  зводиться до рівняння в повних диферен-

ціалах множенням на функцію   ( інтегруючий множник): 

а) якщо  x
Q

x
Q

y
P








, то 
 

dxx
e


 ; 

а) якщо  y
P

y
P

x
Q







, то 
 

dyy
e


 . 
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Деякі рівняння, які зводяться до найпростіших 
 

 cbyaxfy  . 

Заміна cbyaxz  ; ybaz  ; 
b

azy 
 . 

 zf
b

az


 – рівняння з подільними змінними. 
















cybxa
cybxa

fy
22

11  ,   0
22

11 
ba
ba

. 

Заміна 









zy
tx

 , де   та  – розв’язок системи 







0
0

22

11

cba
cba




; 

tzy  ; 
















zbta
zbta

fz
22

11 – однорідне рівняння. 

 

 
 

4.2. Диференціальні рівняння другого порядку 
 

Загальній вигляд рівняння      0,,,  yyyxF    або  yyxfy  ,,  

Загальний розв’язок                21 ,, CCxy   

Загальний інтеграл                   0,,, 21 CCyx  

Початкові умови                       00 yxy  ,     00 yxy   
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Рівняння, що припускають зниження порядку 
 

Найпростіші:           xfxy  ; 

                                   dxxfxy ; 

                                    11 Cxfxy  ; 

                                      dxCxfxy 11 ; 

                                    212 CxCxfxy  . 

Рівняння, які явно не містять шукану функцію y : 

                                  0,,  yyxF ; 

                                xpy    ,        xpy  ; 

                                  0,, ppxF              11 , Cxfp  ; 
                                                                          11 , Cxfy  ; 

                                                                           dxCxfy 11 , ; 

                                                                           212 , CCxfy  . 

Рівняння, які явно не містять аргумент x : 
                                  0,,  yyyF ; 

                                 ypy    ,           pyp
dx
dy

dy
dpyp

dx
dy  ; 

                                  0,, pppyF            11 , Cyfp  ; 
                                                                          11 , Cyfy  ; 

                                                                           dx
Cyf

dy


11 ,
  ;      dx

Cyf
dy

11 ,
; 

                                                                           212 , CxCyf  . 
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Лінійні диференціальні рівняння другого порядку 
 

Лінійним неоднорідним рівнянням другого порядку (ЛНДР-ІІ) називається 
рівняння вигляду         xfyxqyxpy  . 

Якщо рівняння має вигляд     0 yxqyxpy , то воно називається ліній-

ним однорідним рівнянням (ЛОДР-ІІ), або рівнянням без правої частини. 

 

Функції  xy1 та  xy2  називаються лінійно незалежними на  ba, , якщо то-

тожність     02211  xyCxyC  виконується тільки якщо 021  CC  ( тобто у 

випадку  
  const
xy
xy


2

1 ). 

Визначник  
21

21
21,

yy
yy

yyW


  називається визначником Вронського (або 

вронскіаном). 
Якщо функції лінійно залежні на  ba, , то   0, 21 yyW . 

Загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння 2 порядку має структуру 
   xyCxyCy 2211  , 

де  xy1  ,  xy2 – лінійно незалежні частинні розв’язки. 

 
Загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння має структуру 

 yyy , 

де y – загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння, а y – деякий 

частинний розв’язок неоднорідного рівняння. 

Метод варіації довільних сталих 
    2211* yxCyxCy   , де функції  xС1  ,  xС2  є  розв’язком системи 

 













xfy
dx

dCy
dx

dC

y
dx

dCy
dx

dC

2
2

1
1

2
2

1
1 0

. 
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Лінійні однорідні рівняння другого порядку  
зі сталими коефіцієнтами 

 

0 yqypy   , де constqp ,  

   xyCxyCy 2211   
kxey 2,1 , k – корені характеристичного рівняння  02  qkpk . 

 

0 yqypy         2~ ky  , ky ~ , 1~y            02  qkpk  

 

І. Корені характеристичного рівняння дійсні та різні 21 kk    ( 0D ) 
xkey 1

1  ;  xkey 2
2   

xkxk eCeCy 21
21   

ІІ. Корені характеристичного рівняння дійсні та рівні 21 kk    ( 0D ) 
xkey 1

1  ;  xkexy 1
2   

xkxk exCeCy 11
21   

ІІІ. Корені характеристичного рівняння комплексні ik  2,1   ( 0D ) 

xey x  cos1  ;  xey x  sin2   
xeCxeCy xx   sincos 21   

Частинні випадки 
1) 0 yby                      2) 02  yy                     3) 02  yy   

02  kbk                           022 k                          022  k  
  0 bkk                           22 k                                22 k  

01 k  ;  bk 2                   2,1k                              ik 2,1  
10

1  xey  , xbey 2         xey 1 ;  xey 2            xy cos1  ; xy sin2   
xbeCCy  21                    xx eCeCy   21           xCxCy  sincos 21   
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Лінійні однорідні рівняння другого порядку  
зі сталими коефіцієнтами  

та спеціальною правою частиною 
 

 xfyqypy   
 yyy  

 
                                         NLxKxxf nn   1                         Kxf   

02,1 k                           FBxAxy nn   1                              Ay   
01k  або 02k              FBxAxxy nn   1                         Axy   

 

  
                                        xnn eNLxKxxf   1                  xeKxf   

2,1k                           xnn eFBxAxy   1                     xeAy   
1k  або 2k             xnn eFBxAxxy   1                  xeAxy   

 21 kk                     xnn eFBxAxxy   12                xeAxy 2  
 

 
  xLxKxf  sincos      

 (   xKxf cos  ,   xLxf sin ) 
ik 2,1                                  xBxAy  sincos   

ik 1                                    xBxxAxy  sincos   
 

 
  xLexeKxf xx   sincos      

 (   xeKxf x  cos ,   xLexf x  sin ) 
ik  2,1                               xeBxeAy xx   sincos   

ik  1                                 xeBxxeAxy xx   sincos   
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Загальний випадок спеціальної правої частини 

         xexQxexPxf x
l

x
n   sincos                    i  

 
За відсутності xe  вважаємо 0  
За відсутності xx  cos,sin  вважаємо 0  
 

 lnm ,max  
 

2,1k                                       xexSxexRy x
m

x
m   sincos   

 
1k  або 2k                      xexSxxexRxy x

m
x

m   sincos   
 

21 kk                                  xexSxxexRxy x
m

x
m   sincos 22   

 
 

4.3. Диференціальні рівняння вищих порядків 
 

Рівняння, що припускають зниження порядку 
 

Найпростіші:     xfxy n  ; 

                              dxxfxy n 1 ;          11
1 Cxfxy n   … 

Рівняння, які явно не містять шукану функцію y : 

                                 0,,, 1  nkk yyyxF  ; 

                             xpy k  ; 

                              0,,,  knyppxF  . 

Рівняння, які явно не містять аргумент x : 

                            0,,,  nyyyyF  ; 

                          ypy  . 
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Лінійні рівняння вищих порядків 
 

Лінійні однорідні рівняння 
 

                                        02
2

1
1   yxayxayxay n

nnn  ; 

                                 xyCxyCxyCy nn 2211 , 

де  xy1 ,  xy2 ,…  xyn – лінійно незалежні розв’язки рівняння, тобто 

 
     

0,,

11
2

1
1

21

21

21 




 n
n

nn

n

n

n

yyy

yyy
yyy

yyyW







 . 

Функції  xy1 ,  xy2 ,…  xyn  складають фундаментальну систему 

розв’язків рівняння 

Лінійні однорідні рівняння з постійними коефіцієнтами 
 

                                  02
2

1
1   yayayay n

nnn   

Частинні розв’язки розшукуються у вигляді kx
i ey  , де k – корені характе-

ристичного рівняння 02
2

1
1  

n
nnn ayakak  . 

 

І. Дійсне число k  є коренем кратності 1– відповідний розв’язок kxey  . 

ІІ. Дійсне число k  є коренем кратності m – відповідні розв’язки kxey 1 , 
kxxey 2 , … kxm

m exy 1 . 

ІІІ. Комплексно-спряжені числа  i  є коренями кратності 1– відповідні 

розв’язки xey x  cos1  , xey x  sin2  . 

ІV. Комплексно-спряжені числа  i  є коренями кратності m – відповідні 

розв’язки xey x  cos1  , xey x  sin2  , xxey x  cos3  , 

xxey x  sin4  ,… xexy xm
m  cos1

12


  , xexy xm
m  sin1

2
 . 
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Лінійні неоднорідні рівняння з постійними коефіцієнтами  
та спеціальною правою частиною 

                                   xfyayayay n
nnn   2

2
1

1  

      xexQxexPxf x
l

x
n   sincos                   
 lnm ,max  

0s , якщо  i  не є коренем характеристичного рівняння. 
js  , якщо  i  є коренем кратності j . 

 
    xexSxxexRxy x

m
x

m
ss   sincos   
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