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Передмова

Цей посiбник створено на основi багаторiчного досвiду ро-
боти авторiв у Нацiональному педагогiчному унiверситетi iменi
М. П. Драгоманова. Призначений вiн у першу чергу для студентiв i
викладачiв педагогiчних iнститутiв, проте автори сподiваються, що
вiн буде цiкавим i корисним для всiх, хто вивчає математичний ана-
лiз або викладає його. Метою посiбника є подання основ диферен-
цiального та iнтегрального числення функцiй багатьох змiнних на
сучасному i водночас доступному рiвнi. Через це окремi питання,
якi входять у програму з математичного аналiзу для педагогiчних
iнститутiв, викладено повнiше й детальнiше, порiвняно з iншими
виданнями авторiв даного посiбника.

Вступ до аналiзу функцiй багатьох змiнних подано на базi до-
вiльного метричного простору, а не тiльки простору Rn. Як показує
досвiд, часто загальнiший погляд на певнi речi робить їх простiши-
ми i зрозумiлiшими. Вивчення таких важливих понять аналiзу як
границя й неперервнiсть у довiльному метричному просторi – це
якраз той випадок. Розглядаючи загальний метричний простiр, ми
нiби на певний час забуваємо про природу його елементiв, а до-
слiджуємо лише тi їх властивостi, якi пов’язанi з метрикою. У ре-
зультатi, майже елементарними логiчними мiркуваннями дiстаємо
факти, застосовнi одразу до багатьох конкретних просторiв.

Застосування елементiв функцiонального аналiзу при вивченнi
функцiй багатьох змiнних здiйснюється з метою полегшення розу-
мiння матерiалу, поглиблення мiжтемних зв’язкiв та ознайомлення
майбутнiх (чи вже працюючих) учителiв математики з сучасними
методами аналiзу. Пiсля вивчення метричних просторiв природно
ознайомити читачiв з поняттями лiнiйного, нормованого, евклiдо-
вого та гiльбертового простору.

Весь матерiал перших двох роздiлiв так чи iнакше використову-
ється у наступних роздiлах. Наприклад, теорема Банаха про стиск
покладена в основу доведення теореми про iснування неявної фун-
кцiї, а iдея поповнення метричного простору використана для по-
будови теорiї iнтеграла Лебега.
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У посiбнику широко використовується метод аналогiй. Напри-
клад, поняття диференцiйовної функцiї (навiть вектор-функцiї) ба-
гатьох змiнних та її похiдної введено у такому самому виглядi, як i
для функцiй однiєї змiнної. Зрозумiло, що при цьому всi об’єкти та
спiввiдношення мiж ними набувають нового змiсту. Але суть понять
залишається тiєю самою.

Метод аналогiй дозволяє досить змiстовно i грунтовно та во-
дночас доступно викласти iнтегральне числення функцiй багатьох
змiнних, причому у спосiб, дещо вiдмiнний вiд традицiйного для на-
вчальної лiтератури.

По-перше, поняття iнтеграла Рiмана вiд функцiї кiлькох змiнних
спочатку вивчається для випадку так званого елементарного пря-
мокутника. Це дозволяє суттєво використати аналогiю з iнтегралом
Рiмана по вiдрiзку. Пiсля цього майже елементарними мiркування-
ми доводиться, що вимiрнiсть за Жорданом деякої множини еквiва-
лентна iнтегровностi за Рiманом характеристичної функцiї цiєї мно-
жини по елементарному прямокутнику, що мiстить дану множину.
Властивостi мiри Жордана є надзвичайно простими наслiдками вiд-
повiдних властивостей iнтеграла. Так само просто дiстаємо резуль-
тати, що стосуються iнтеграла по довiльнiй вимiрнiй за Жорданом
множинi.

По-друге, при вивченнi криволiнiйних iнтегралiв подання ма-
терiалу ведеться так, що одразу можна дiстати результати як для
функцiй дiйсних змiнних, так i для функцiй комплексної змiнної.
Це дозволяє дiстати у виглядi застосувань iнтегрального числення
найважливiшi теореми комплексного аналiзу: iнтегральну теоре-
му Кошi, теорему про iнтегральну формулу Кошi та наслiдки з неї.
Зокрема, строго доводиться еквiвалентнiсть аналiтичностi функцiї
в областi як такої, що має у цiй областi неперервну похiдну, так i
такої, що диференцiйовна у цiй областi.

По-третє, теорiя мiри та iнтеграла Лебега викладена в стилi ви-
датного угорського математика Ф. Рiсса [21]. Головна iдея такого
пiдходу полягає в наступному. Спочатку описуються так званi мно-
жини L-мiри нуль, вводиться iнтегральна норма на множинi схiдча-
стих функцiй i отримується неповний нормований простiр SP. Цей
простiр поповнюється за допомогою фундаментальних послiдовно-
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стей, а кожнiй фундаментальнiй послiдовностi ставиться у вiдпо-
вiднiсть певна функцiя (L-iнтегровна) та число (L-iнтеграл). У ре-
зультатi дiстаємо повний нормований простiр LP, що є поповнен-
ням простору SP. Визначене у такий спосiб поняття L-iнтеграла
еквiвалентне класичному поняттю iнтеграла Лебега, що акуратно
доводиться в окремому пiдроздiлi. Такий пiдхiд значно спрощує до-
ведення багатьох важливих результатiв теорiї iнтеграла Лебега, а
основнi факти теорiї мiри Лебега перетворюються на простi наслiд-
ки з теорiї iнтеграла Лебега.

Iдея реалiзацiї зазначеного пiдходу до побудови теорiї iнтеграла
та мiри Лебега належить видатному українському математику Вла-
диславу Кириловичу Дзядику. Тiльки замiсть схiдчастих функцiй вiн
пропонував розглядати неперервнi.

У посiбнику широко використовується логiчна символiка та де-
якi iншi скорочення, змiст яких розкривається у наступнiй таблицi.

Символ Якi слова замiнює даний символ
∀ “для будь-якогo”, “для кожного”, “для всiх” тощо
∃ “iснує”, “знайдеться” тощо
∃! “iснує єдиний”, “знайдеться єдиний” тощо
: “такий, що”, “тих, кожен з яких”, “а саме” тощо

:=, =: “дорiвнює за означенням”, “надається значення” тощо
=⇒ “випливає”, “якщо ..., то” тощо
⇐⇒ “тодi й тiльки тодi”, “необхiдно й достатньо” тощо, а в

означеннi – слово “якщо”
� “Початок доведення”
� “Кiнець доведення”



1. МЕТРИЧНI ПРОСТОРИ

У першому роздiлi здiйснено узагальнення просторiвR1,R2,R3,
R

n таC на випадок довiльних непорожнiх множин шляхом введення
вiдстанi мiж елементами цих множин.

1.1. Поняття метричного простору.
Приклади метричних просторiв

Першим кроком побудови теорiї метричних просторiв є введен-
ня понять вiдстанi та метричного простору.

1.1.1. Простори R
1, R2, R3, Rn та Cn. Поняття вiдстанi є

одним з найважливiших понять математики. Вiдстань ρ(x,y) мiж
довiльними дiйсними або комплексними числами x= (x1) та y= (y1)
найчастiше визначається за допомогою рiвностi

ρ(x,y) = ρ(x1,y1) = |x1−y1|=
√
|x1−y1|2 . (1)

При цьому з властивостей модуля випливає, що ця вiдстань задо-
вольняє умови:

1) (невiд’ємностi): ρ(x,y)> 0 ∀x i y;

2) (рiвностi нулевi): ρ(x,y) = 0⇔ x = y;

3) (симетричностi): ρ(x,y) = ρ(y,x) ∀x i y;

4) (нерiвностi трикутника): ρ(x,y)6 ρ(x,z)+ ρ(z,y) ∀x,y i z.

Якщо x = (x1,x2) i y = (y1,y2) – точки
двовимiрного простору R2 = R×R, тобто
точки площини, то вiдстань ρ(x,y) мiж ци-
ми точками можна визначити за формулою
(див. рис. 1):

ρ(x,y) =
√
|x1−y1|2 + |x2−y2|2 =

=

√
2

∑
k=1

|xk−yk|2 . (2)
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При цьому неважко показати, що ця вiдстань задовольняє вка-
занi вище умови 1) – 4).

Вiдстань ρ(x,y) мiж довiльними точками x = (x1,x2,x3) та y =
= (y1,y2,y3) тривимiрного простору R3 = R×R2 можна визначи-
ти за формулою

ρ(x,y) =
√
|x1−y1|2 + |x2−y2|2 + |x3−y3|2 =

√
3

∑
k=1

|xk−yk|2 . (3)

Ця вiдстань також задовольняє умови 1) – 4).
Використовуючи аналогiю, природно узагальнити формули

(1) – (3), поклавши

ρ(x,y) =

√
n

∑
k=1

|xk−yk|2 (4)

для довiльних точок x = (x1,x2, . . . ,xn) та y = (y1,y2, . . . ,yn) n-ви-
мiрного простору Rn ∀n∈ N, i назвати ρ(x,y) вiдстанню мiж то-
чками x i y∈ Rn.
� Легко бачити, що ця вiдстань задовольняє умови невiд’єм-

ностi, рiвностi нулевi та симетричностi. Доведемо, що ρ(x,y) задо-
вольняє також нерiвнiсть трикутника.

Нехай x = (x1,x2, . . . ,xn), y = (y1,y2, . . . ,yn) та z = (z1,z2, . . . ,zn)
– довiльнi фiксованi точки простору Rn. Тодi нерiвнiсть ρ(x,y) 6
6 ρ(x,z)+ ρ(z,y) набуває вигляду√

n

∑
k=1

|xk−yk|26

√
n

∑
k=1

|xk−zk|2 +

√
n

∑
k=1

|zk−yk|2 . (5)

Позначимо |xk−zk| = ak, |zk−yk| = bk. Тодi |xk−yk| = |xk−zk +
+zk−yk|6 |xk−zk|+ |zk−yk|= ak +bk i нерiвнiсть (5) випливатиме
з нерiвностi √

n

∑
k=1

(ak +bk)26

√
n

∑
k=1

a2
k +

√
n

∑
k=1

b2
k (6)

⇔
n

∑
k=1

a2
k +2·

n

∑
k=1

akbk +
n

∑
k=1

b2
k 6

n

∑
k=1

a2
k +2·

√
n

∑
k=1

a2
k

√
n

∑
k=1

b2
k +

n

∑
k=1

b2
k

⇔
n

∑
k=1

akbk 6

√
n

∑
k=1

a2
k

√
n

∑
k=1

b2
k ⇔
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(
n

∑
k=1

akbk

)2

6
n

∑
k=1

a2
k ·

n

∑
k=1

b2
k . (7)

Нерiвностi (6) та (7) називають нерiвностями Кошi – Буняков-
ського.

Для доведення нерiвностi (7) введемо позначення:

A =
n

∑
k=1

a2
k, B =

n

∑
k=1

b2
k i C =

n

∑
k=1

akbk .

Тодi якщо A = 0 або B = 0, то зрозумiло, що й C = 0, а тому нерiв-
нiсть (7) матиме вигляд 06 0, отже, є правильною. Якщо A 6= 0 i
B 6= 0, то нерiвнiсть (7) рiвносильна нерiвностi C2−AB6 0, а це
рiвносильно тому, що квадратний тричлен At2−2Ct +B> 0 ∀t ∈R.
Остання умова виконується, оскiльки

At2−2Ct +B =
n

∑
k=1

a2
kt

2−2
n

∑
k=1

akbkt +
n

∑
k=1

b2
k =

=
n

∑
k=1

(a2
kt

2−2akbkt +b2
k) =

n

∑
k=1

(akt−bk)2> 0∀t ∈ R .

Отже, нерiвнiсть (7), а разом з нею нерiвностi (6) i (5), доведено.
Тому вiдстань ρ(x,y), що визначається рiвнiстю (4), задовольняє усi
умови 1) – 4).�

Зауважимо, що в проведених мiркуваннях можна вважати, що
числа xk, yk i zk є довiльними комплексними числами, тобто вiдпо-
вiднi точки x, y i z є довiльними точками n-вимiрного простору Cn,
де C1 := C, а Cn+1 := C×Cn. Отже, має мiсце

Теорема 1 (про властивостi вiдстанi у просторах Rn та Cn).
Якщо у просторах Rn та Cn вiдстань ρ(x,y) мiж довiльними
точками x i y визначено за формулою (4), то ця вiдстань за-
довольняє умови невiд’ємностi, рiвностi нулевi, симетрично-
стi та нерiвностi трикутника.

1.1.2. Поняття вiдстанi та метричного простору. Простiр iзо-
льованих точок. Теорема 1 навiює наступнi означення.

Вiдстанню на множинi M 6= ∅, або метрикою множини M,
називають будь-яку функцiю ρ : M×M→R, що задовольняє умови
(або аксiоми)

1) (невiд’ємностi): ρ(x,y)> 0 ∀x i y∈M;
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2) (рiвностi нулевi): ρ(x,y) = 0⇔ x = y;
3) (симетричностi): ρ(x,y) = ρ(y,x) ∀x i y∈M;
4) (нерiвностi трикутника): ρ(x,y)6 ρ(x,z)+ρ(z,y) ∀x, y i z∈M.
При цьому значення ρ(x,y) називають вiдстанню мiж елемен-

тами x i y множини M.
Множину M 6= ∅ разом з визначеною метрикою (вiдстанню)

ρ називають метричним простором або простором i познача-
ють (M,ρ), а елементи множини M називають точками простору
(M,ρ).

Враховуючи данi означення, можна сформулювати теорему 1
дещо в iншiй формi.

Теорема 1∗ (про метричнiсть просторiв Rn i Cn). Простори Rn i
C

n з вiдстанню, що визначається за формулою (4), є метри-
чними просторами. При цьому ρ(x,y) називають евклiдовою
метрикою (вiдстанню).

Виникає питання: чи кожну множину M 6=∅ можна зробити ме-
тричним простором, ввiвши на нiй якимось чином вiдстань? Вiдпо-
вiдь на це питання дає

Теорема 2 (про метричний простiр iзольованих точок). Якщо
M – довiльна непорожня множина, а

ρ(x,y) =
{

1, коли x 6= y,
0, коли x = y,

∀x i y∈M,

то (M,ρ) – метричний простiр, який називають простором
iзольованих точок.
� Умови невiд’ємностi, рiвностi нулевi та симетричностi очеви-

днi. Доведення потребує лише нерiвнiсть трикутника.
Нехай x, y i z – довiльнi фiксованi точки множини M. Тодi

якщо x = y, то нерiвнiсть трикутника набуває вигляду 0 = ρ(x,x)6
6 ρ(x,z)+ρ(z,x) = 2ρ(x,z) i ця нерiвнiсть правильна за умовою не-
вiд’ємностi вiдстанi. Якщо x 6= y, то x 6= zабо y 6= z, i тому ρ(x,z) = 1
або ρ(z,y) = 1, тобто ρ(x,z)+ ρ(z,y)> 1 = ρ(x,y).�

Отже, теорема 2 стверджує, що кожну непорожню множину
можна перетворити принаймнi у метричний простiр iзольо-
ваних точок. Функцiю ρ(x,y) з теореми 2 називають тривiаль-
ною метрикою на множинi M.

Виявляється, що на данiй множинi M вiдстань можна визначити,
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взагалi кажучи, не єдиним чином.
Наприклад, на множинi Rn вiдстань ρ(x,y), крiм формули (4),

можна визначити за формулами

ρ(x,y) =
n

∑
k=1

|xk−yk| (октаедрична метрика (вiдстань))

або

ρ(x,y) = max
16k6n

|xk−yk| (кубiчна метрика (вiдстань)) .

Пропонуємо читачевi самостiйно впевнитися, що вказанi фун-
кцiї ρ(x,y) задовольняють усi умови вiдстанi. Надалi символом Rn

будемо позначати метричний простiр (Rn,ρ) з евклiдовою метри-
кою i називатимемо його n-вимiрним евклiдовим простором.

Розглянемо ще декiлька важливих прикладiв метричних просто-
рiв.

1.1.3. Простiр C[a;b]. Простiр C[a;b] – це множина функцiй,
неперервних на даному вiдрiзку [a;b], з вiдстанню

ρ(x,y) = max
[a;b]
|x(t)−y(t)| ∀x = x(t) i y = y(t) ∈C[a;b] .

За вiдомими властивостями неперервних функцiй (якими?) вка-
зана вiдстань iснує, є невiд’ємною, ρ(x,y) = 0⇔ (x = y, тобто x(t) =
= y(t) ∀t ∈ [a;b]) i ρ(x,y) = ρ(y,x) ∀x i y∈C[a;b].

Для доведення нерiвностi трикутника зауважимо, що для будь-
яких x = x(t), y = y(t) i z= z(t) ∈C[a;b]
|x(t)−y(t)|= |x(t)−z(t)+z(t)−y(t)|6 |x(t)−z(t)|+ |z(t)−y(t)|6

6max
[a;b]
|x(t)−z(t)|+max

[a;b]
|z(t)−y(t)|= ρ(x,z)+ ρ(z,y) ∀t ∈ [a;b] .

Права частина останньої нерiвностi не залежить вiд t, а тому

ρ(x,y) = max
[a;b]
|x(t)−y(t)|6 ρ(x,z)+ ρ(z,y) ∀x, y i z∈C[a;b].

Отже, простiр C[a;b] є метричним простором.

1.1.4. Простiр CR[a;b]. Простiр CR[a;b] – це множина фун-
кцiй, неперервних на даному вiдрiзку [a;b], з вiдстанню

ρ(x,y) = (R)
bw

a

|x(t)−y(t)|dt ∀x = x(t) i y = y(t) ∈CR[a;b] .

За властивостями R-iнтеграла (iнтеграла Рiмана) функцiя
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ρ(x,y) є невiд’ємною, ρ(x,y) = 0, коли x = x(t) = y = y(t) ∀t ∈ [a;b],
i ρ(x,y) = ρ(y,x).

Припустимо, що ∃t0∈ [a;b]: x(t0) 6= y(t0). Тодi якщо α(t) = |x(t)−
−y(t)|, то α(t0) = |x(t0)−y(t0)|> 0 i за властивостями неперервних
функцiй iснує окiл O(t0) точки t0 такий, що α(t)> 1

2α(t0) ∀t ∈O(t0)∩
∩[a;b] = (a1;b1). Звiдси за адитивною властивiстю R-iнтеграла

(R)
bw

a

α(t)dt = (R)
a1w
a

α(t)dt +(R)
b1w

a1

α(t)dt +(R)
bw

b1

α(t)dt >

> (R)
b1w

a1

α(t)dt >
1
2

α(t0)(b1−a1)> 0, тобто ρ(x,y)> 0.

Отже, ρ(x,y) = 0⇔ x = y, тобто x(t) = y(t) ∀t ∈ [a;b].
Для доведення нерiвностi трикутника зауважимо, що

|x(t)−y(t)|6 |x(t)−z(t)|+ |z(t)−y(t)| ∀t ∈ [a;b].
Звiдси за властивостями монотонностi та лiнiйностi R-iнтеграла дi-
стаємо

ρ(x,y) = (R)
bw

a

|x(t)−y(t)|dt 6 (R)
bw

a

|x(t)−z(t)|dt+

+(R)
bw

a

|z(t)−y(t)|dt = ρ(x,z)+ ρ(z,y) ∀x, y i z∈CR[a;b] .

Отже, простiр CR[a;b] є метричним простором.

1.1.5. Простiр m. Простiр m – це множина обмежених чи-
слових послiдовностей з вiдстанню

ρ(x,y) = sup
n∈N
|xn−yn| ∀x = (xn) i y = (yn) ∈m.

Пропонуємо читачевi самостiйно впевнитися, що m є метри-
чним простором.

1.1.6. Простiр l p. Простiр l p, p> 1 – фiксоване, – це мно-

жина числових послiдовностей x = (xn), для яких ряд
∞
∑

n=1
|xn|p є збi-
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жним, з вiдстанню

ρ(x,y) =

(
∞

∑
n=1

|xn−yn|p
) 1

p

∀x = (xn) i y = (yn) ∈ l p.

Оскiльки iз збiжностi рядiв
∞
∑

n=1
|an| i

∞
∑

n=1
|bn| випливає збiжнiсть

ряду
∞
∑

n=1
max{|an|, |bn|} (переконайтеся у цьому), а

|xn−yn|p6 (|xn|+ |yn|)p6 2pmax{|xn|p, |yn|p},
то вказана вiдстань iснує ∀x i y∈ l p.

Для цiєї вiдстанi ρ доведення потребує лише нерiвнiсть трику-
тника, яка набуває вигляду(

∞

∑
k=1

|xk−yk|p
) 1

p

6

(
∞

∑
k=1

|xk−zk|p
) 1

p

+

(
∞

∑
k=1

|zk−yk|p
) 1

p

. (8)

Ця нерiвнiсть очевидна, коли p = 1, тому вважаємо p> 1. Як i при
доведеннi нерiвностi (5) позначимо ak = |xk−zk|, bk = |zk−yk|. Тодi
нерiвнiсть (8) випливатиме з нерiвностi(

∞

∑
k=1

(ak +bk)p

) 1
p

6

(
∞

∑
k=1

ap
k

) 1
p

+

(
∞

∑
k=1

bp
k

) 1
p

. (9)

Нерiвнiсть (9) називають нерiвнiстю Мiнковського.
Якщо ak = 0 ∀k∈ N або bk = 0 ∀k∈ N, то, враховуючи невiд’єм-

нiсть чисел ak i bk, дiстанемо, що нерiвнiсть (9) очевидно є правиль-
ною. Тому вважаємо, що ∃k1 i k2: ak1 > 0 i bk2 > 0. Тодi нерiвнiсть (9)
рiвносильна нерiвностi

∞

∑
k=1

(ak +bk)p6

( ∞

∑
k=1

(ak +bk)p
) 1

q
(( ∞

∑
k=1

ap
k

) 1
p

+
( ∞

∑
k=1

bp
k

) 1
p

)
, (10)

де 1
q = 1− 1

p > 0. Враховуючи, що p = p+q
q = 1+ p

q i

(ak +bk)p = (ak +bk)(ak +bk)
p
q = ak(ak +bk)

p
q +bk(ak +bk)

p
q ,

дiстанемо нерiвнiсть (10) з нерiвностей

∞

∑
k=1

ak(ak +bk)
p
q 6

(
∞

∑
k=1

ap
k

) 1
p
(

∞

∑
k=1

(
(ak +bk)

p
q

)q
) 1

q
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i
∞

∑
k=1

bk(ak +bk)
p
q 6

(
∞

∑
k=1

bp
k

) 1
p
(

∞

∑
k=1

(
(ak +bk)

p
q

)q
) 1

q

,

якi мають вигляд

∞

∑
k=1

αk βk 6

(
∞

∑
k=1

αp
k

) 1
p
(

∞

∑
k=1

βq
k

) 1
q

, (11)

де p> 1, 1
p + 1

q = 1, αk > 0 i βk > 0 ∀k∈ N.

Нерiвнiсть (11) називають нерiвнiстю Гельдера.

Якщо позначити Ak = αp
k

∞
∑

k=1
αp

k

, Bk = βq
k

∞
∑

k=1
βq

k

, то нерiвнiсть (11) буде

рiвносильною нерiвностi
∞

∑
k=1

A
1
p

k ·B
1
q

k 6 1 =
1
p

+
1
q

=
1
p

∞

∑
k=1

Ak +
1
q

∞

∑
k=1

Bk =
∞

∑
k=1

(
Ak

p
+

Bk

q

)
,

яка випливає з нерiвностей

A
1
p

k ·B
1
q

k 6
Ak

p
+

Bk

q
∀k⇔

Aα
k ·B1−α

k 6 Ak ·α +Bk · (1−α) ∀α ∈ (0;1), Ak > 0 i Bk > 0.

Ця нерiвнiсть правильна, коли Ak = 0 або Bk = 0. А якщо Ak > 0 i
Bk > 0, то вона рiвносильна нерiвностi(

Ak

Bk

)α
6

Ak

Bk
·α +(1−α)⇔ xα 6 xα +(1−α) ∀x> 0⇔

xα−α ·x6 1−α ∀x> 0.

Для доведення останньої нерiвностi розглянемо функцiю

f (x) = xα−αx,

де 0< α< 1, а x> 0.
Оскiльки f ′(x) = αxα−1−α = α(xα−1−1) > 0, коли x∈ (0;1), i

f ′(x)< 0, коли x> 1, то

f (1) = 1−α = max
(0;∞)

f (x)⇒ xα−αx< f (1) = 1−α ∀x> 0.

Цим завершено доведення нерiвностi (8) i твердження про те,
що l p є метричним простором.
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1.1.7. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Простiр R1 – це множина R дiйсних чисел, на якiй якимось чином
введено вiдстань мiж будь-якими двома точками.

2. Нерiвнiсть трикутника у просторi Rn рiвносильна нерiвностi Кошi

– Буняковського
(

n
∑

k=1
akbk

)2

6
n
∑

k=1
a2

k ·
n
∑

k=1
b2

k.

3. Вiдстань мiж дiйсними числами можна визначити тiльки єдиним
способом.

4. Множину R можна зробити простором iзольованих точок.

5. Кожну непорожню множину можна зробити метричним просто-
ром, причому не єдиним способом.

6. Якщо метричнi простори (M1,ρ1) i (M2,ρ2) рiзнi, то i точки в них –
об’єкти рiзної природи, тобто M1 6= M2.

7. Якщо (M,ρ) – метричний простiр, а M1 ⊂M, то (M1,ρ) – метри-
чний простiр.

8. Якщо метричнi простори (M1,ρ1) i (M2,ρ2) рiзнi, то вiдстанi в них
визначаються рiзними способами.

9. Якщо M = N або M = Q, а ρ(x,y) = |x− y|, то (M,ρ) – метричний
простiр.

10. Якщо M =R, а ρ(x,y) = sin2(x−y), то (M,ρ) – метричний простiр.

11. Якщо M = R, а ρ(x,y) = |arctgx− arctgy|, то (M,ρ)– метричний
простiр.

12. Якщо M = R, а ρ(x,y) = | f (x)− f (y)|, де функцiя f : R → R фi-
ксована, то (M,ρ) – метричний простiр тодi й тiльки тодi, коли
f (x) 6= f (y) ∀x 6= y.

13. Якщо (M,ρ) – метричний простiр, а зростаюча функцiя f :R+→R+
така, що f (0) = 0 i f (t1 + t2) 6 f (t1) + f (t2) ∀t1 i t2 > 0, то (M,ρ1) є
метричним простором, коли ρ1(x,y) = f (ρ(x,y)) ∀x i y∈M.

14. Умови твердження 13 задовольняють функцiї а) f (t) = t3; б) f (t) =
= ln(1+ t); в) f (t) = tα ∀α ∈ (0;1).

II. Довести данi твердження.
1. Якщо (M,ρ) – метричний простiр, то ∀xk ∈M, k ∈ 1,n, правильна

нерiвнiсть

ρ(x1,xn)6
n−1

∑
k=1

ρ(xk,xk+1) ∀n∈ N.
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2. Нехай ρ(x,y) задовольняє аксiоми симетрiї i нерiвнiсть трикутника
∀x,y i z∈M. Тодi

а) |ρ(x,z)−ρ(y,z)|6 ρ(x,y) ∀x, y i z∈M;
б) |ρ(x,y)−ρ(a,b)|6 ρ(x,a)+ ρ(y,b) ∀x, y, a i b∈M.

1.2. Збiжнi послiдовностi у метричних просторах

Поняття вiдстанi дозволяє узагальнити поняття збiжної число-
вої послiдовностi на випадок послiдовностi точок довiльного метри-
чного простору.

1.2.1. Поняття збiжної послiдовностi та її границi. Згадаємо
означення скiнченної границi числової послiдовностi (xn):

lim
n→∞

xn = a⇔∀ε> 0∃n0(ε) : |xn−a|< ε ∀n> n0(ε).

Оскiльки у цьому означеннi |x−a| = ρ(x,a) – вiдстань мiж то-
чками x i a у просторi R1 або C1, то природно узагальнити поняття
границi послiдовностi на випадок, коли члени цiєї послiдовностi є
точками довiльного фiксованого метричного простору.

Послiдовнiсть (xn) точок метричного простору (M,ρ) нази-
вають збiжною до точки a ∈ M i записують a = lim

n→∞
xn або

xn→ a (n→ ∞), якщо ∀ε> 0 ∃n0(ε): ρ(xn,a)< ε ∀n> n0(ε).
Отже, lim

n→∞
xn = a⇔ ρ(xn,a)→ 0 (n→ ∞).

При цьому елемент a називають границею послiдовностi (xn)
у просторi (M,ρ). Також кажуть, що (xn) збiгається (або пря-
мує) до a у просторi (M,ρ). Суть даного поняття полягає у тому,

що xn
я.з.
≈ a, коли n

д.
≈ ∞, тобто xn як завгодно близькi до a для всiх

достатньо великих номерiв n.
Якщо послiдовнiсть (xn) не має границi, то кажуть, що вона

розбiжна, або розбiгається.
Дослiдимо умови збiжностi послiдовностi у деяких метричних

просторах.

1.2.2. Умови збiжностi у просторах Rm та Cm.
�Нехай (xn) = (x(n)

1 ,x(n)
2 , ...,x(n)

m ) – послiдовнiсть точок простору
R

m або Cm, m∈ N, i a = (a1,a2, ...,am) ∈ Rm або Cm. Тодi

xn→ a (n→ ∞)⇔ ρ(xn,a) =

√
m

∑
k=1

|x(n)
k −ak|2→ 0 (n→ ∞)⇔
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⇔ x(n)
k −ak→ 0 (n→ ∞) ∀k∈ 1,m⇔ x(n)

k → ak (n→ ∞) ∀k∈ 1,m.�

Отже, має мiсце
Теорема 1 (критерiй збiжностi послiдовностi у просторi Rm

або Cm). Для того щоб послiдовнiсть (xn) = (x(n)
1 ,x(n)

2 , . . . ,x(n)
m )

точок простору R
m або C

m була збiжною до точки a =
= (a1,a2, . . . ,am)∈Rm абоCm, необхiдно й досить, щоб вона бу-

ла покоординатно збiжною до цiєї точки, тобто x(n)
k → ak

(n→ ∞) ∀k∈ 1,m.
Приклад 1. Якщо xn =

(
sinn

n ,nsin1
n

)
, то x(n)

1 = 1
n sinn→ 0 (n→ ∞) як

добуток нескiнченно малої на обмежену; x(n)
2 = sin1/n

1/n → 1 (n→∞) за пер-

шою чудовою границею. Тому xn→ (0,1) (n→ ∞) у просторi R2.

1.2.3. Умови збiжностi у просторi l p. Розглянемо тепер по-
слiдовнiсть (xn) = (x(n)

1 ,x(n)
2 , . . . ,x(n)

k , . . .) точок простору l p, p > 1.
Легко довести (пропонуємо читачевi зробити це), що коли xn→ a

(n→ ∞), де a = (a1,a2, . . . ,ak, . . .) ∈ l p, то x(n)
k → ak (n→ ∞) ∀k∈ N,

тобто xn збiгається до a покоординатно. Разом з цим обернене
твердження неправильне.

Дiйсно, якщо x1 = (1,0,0, . . . ,0, . . .), x2 = (0,1,0, . . . ,0, . . .),
x3 = (0,0,1,0, . . . ,0, . . .) i взагалi, xn = ( 0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸

n−1 нулiв

,1,0, . . . ,0, . . .)

∀n ∈ N, то ця послiдовнiсть покоординатно збiгається до точки

a = (0,0, . . . ,0, . . .) ∈ l p. Але ρ(xn,a) =
∞
∑

k=1
|x(n)

k − ak| = 1 ∀n ∈ N,

тобто ρ(xn,a) 6→ 0 (n→ ∞). Oтже, ця послiдовнiсть не є збiжною
у просторi l p.

Таким чином, для послiдовностi (xn) точок з простору l p, p≥ 1,
її покоординатна збiжнiсть є необхiдною, але не є достатньою умо-
вою збiжностi у просторi l p.

Приклад 2. Знайдемо lim
n→∞

xn у просторi l p, якщо xn =
(

1
k2 + 1

2
nk
p

)
, n,

k∈ N. Покоординатно x(n)
k → ak = 1

k2 (n→ ∞) ∀k∈ N. Позначимо a = (ak)

i знайдемо ρp(xn,a) =
∞
∑

k=1
|x(n)

k −ak|p =
∞
∑

k=1

1
2nk = 1

2n−1 → 0 (n→ ∞).

Отже, lim
n→∞

xn = a у просторi l p, де a =
(

1
k2

)
.
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1.2.4. Умови збiжностi у просторi iзольованих точок.
�Нехай (xn) – послiдовнiсть точок простору (M,ρ) iзольованих

точок i a∈M. Тодi xn→ a (n→ ∞)⇔ ρ(xn,a)→ 0 (n→ ∞)⇔
∀ε ∈ (0;1] ∃n0: ρ(xn,a)< ε6 1 ∀n> n0.

Остання нерiвнiсть за означенням простору iзольованих точок мо-
жлива тодi й тiльки тодi, коли xn = a ∀n> n0. Таку послiдовнiсть
називають стацiонарною.�

Отже, доведена
Теорема 2 (критерiй збiжностi у просторi iзольованих точок).

Для того, щоб послiдовнiсть була збiжною у просторi iзольо-
ваних точок, необхiдно й досить, щоб вона була стацiонар-
ною.

1.2.5. Умови збiжностi у просторi C[a;b].
� Розглянемо послiдовнiсть (xn) = (xn(t)) точок з простору

C[a;b]. Тодi якщо x = x(t) ∈C[a;b], то xn→ x (n→ ∞)⇔
ρ(xn,x) = max

[a;b]
|xn(t)−x(t)| → 0 ⇔ xn(t)⇒ x(t) (n→ ∞) на [a;b],

тобто функцiональна послiдовнiсть (xn(t)) є рiвномiрно збiжною до
функцiї x = x(t) на вiдрiзку [a;b].�

Отже, доведена
Теорема 3 (критерiй збiжностi у просторi C[a;b]). Для того

щоб послiдовнiсть (xn) = (xn(t)) була збiжною до x= x(t) у про-
сторi C[a;b], необхiдно й досить, щоб ця послiдовнiсть була
рiвномiрно збiжною до функцiї x = x(t) на вiдрiзку [a;b].

Приклад 3. 1) Розглянемо послiдовнiсть функцiй xn(t) =
√

t + εn, де
t ∈ [0;1], 0< εn→ 0 (n→ ∞), i знайдемо її границю у просторi C[0;1].

Поточково xn(t)→
√

t (n→ ∞) ∀t ∈ [0;1]. Знайдемо у просторi C[0;1]
вiдстань ρ(xn,x) = max

[0;1]
|
√

t + εn−
√

t|= max
[0;1]

εn√
t+εn+

√
t

=
√

εn→ 0 (n→ ∞).

Отже, xn→ x (n→ ∞) у просторi C[0;1].
2) Послiдовнiсть xn = tn, t ∈ [0;1], поточково збiгається до функцiї

x(t) =
{ 0, 06 t < 1,

1, t = 1,
яка є розривною на вiдрiзку [0;1]. Тому у просторi

C[0;1] ця послiдовнiсть (xn) не має границi.

1.2.6. Умови збiжностi у просторi CR[a;b]. Зауважимо, що
умова рiвномiрної збiжностi є достатньою для того, щоб послiдов-
нiсть (xn) = (xn(t)) була збiжною до x = x(t) у просторi CR[a;b]. Це
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випливає з нерiвностi

ρ(xn,x) = (R)
bw

a

|xn(t)−x(t)|dt 6max
[a;b]
|xn(t)−x(t)| · (b−a).

Разом з тим для послiдовностi (xn) = (tn), t ∈ [0;1], маємо:

ρ(xn,0) = (R)
1w

0

|tn−0|dt =
tn+1

n+1

∣∣∣∣1
0

=
1

n+1
→ 0 (n→ ∞),

але tn 6⇒ 0 на [0;1], бо max
[0;1]
|tn−0|= 1 6→ 0 (n→ ∞).

Отже, умова рiвномiрної збiжностi є достатньою, але не є не-
обхiдною для того, щоб послiдовнiсть (xn) = (xn(t)) була збiжною у
просторi CR[a;b].

1.2.7. Властивостi границi послiдовностi. Оскiльки означен-
ня границi послiдовностi у довiльному метричному просторi за фор-
мою таке саме, як i у просторi R1 або C1, то природно чекати, що
й властивостi границi послiдовностi у метричному просторi (M,ρ)
нагадують властивостi границi послiдовностi у просторi R1 або C1.
I це дiйсно так. Сформулюємо цi властивостi:

1◦ (про єдинiсть границi). Кожна послiдовнiсть у просторi
(M,ρ) має не бiльше однiєї границi.

2◦ (про границю пiдпослiдовностi). Якщо xn→ a (n→ ∞), то
xnk → a (k→ ∞) ∀nk ↑ ∞ (k→ ∞).

3◦ (про неперервнiсть вiдстанi). Якщо xn→ a i yn→ b (n→ ∞)
у метричному просторi (M,ρ), то ρ(xn,yn) → ρ(a,b)
(n→ ∞).

Щоб сформулювати наступну властивiсть, введемо поняття
обмеженої послiдовностi у метричному просторi: послiдовнiсть
(xn), де xn ∈ M ∀n ∈ N, називають обмеженою у просторi (M,ρ),
якщо ∀a∈M ∃H > 0: ρ(xn,a)6 H ∀n∈ N.

4◦ (про обмеженiсть збiжної послiдовностi). Якщо послiдов-
нiсть є збiжною у метричному просторi (M,ρ), то вона
є обмеженою у цьому просторi.

� Для доведення властивостi 1◦ припустимо, що деяка послi-
довнiсть (xn) у деякому метричному просторi (M,ρ) має бiльше
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однiєї границi. Тодi у цьому просторi iснують точки a i b такi, що
a 6= b, але xn→ a i xn→ b (n→ ∞). Враховуючи нерiвнiсть трику-
тника, маємо ρ(a,b) ≤ ρ(a,xn) + ρ(xn,b) ∀n∈ N. Звiдси, враховую-
чи, що ρ(a,xn) = ρ(xn,a)→ 0 i ρ(xn,b)→ 0 (n→ ∞), дiстаємо, що
ρ(a,b)6 0. Але ρ(a,b)> 0, оскiльки a 6= b, тобто дiстали протирiч-
чя, яке доводить властивiсть 1◦.�
� Для доведення властивостi 3◦ зауважимо, що коли ρ(xn,yn)−

−ρ(a,b)> 0, то

|ρ(xn,yn)−ρ(a,b)|= ρ(xn,yn)−ρ(a,b)6 ρ(xn,a)+ρ(a,yn)−ρ(a,b)6

6 ρ(xn,a)+ ρ(a,b)+ ρ(b,yn)−ρ(a,b) = ρ(xn,a)+ ρ(yn,b).
До такої самої нерiвностi приходимо i у випадку, коли ρ(xn,yn)−
−ρ(a,b) 6 0. Тому |ρ(xn,yn)− ρ(a,b)| 6 ρ(xn,a) + ρ(yn,b) ∀n ∈ N.
Оскiльки ρ(xn,a)→ 0 i ρ(yn,b)→ 0 (n→∞), то з останньої нерiвно-
стi за вiдомими властивостями (якими?) границi числової послiдов-
ностi дiстанемо, що |ρ(xn,yn)−ρ(a,b)|→ 0, тобто ρ(xn,yn)→ ρ(a,b)
(n→ ∞).�

Iншi властивостi пропонуємо читачевi довести самостiйно.
Зауваження. Природно виникає питання про те, чи є правиль-

ним у довiльному метричному просторi критерiй Кошi збiжностi по-
слiдовностi. Вiдповiдь на це питання дана у пiдроздiлi 1.6.

1.2.8. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Якщо (xn) збiгається до a у метричному просторi (M,ρ), то ∃ε > 0
∃n0(ε): ρ(xn,a)< ε ∀n> n0(ε).

2. Твердження, обернене до 1, є правильним.
3. Якщо a = lim

n→∞
xn у метричному просторi (M,ρ), то ∀ε > 0 ∃n0(ε):

|xn−a|< ε ∀n> n0(ε).
4. Якщо xn ∈M1 ⊂M ∀n i xn→ a (n→ ∞) в (M,ρ), то xn→ a (n→ ∞)

в (M1,ρ).
5. Якщо a = lim

n→∞
xn у метричному просторi (M,ρ), то ∀ε > 0 ∃n0(ε):

ρ(xm,xn)< ε ∀m> n> n0(ε).
6. Твердження, обернене до 5, є правильним.
7. Якщо ∀ε > 0 ∃n0(ε): ρ(xm,xn) < ε ∀m> n> n0(ε), то послiдовнiсть

(xn) обмежена у метричному просторi (M,ρ).
8. Якщо ∃nk ↑∞: ρ(xnk,a)→ 0 (k→∞), то послiдовнiсть (xn) є збiжною

у метричному просторi (M,ρ).
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9. Якщо виконано умови тверджень 7 i 8, то послiдовнiсть (xn) є збi-
жною у метричному просторi (M,ρ).

10. Якщо (xn) є збiжною у метричному просторi (M,ρ), то (xn) є стацi-
онарною у цьому просторi.

11. Твердження, обернене до 10, є правильним.

12. Якщо функцiональна послiдовнiсть (xn(t)) є рiвномiрно збiжною на
вiдрiзку [a;b], то послiдовнiсть (xn) = (xn(t)) є збiжною у метрично-
му просторi C[a;b].

13. Iснує метричний простiр, у якому кожна послiдовнiсть є обмеже-
ною.

14. Послiдовнiсть (xn) обмежена у метричному просторi (M,ρ) тодi й
тiльки тодi, коли ∃a∈M i ∃H > 0: ρ(xn,a)< H ∀n∈ N.

15. Кожна послiдовнiсть у даному метричному просторi має єдину гра-
ницю.

16. Якщо ∀nk ↑ ∞ пiдпослiдовнiсть (xnk) є збiжною у метричному про-
сторi (M,ρ), то й послiдовнiсть (xn) є збiжною у метричному про-
сторi (M,ρ).

17. Якщо ρ(xn,yn)→ ρ(a,b) (n→ ∞), то xn→ a i yn→ b (n→ ∞) у ме-
тричному просторi (M,ρ).

18. У метричному просторi C1 послiдовнiсть (zn) є збiжною тодi й тiль-
ки тодi, коли (|zn|) є збiжною послiдовнiстю.

19. У метричному просторi C1 zn→ 0 (n→ ∞)⇔ |zn| → 0 (n→ ∞).

20. У метричному просторi mобмежених послiдовностей послiдовнiсть
(xn) = (x(n)

1 ,x(n)
2 , . . . ,x(n)

m , . . .) є збiжною до a = (a1,a2, . . . ,am, . . .) ∈
∈m тодi й тiльки тодi, коли а) x(n)

k → ak (n→∞) ∀k або б) x(n)
k ⇒ ak

(n→ ∞) на множинi N.

21. У метричному просторi l p послiдовнiсть (xn) = ((x(n)
1 ,x(n)

2 , . . . ,

x(n)
m , . . .)) є збiжною до a = (a1,a2, . . . ,am, . . .) ∈ l p тодi й тiльки тодi,

коли x(n)
k ⇒ ak (n→ ∞) на множинi N.

II. Довести данi твердження.

1. Послiдовнiсть (xn), де xn = (x(n)
k ), а x(n)

k = 0, коли k 6= n, i x(n)
n = 1,

є послiдовнiсть з простору m, яка покоординатно збiгається, але не
збiгається у просторi m.

2. Послiдовнiсть (xn), де xn = (x(n)
k ), а x(n)

k = 1
n1/p , ∀k ∈ 1,n, i

x(n)
k = 0∀k> n, є послiдовнiстю з простору l p p> 1, причому x(n)

k ⇒ 0
(n→ ∞) на множинi N, але (xn) не є збiжною у просторi l p.



1.3.1] Ïîíÿòòÿ êóëi, çàìêíåíî¨ êóëi òà ñôåðè 30

3. Послiдовнiсть (xn) обмежена у метричному просторi (M,ρ) тодi й
тiльки тодi, коли ∃a∈M, H > 0 i n0 > 0: ρ(xn,a)6 H ∀n> n0.

1.3. Класифiкацiя точок метричного простору
стосовно даної множини

У даному пiдроздiлi цiлком природно вводяться поняття зовнi-
шньої, внутрiшньої, межової, граничної, iзольованої точок i точки
дотику даної множини у метричному просторi. Зокрема, стає зрозу-
мiлою назва простору iзольованих точок.

1.3.1. Поняття кулi, замкненої кулi та сфери. Iз шкiльного
курсу математики вiдомо, що множину точок тривимiрного про-
стору, вiддалених вiд даної точки a на вiдстань, меншу за дане чи-
сло r > 0, називають кулею. За аналогiєю це поняття узагальнює-
ться на довiльний метричний простiр: кулею (замкненою кулею)
у просторi (M,ρ) iз центром у точцi a∈M i радiусом r > 0 на-
зивають множину

K(a, r) = {x∈M : ρ(x,a)< r} (K(a, r) = {x∈M : ρ(x,a)≤ r}).
При цьому множину S(a, r) = {x∈M : ρ(x,a) = r} називають сфе-
рою iз центром у точцi a i радiусом r > 0.

Геометричну iлюстрацiю кулi, замкненої кулi i сфери для про-
сторiв R1, R2 i R3 дано вiдповiдно на рис. 2, 3 та 4.



1.3.2]
Êëàñèôiêàöiÿ òî÷îê ìåòðè÷íîãîïðîñòîðó ñòîñîâíî äàíî¨ ìíîæèíè 31

Приклад 1. Для простору C[a;b] точками кулi K(a, r) (замкненої кулi
K(a, r)) є функцiї x = x(t) ∈C[a;b], графiки яких лежать у вiдкритiй (за-
мкненiй) криволiнiйнiй смузi P (P), зображенiй на рис. 5.

Точками сфери S(a, r) у просторi C[a;b] є функцiї x = x(t)∈C[a;b], гра-
фiки яких лежать у замкненiй смузi P, причому мають спiльнi точки з гра-
фiком або функцiї x = a(t)+ r, або функцiї x = a(t)− r.

Кулю K(a, r) називають також r-околом або околом точки a у
метричному просторi (M,ρ) i позначають Or(a) або O(a). Проколе-
ним r-околом (проколеним околом) точки a у просторi (M,ρ)
називають множину O∗r (a) := Or(a)\{a}=: O∗(a).

1.3.2. Класифiкацiя точок метричного простору стосовно да-
ної множини. Нехай E – довiльна множина точок з метричного
простору (M,ρ). Тодi точку a називають
• внутрiшньою точкою множини E, якщо вона належить E

разом iз своїм деяким околом, тобто ∃ε> 0: Oε(a)⊂ E;

• зовнiшньою точкою множини E, якщо у деякому околi цiєї
точки немає жодної точки з множини E, тобто ∃ε> 0: Oε(a)∩
∩E =∅;

• межовою точкою множини E, якщо у довiльному околi цiєї
точки є як точки з множини E так i точки, що не належать E,
тобто Oε(a)∩E 6=∅ i Oε(a)∩ (M\E) 6=∅ ∀ε> 0;
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• iзольованою точкою множини E, якщо у деякому околi цiєї
точки є лише одна точка з E, а саме a, тобто ∃ε > 0: Oε(a)∩
∩E = {a};
• точкою дотику множини E, якщо у довiльному околi цiєї

точки є точки з множини E, тобто Oε(a)∩E 6=∅ ∀ε> 0;

• граничною точкою множини E, якщо у довiльному проко-
леному околi цiєї точки є точки з множини E, тобто O∗ε(a)∩
E 6=∅ ∀ε> 0.

Назва простору iзольованих точок пояснюється тим, що кожна
точка цього простору є iзольваною для нього.

Приклад 2. Якщо E = [0;1)∪{2}, то у просторi R1 внутрiшнiми для
E є точки iнтервалу (0;1), зовнiшнiми є точки множини (−∞;0)∪ (1;2)∪
∪(2;+∞), межовими є точки 0, 1 i 2, iзольованою є точка 2, точками до-
тику є точки множини [0;1]∪{2}, граничними є точки вiдрiзка [0;1].

Для даної множини E з метричного простору (M,ρ) розглядають
множини:
• внутрiшнiсть E – множину E◦ усiх внутрiшнiх точок мно-

жини E;

• зовнiшнiсть E – множину усiх зовнiшнiх точок множини E;

• межу E – множину ∂E усiх межових точок множини E;

• замикання E – множину E усiх точок дотику множини E;

• похiдну множину E – множину E′ усiх граничних точок мно-
жини E.

Приклад 3. Легко бачити, що коли E = K(a, r), то E◦ = K(a, r) – вну-
трiшнiсть E, {x : ρ(x,a) > r} – зовнiшнiсть E, ∂E = S(a, r) – межа E,
E = K(a, r) – замикання E, а E′ = K(a, r), коли E ⊂ Rn, i E′ = ∅, коли
E – множина з простору iзольованих точок.

Для iлюстрацiї методiв доведення цих тверджень доведемо спiввiдно-
шення E◦ = E.
� Якщо x0 ∈ K(a, r), то ρ(x0,a) = r1 < r, а тому ε = r− r1 > 0. Розгля-

немо Oε(x0). Оскiльки ρ(x,x0) < ε = r − r1 ∀x ∈ Oε(x0), то за нерiвнiстю
трикутника ρ(x,a) 6 ρ(x,x0) + ρ(x0,a) < r − r1 + r1 = r, тобто x∈ K(a, r),
якщо x ∈ Oε(x0). Отже, ∃ε > 0: Oε(x0) ⊂ K(a, r), а тому довiльна то-
чка x0 кулi K(a, r) є внутрiшньою точкою цiєї кулi. Якщо x0 6∈ K(a, r), то
∀ε > 0 Oε(x0) 6⊂ K(a, r), а тому внутрiшнiсть кулi K(a, r) збiгається з цiєю
кулею.�
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1.3.3. Критерiї граничної точки i точки дотику. Розглянемо
детальнiше поняття граничної точки множини.
� 1) З’ясуємо, чи може деякий проколений окiл O∗ε(x0) грани-

чної точки x0 множини E мiстити в собi тiльки скiнченну кiлькiсть
точок множини E. Припустимо, що це так, тобто ∃ε > 0: O∗ε(x0)∩
∩E = {x1,x2, . . . ,xn}. Позначивши δ = min

16k6n
ρ(x0,xk), помiтимо, що

O∗δ(x0)∩E =∅, що суперечить означенню граничної точки.
Отже, якщо x0 – гранична точка множини E, то в будь-якому її

околi мiститься нескiнченна кiлькiсть точок множини E. Зрозумiло,
що правильне i обернене твердження.

2) Встановимо тепер зв’язок мiж поняттям граничної точки i по-
няттям збiжностi. Нехай x0 ∈ E′, тобто ∀ε > 0 O∗ε(x0)∩E 6= ∅. Тодi
∀n ∈ N ∃xn ∈ O∗1/n(x0)∩E⇒ ∃(xn): x0 6= xn ∈ E ∀n i 0< ρ(xn,x0) <
< 1/n→ 0 (n→ ∞), тобто xn→ x0 (n→ ∞).

Нехай тепер ∃(xn): x0 6= xn ∈ E ∀n i xn→ x0 (n→ ∞). Тодi ∀ε > 0
∃n0(ε): 0< ρ(xn,x0) < ε ∀n> n0(ε)⇒ xn ∈ O∗ε(x0)∩E ⇒ O∗ε(x0)∩
∩E 6=∅ ∀ε> 0, тобто x0 ∈ E′.�

Отже, має мiсце
Теорема 1 (критерiї граничної точки). Для того щоб точка x0

була граничною точкою множини E, необхiдно й досить, щоб
виконувалась будь-яка з умов: 1) у довiльному околi точки x0

мiститься безлiч точок з множини E; 2) ∃(xn): x0 6= xn ∈ E ∀n
i xn→ x0 (n→ ∞).

Змiст поняття точки дотику стає бiльш зрозумiлим пiсля того, як
його пов’язати з поняттям вiдстанi вiд точки до множини.

Нехай точка x0 i множина E 6=∅ лежать у метричному просторi
(M,ρ). Назвемо вiдстанню вiд точки x0 до множини E число

ρ(x0,E) := inf
y∈E

ρ(x0,y).

Приклад 4. 1) Якщо E = {xn: n ∈ N},
a = lim

n→∞
xn, то ρ(a,E) = 0, але не навпаки.

2) Якщо E = {(x,cosx): x∈ [−π/2;π/2]},
O = (0,0), то у просторi R2 ρ(O,E) =
= min

[−π/2;π/2]

√
x2 +cos2x = 1 (рис. 6).

З’ясуємо, як можна трактувати рiвнiсть ρ(x0,E) = 0.
� За критерiєм iнфiмуму ρ(x0,E) = inf

y∈E
ρ(x0,y) = 0⇔

(
∀ε > 0
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∃y∈ E: 06 ρ(x0,y)< ε
)
⇔
(
∀ε> 0∃y∈Oε(x0)∩E

)
⇔ x0 ∈ E, тобто

x0 – точка дотику множини E.�
Отже, правильна
Теорема 2 (критерiй точки дотику). Для того щоб точка x0

була точкою дотику множини E у просторi (M,ρ), необхiдно
й досить, щоб ρ(x0,E) = 0.

Iнакше кажучи, E = {x∈M: ρ(x,E) = 0}.
З теореми 2 випливає очевидний
Наслiдок 1. Якщо x0 /∈ E, то ρ(x0,E)> 0.

1.3.4. Теореми Больцано – Вейєрштрасса. Вiдомо, що кож-
на нескiнченна обмежена множина E з простору R1 або C1 має
принаймнi одну граничну точку. Покажемо, що це твердження має
мiсце для довiльного простору Rm або Cm.

Насамперед, назвемо множину E обмеженою у метричному
просторi (M,ρ), якщо вона повнiстю лежить у кулi S(a, r) з цен-
тром у довiльнiй точцi a∈M i досить великого радiуса r > 0. Отже,
множина E обмежена у просторi (M,ρ), якщо

∀a∈M ∃r > 0: ρ(x,a)< r ∀x∈ E.

Виявляється, що дане означення можна сформулювати дещо
iнакше: множина E обмежена у просторi (M,ρ), якщо

∃a∈M i ∃r > 0: ρ(x,a)< r ∀x∈ E.

Пропонуємо читачевi самостiйно впевнитися у цьому.
� Розглянемо тепер довiльну нескiнченну обмежену множину

E з простору Rm або Cm. У нiй iснує зчисленна пiдмножина E1⊂ E,
елементи якої утворюють послiдовнiсть (xn) з попарно рiзними чле-
нами xn = (x(n)

1 ,x(n)
2 , . . . ,x(n)

m ). Зрозумiло, що (xn) – обмежена послi-
довнiсть, а тому для елемента a= (0,0, . . . ,0) з просторуRm абоCm

iснує r > 0 таке, що

ρ(xn,a) =

√
m

∑
k=1

|x(n)
k −0|2 =

√
m

∑
k=1

|x(n)
k |2 < r ∀n∈ N.

Звiдси випливає, що для фiксованого k ∈ 1,m |x(n)
k | < r ∀n ∈ N,

тобто числова послiдовнiсть (x(n)
k ) є обмеженою у просторi R1

або C1 ∀k ∈ 1,m. Вiдомо, що кожна обмежена числова послiдов-
нiсть має принаймнi одну скiнченну часткову границю. Тому iснує
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(x(n(1)
i )

1 ) – збiжна до a1 пiдпослiдовнiсть послiдовностi (x(n)
1 ). Так

само iснують: (x(n(2)
i )

2 ) – збiжна до a2 пiдпослiдовнiсть послiдовно-

стi (x(n(1)
i )

2 ), (x(n(3)
i )

3 ) – збiжна до a3 пiдпослiдовнiсть послiдовностi

(x(n(2)
i )

3 ) i взагалi, (x(n(k)
i )

k ) – збiжна до ak пiдпослiдовнiсть послiдов-

ностi (x(n(k−1)
i )

k ) ∀k ∈ 2,m. Враховуючи, що за побудовою послiдов-

нiсть (x(n(m)
i )

k ) є пiдпослiдовнiстю послiдовностi (x(n(k)
i )

k ) ∀k∈ 1,m, дi-

станемо: x
(n(m)

i )
k → ak (i→∞) ∀k∈ 1,m. Звiдси за критерiєм збiжностi

послiдовностi у просторi Rm або Cm маємо: x
n(m)

i
∈ E ∀i та

x
n(m)

i
=
(

x
(n(m)

i )
1 ,x

(n(m)
i )

2 , . . . ,x
(n(m)

i )
m

)
→ (a1,a2, . . . ,am) = a (i→ ∞),

причому для всiх досить великих номерiв n(m)
i члени x

n(m)
i
6= a,

оскiльки вони попарно рiзнi. Згадуючи теорему 1, дiстанемо, що a
є граничною точкою множини E.�

Враховуючи проведенi мiркування, приходимо до висновку, що
мають мiсце наступнi теореми.

Теорема 3 (Больцано – Вейєрштрасса про збiжну пiдпослiдов-
нiсть обмеженої послiдовностi). Кожна обмежена у просторi Rm

або Cm послiдовнiсть (xn) має збiжну у цьому просторi пiдпо-
слiдовнiсть.

Теорема 4 (Больцано – Вейєрштрасса про iснування граничної
точки множини). Кожна нескiнченна обмежена множина з про-
стору Rm або Cm має принаймнi одну граничну точку.

1.3.5. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. У довiльному метричному просторi будь-яка замкнена куля є ку-
лею.

2. Будь-яка замкнена куля з просторуRn не є кулею у цьому просторi.

3. У просторi iзольованих точок будь-яка замкнена куля є кулею.

4. У просторi iзольованих точок будь-яка куля радiуса r1 = 2спiвпадає
з будь-якою кулею радiуса r1 > 1.

5. Множина M = [0;+∞) з вiдстанню ρ(x,y) = |x−y| є метричним про-
стором.
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6. Якщо K(0,2) = E1 i E2 = K(1,
√

2) – кулi з метричного простору
твердження 5, то E1 ⊂ E2, тобто куля бiльшого радiуса може бути
частиною кулi меншого радiуса.

7. У довiльному метричному просторi (M,ρ) O∗(a) 6=∅ ∀a∈M.

8. O∗(a) 6=∅ ∀a∈ Rm.

9. Якщо множина E скiнченна, то вона не має а) внутрiшнiх точок,
б) граничних точок.

10. Якщо E 6= M, то зовнiшнiсть множини E у просторi (M,ρ) не може
бути а) порожньою; б) скiнченною.

11. Якщо a /∈ E, то a – зовнiшня точка E.

12. Твердження, обернене до 11, є правильним.

13. Точка a∈ E, якщо вона є для множини E а) внутрiшньою точкою;
б) межовою точкою; в) точкою дотику; г) iзольованою точкою;
д) граничною точкою.

14. Вiдстань ρ(x0,E) iснує для будь-яких точки x0 i множини E 6=∅ ме-
тричного простору (M,ρ).

15. Якщо a∈ E◦, то a∈ E′.

16. Твердження 15 є правильним, якщо E ⊂ Rn.

17. Кожна точка дотику множини E є або граничною точкою E, або
iзольованою точкою E.

18. Iснує метричний простiр, в якому будь-яка множина не має а) гра-
ничних точок; б) межових точок.

19. Внутрiшня точка множини не може бути iзольованою точкою цiєї
множини.

20. Якщо x0 ∈ E′, то а) x0 ∈ E, б) x0 /∈ E.

21. Якщо a – гранична точка множини E у метричному просторiR1, то
a – гранична точка E у метричному просторi R2.

22. Якщо у твердженнi 21 слово “гранична” замiнити словом “внутрi-
шня”, то дiстанемо правильне твердження.

23. Якщо E 6= M, то а) E′ 6= M, б) ∂E 6= M, в) E◦ 6= M.

24. Якщо E =Q, то у просторi R1 E′ = R.

II. Довести данi твердження.
1. (A∪B)′ = A′∪B′.

2. (A∩B)′ ⊂ A′∩B′, але, взагалi кажучи, (A∩B)′ 6= A′∩B′.

3. A∪B = A∪B.

4. A∩B⊂ A∩B, але, взагалi кажучи, A∩B 6= A∩B.
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5. (A∪B)◦ ⊃ A◦∪B◦, але, взагалi кажучи, (A∪B)◦ 6= A◦∪B◦.

6. (A∩B)◦ = A◦∩B◦.

7. ∂E = E \E◦.

8. E = E∪E′ = E∪∂E.

9. ∂(A∪B)⊂ ∂A∪∂B, але, взагалi кажучи, ∂(A∪B) 6= ∂A∪∂B.

10. Сфера S(a, r) мiстить межу ∂K(a, r) кулi K(a, r), проте не обов’яз-
ково S(a, r) = ∂K(a, r).

III. Знайти A◦, ∂A, A′, точки дотику, зовнiшнi та iзольованi точки даної
множини A⊂ R1:

1. A =
∞S

n=1
{n+1/n}; 2. A =

∞S

k=1

∞S

n=1
{k+1/n};

3. A =
∞S

n=1

(
1

n+1; 1
n

)
; 4. A = (0;1)∪

{
1, 1

2,
1
3, . . . ,

1
n, . . .

}
;

5. A =Q ; 6. A = R\Q ;

7. A – множина дiйсних алгебраїчних чисел.

IV. Знайти A◦, ∂A, A′, точки дотику, зовнiшнi та iзольованi точки даної мно-
жини A⊂ C1:

1. A = {z : 06 r 6 |z−z0|< R6+∞}.
2. A = {z : −π< α6 arg(z−z0)< β6 π}.
3. A = {z : |z−1|+ |z+1|= 2}.

4. A = {z : 2Rez
|z|2 > 1}. 5. A = {z : Rez+Im z

|z| 6 1}.

6. A = {z : |z|− Im z6 1}. 7. A = {z : Im z
|z| 6

1
2}.

1.4. Вiдкритi, замкненi i досконалi множини
у метричних просторах

Поняття вiдкритої, замкненої i досконалої множини є певним
узагальненням понять числових промiжкiв та їх об’єднань.

1.4.1. Поняття вiдкритої, замкненої i досконалої множини.
Множину E з метричного простору (M,ρ) називають
• вiдкритою, якщо вона не мiстить жодної своєї межової то-

чки, тобто ∂E∩E =∅;

• замкненою, якщо вона мiстить усi свої межовi точки, тобто
∂E ⊂ E;

• досконалою, якщо вона замкнена i не має iзольованих точок.
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Приклад 1. Кожна куля K(a, r) є вiдкритою множиною, бо жодна то-
чка сфери S(a, r)⊃ ∂K(a, r) не належить до кулi K(a, r). Зрозумiло, що ко-
жна замкнена куля K(a, r) є замкненою множиною, а якщо K(a, r) ⊂ Rn,
то K(a, r) – досконала множина. Зокрема, у просторi R1 iнтервал (a;b)
– вiдкрита множина, вiдрiзок [a;b] – замкнена i досконала множина, а
пiвiнтервал (a;b] не є нi вiдкритою, нi замкненою множиною.

Знайдемо зв’язок мiж вiдкритими i замкненими множинами.
� Нехай E – довiльна множина з простору (M,ρ), а F = M \E.

Зрозумiло, що ∂E = ∂F (впевнiться у цьому). Тому жодна точка ∂E
не мiститься у E тодi i тiльки тодi, коли ця точка мiститься у F, тобто
∂E∩E =∅⇔ ∂F ⊂F . Отже, E – вiдкрита⇔F = M\E – замкнена,
причому E = M \F = CMF . Так само доводимо, що E – замкнена
⇔ F = M \E – вiдкрита. �

Отже, має мiсце
Теорема 1 (про зв’язок мiж вiдкритими та замкненими множи-

нами). Для того щоб множина E була вiдкритою (замкненою)
у метричному просторi (M,ρ), необхiдно й досить, щоб мно-
жина F = CME була замкненою (вiдкритою) у метричному
просторi (M,ρ), причому E = CMF.

1.4.2. Критерiї вiдкритої, замкненої i досконалої множин.
� Нехай G – довiльна вiдкрита множина у метричному прострi

(M,ρ). Тодi будь-яка точка x0 ∈ G не є межовою точкою G, тобто
iснує окiл цiєї точки, який складається тiльки з точок множини G.

Отже, будь-яка точка вiдкритої множини G є внутрiшньою то-
чкою цiєї множини.

Нехай тепер будь-яка точка множини G є внутрiшньою точкою
G. Тодi будь-яка межова точка G не може належати G, тобто G –
вiдкрита множина.�

Цим самим доведена
Теорема 2 (критерiй вiдкритої множини). Для того щоб мно-

жина G була вiдкритою у просторi (M,ρ), необхiдно й досить,
щоб кожна точка множини G була внутрiшньою точкою цiєї
множини.

Знайдемо умови замкненостi множини.
� 1) Розглянемо довiльну замкнену множину F у метричному

просторi (M,ρ) i вiзьмемо довiльну граничну точку x0 цiєї множини.
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Припустимо, що x0 /∈ F . Тодi у будь-якому околi точки x0 є точки з
множини F i з множини M \F, тобто x0 ∈ ∂F ⊂ F ⇒ x0 ∈ F, а це
суперечить припущенню, що x0 /∈ F . Отже, кожна гранична точка
замкненої множини F належить цiй множинi, тобто F ′ ⊂ F .

2) Нехай F ′ ⊂ F . Тодi F = F ′∪F ⊂ F, а тому F = F .
3) Нехай F = F . Вiзьмемо довiльну послiдовнiсть (xn): xn ∈ F ∀n

та (xn) збiжна у метричному просторi (M,ρ) до деякої точки x0. Тодi,
якщо ∃n0: x0 = xn0, то x0∈ F, а якщо xn 6= x0 ∀n, то за критерiєм гра-
ничної точки x0∈ F ′ ⊂ F⇒ x0∈ F . Отже, якщо F = F, то lim

n→∞
xn∈ F

для будь-якої збiжної послiдовностi (xn): xn ∈ F ∀n∈ N.
4) Нехай lim

n→∞
xn ∈ F для будь-якої збiжної послiдовностi (xn):

xn ∈ F ∀n. Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ ∂F . Якщо припустити,
що x0 /∈ F, то у будь-якому проколеному околi точки x0 є точки
з множини F . Тому x0 ∈ F ′ i за критерiєм граничної точки ∃(xn):
x0 6= xn ∈ E ∀n i lim

n→∞
xn = x0⇒ x0 ∈ F, що суперечить припущенню.

Отже, якщо x0 ∈ ∂F, то x0 ∈ F . Тому ∂F ⊂ F, тобто F – замкнена
множина.�

Проведенi мiркування показують, що правильна
Теорема 3 (критерiї замкненої множини). Нехай F – довiльна

множина з метричного простору (M,ρ). Тодi твердження 1)
– 4) є еквiвалентними: 1) F – замкнена множина; 2) F ′ ⊂ F ;
3) F = F ; 4) lim

n→∞
xn∈F для будь-якої збiжної послiдовностi (xn):

xn ∈ F ∀n.
Знайдемо тепер критерiй досконалої множини.
� Нехай E – досконала множина. Тодi E – замкнена множи-

на i без iзольованих точок. Тому кожна точка x0 ∈ E є граничною
точкою E, тобто E ⊂ E′. За теоремою 3 E′ ⊂ E i тому E′ = E.

Нехай тепер E′ = E. Тодi E′ ⊂ E i за теоремою 3 E – замкне-
на множина. Крiм того E ⊂ E′, тобто кожна точка E не може бути
iзольованою точкою E, бо є граничною точкою множини E.�

Отже, доведена
Теорема 4 (критерiй досконалої множини). Для того, щоб

множина E була досконалою у метричному просторi (M,ρ),
необхiдно й досить, щоб E′ = E.
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1.4.3. Об’єднання та перерiз вiдкритих i замкнених множин.
Легко бачити, що об’єднання будь-якої кiлькостi iнтервалiв є вiд-
критою множиною у просторi R1. Природно виникає питання, чи
є вiдкритою множиною довiльне об’єднання множин, вiдкритих у
довiльному просторi (M,ρ), та аналогiчне питання про перерiз вiд-
критих множин.
� Нехай Gk – вiдкритi множини у метричному просторi (M,ρ)

∀k ∈ Λ, а G =
S

k
Gk. Тодi ∀x0 ∈ G ∃k0: x0 ∈ Gk0 i за теоремою 2

∃O(x0) ⊂ Gk0 ⇒ O(x0) ⊂ G, а тому знову за теоремою 2 множина
G є вiдкритою.

Якщо Gk =
(
−1

k ; 1
k

)
∀k∈N, то Gk – вiдкритi множини у просторi

R
1, але множина G =

∞T

k=1
Gk =

∞T

k=1

(
−1

k ; 1
k

)
= {0} не є вiдкритою у

просторi R1.
Отже, перерiз нескiнченної кiлькостi вiдкритих множин може не

бути вiдкритою множиною.
Розглянемо вiдкритi множини G1 i G2 та їх перерiз G = G1∩G2.

Тодi ∀x0 ∈ G маємо x0 ∈ G1 i x0 ∈ G2. За теоремою 2 ∃Or1(x0) ⊂ G1

i Or2(x0)⊂G2, а тому Or(x0)⊂G1∩G2, де r = min{r1, r2}. Отже, за
теоремою 2 множина G = G1∩G2 вiдкрита.

Методом математичної iндукцiї легко довести, що у довiльному

метричному просторi ∀n∈N множина G=
nT

k=1
Gk є вiдкритою, якщо

множини Gk вiдкритi ∀k∈ 1,n.�
Таким чином, доведена
Теорема 5 (про об’єднання та перерiз вiдкритих множин).

1. Об’єднання будь-якої кiлькостi вiдкритих множин є вiд-
критою множиною. 2. Перерiз нескiнченної кiлькостi вiдкри-
тих множин може не бути вiдкритою множиною, але пере-
рiз будь-якої скiнченної кiлькостi вiдкритих множин є вiд-
критою множиною.

Аналогiчними мiркуваннями можна довести, що правильна
Теорема 6 (про об’єднання та перерiз замкнених множин).

1. Перерiз будь-якої кiлькостi замкнених множин є замкне-
ною множиною. 2.Об’єднання нескiнченної кiлькостi замкне-
них множин може не бути замкненою множиною, але об’єд-
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нання будь-якої скiнченної кiлькостi замкнених множин є за-
мкненою множиною.

Пропонуємо читачевi самостiйно довести теорему 6 та вирiшити
питання про об’єднання та перерiз досконалих множин.

1.4.4. Структура лiнiйних вiдкритих, замкнених i досконалих
множин. Лiнiйною множиною називають довiльну множину E з
простору R1. Визначимо будову такої множини за умови, що вона є
вiдкритою, замкненою чи досконалою.
� Припустимо що G 6= ∅ – вiдкрита множина у просторi R1.

Тодi за теоремою 2 кожна точка x0 ∈ G є внутрiшньою точкою G,
тобто ∃Or(x0) = (x0− r;x0 + r) ⊂ G⇒ [x0;x0 + r) ⊂ G. Звiдси ви-
пливає, що множина E = {b: [x0;b) ⊂ G} є непорожньою, а тому
∃β = supE 6+∞.

Припустимо, що β ∈G. Тодi ∃ε> 0: (β− ε;β + ε)⊂G i за крите-
рiєм супремуму ∃b∈ E: b> β− ε, тобто

[x0;b)⊂G i [b;β + ε)⊂G⇒ [x0;β + ε)⊂G,

тобто β + ε ∈ E. Останнє суперечить тому, що β = sup{b: [x0;b) ⊂
⊂G}= supE. Отже, β = supE /∈G.

Вiзьмемо довiльну точку x∗ ∈ [x0;β). Тодi x0 6 x∗ < β i за крите-
рiєм супремуму

∃b∈ E : b> x∗⇒ [x0;b)⊂G i x06 x∗ < b,

тобто x∗ ∈G. Отже, кожна точка промiжку [x0;β) належить G i тому
[x0;β)⊂G, але β /∈G.

Так само показуємо iснування α>−∞, для якого (α;x0]⊂G, але
α 6∈G.

Отже, ∀x0 ∈G ∃(α;β): x0 ∈ (α;β)⊂G, але α /∈G i β /∈G.
Iнтервал (α;β), який повнiстю лежить у G, а його кiнцi не нале-

жать до G, називається складовим iнтервалом множини G.�
Таким чином, доведена
Лема 1 (про iснування складових iнтервалiв вiдкритої мно-

жини). Кожна точка x непорожньої вiдкритої лiнiйної мно-
жини G належить певному складовому iнтервалу (α;β) =
= (α(x);β(x)) цiєї множини.

Дослiдимо, чи можуть перетинатися рiзнi складовi iнтервали да-
ної множини.
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� Нехай x i y – рiзнi точки множини G, а (α(x);β(x)) i
(α(y);β(y)) – вiдповiднi їм складовi iнтервали множини G, тобто
x ∈ (α(x);β(x)) ⊂ G, y ∈ (α(y);β(y)) ⊂ G i точки α(x), β(x), α(y),
β(y) /∈G.

Припустимо, що цi iнтервали перетинаються. Тодi якийсь iз кiн-
цiв одного складового iнтервалу, наприклад α(x), належить iншому
складовому iнтервалу: α(x)∈

(
α(y);β(y)

)
⇒α(x)∈G, що неможли-

во. Отже, для даних складових iнтервалiв можливi лише випадки,
коли вони не перетинаються, або коли вони збiгаються.�

Таким чином, має мiсце
Лема 2 (про рiзнi складовi iнтервали множини). Рiзнi складовi

iнтервали множини G попарно не перетинаються.
Визначимо тепер, скiльки складових iнтервалiв може мати дана

лiнiйна множина G.
� Можливо, що G взагалi не має складових iнтервалiв. Якщо

ж iснують складовi iнтервали G, то поставимо у вiдповiднiсть ко-
жному такому iнтервалу (α;β) фiксовану рацiональну точку x(α;β) ∈
∈ (α;β). Тодi, враховуючи лему 2, дiстанемо взаємно однозначне
вiдображення множини складових iнтервалiв G на певну пiдмно-
жинуQ1 множиниQ рацiональних чисел. За вiдомим твердженням
Q1 – не бiльш нiж зчисленна множина, а тому не бiльш нiж зчи-
сленною є i множина складових iнтервалiв множини G.�

Цим самим доведена
Лема 3 (про кiлькiсть складових iнтервалiв). Кожна лiнiйна

множина має не бiльш нiж зчисленну кiлькiсть складових iн-
тервалiв.
� Розглянемо довiльну лiнiйну вiдкриту множину G 6=∅. За ле-

мою 1 вона має складовi iнтервали, яких за лемою 3 не бiльш нiж
зчисленна кiлькiсть. Позначимо цi iнтервали (αk;βk), де k ∈ N або
k∈ 1,n для деякого n∈ N.

Оскiльки (αk;βk) ⊂ G, то
S

k
(αk;βk) ⊂ G. З iншого боку за ле-

мою 1 ∀x ∈ G ∃k0: x ∈ (αk0;βk0), тобто G⊂
S

k
(αk;βk). Отже, G =

=
S

k
(αk;βk), причому за лемою 2 iнтервали (αk;βk) попарно не пе-

ретинаються.
Навпаки, якщо G =

S

k
(αk;βk), то за теоремою 5 множина G є
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вiдкритою у просторi R1.�
Таким чином, доведена
Теорема 7 (про структуру лiнiйної вiдкритої множини). Для то-

го щоб лiнiйна множина G була вiдкритою необхiдно й до-
сить, щоб вона була об’єднанням не бiльш нiж зчисленної
кiлькостi iнтервалiв (αk;βk) (складових iнтервалiв G), якi
попарно не перетинаються.

Приклад 2. Множина G1 = (0;1)∪(1;2)∪(2;3) є вiдкритою множиною

з трьома складовими iнтервалами, а вiдкрита множина G2 =
∞S

n=1
(n;n+ 1)

має зчисленну кiлькiсть складових iнтервалiв. Множина E = [0;1) не має
складових iнтервалiв i непорожня, тому за теоремою 7 вона не є вiдкри-
тою у просторi R1.
� Розглянемо тепер будову лiнiйної замкненої множини.
Нехай F – довiльна лiнiйна множина. За теоремою 1 F є

замкненою у R1 ⇔ G = R \ F вiдкрита у R1, причому F = R \G.
Звiдси за теоремою 7 дiстаємо, що F – замкнена у просторi R1⇔
F = R\

S

k
(αk;βk), де iнтервали (αk;βk) попарно не перетинаються,

їх не бiльш нiж зчисленна кiлькiсть, а кожен iз скiнченних кiнцiв
цих iнтервалiв належить множинi F .�

Iнтервал (α;β), в якому немає жодної точки з множини F, а ко-
жен скiнченний кiнець цього iнтервалу належить до F, називається
сумiжним iнтервалом множини F .

Враховуючи сказане, дiстаємо, що правильна
Теорема 8 (про структуру лiнiйної замкненої множини). Для

того щоб лiнiйна множина F була замкненою, необхiдно й
досить, щоб її можна було дiстати з числової прямої шля-
хом викидання не бiльш нiж зчисленної кiлькостi iнтервалiв
(αk;βk) – сумiжних iнтервалiв F, якi попарно не перетинаю-
ться.

Визначимо специфiку доведеного критерiю для випадку обме-
женої множини.
� Припустимо, що F 6= ∅ – обмежена замкнена лiнiйна мно-

жина, a = inf F i b = supF . Тодi за властивостями супремуму та iн-
фiмуму маємо, що a ∈ ∂F i b ∈ ∂F, а тому за означенням замкне-
ної множини a∈ F i b∈ F . Звiдси випливає, що (−∞;a) =: (α1;β1)
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i (b;+∞) =: (α2;β2) – сумiжнi iнтервали множини F . Тому, якщо
F має iншi сумiжнi iнтервали (αk;βk), k = 3,4, . . . , то, враховуючи

теорему 8, маємо F = R \
S

k>1
(αk;βk) =

(
R \
(
(−∞;a)∪ (b;+∞)

))
\

\
S

k>3
(αk;βk) = [a;b]\

S

k>3
(αk;βk).

Вiдрiзок [a;b], де a = inf F, b = supF, називають найменшим
вiдрiзком, що мiстить F .�

Отже, доведена
Теорема 9 (про структуру лiнiйної обмеженої замкненої множи-

ни). Для того щоб лiнiйна обмежена множина F була замкне-
ною, необхiдно й досить, щоб її можна було дiстати з най-
меншого вiдрiзка, що мiстить F, шляхом викидання не бiльш
нiж зчисленної кiлькостi iнтервалiв (αk;βk), якi попарно не
перетинаються.

Приклад 3. Для множини F = [0;1]∪ {2} найменшим вiдрiзком, що
мiстить F, є вiдрiзок [0;2], а сумiжними iнтервалами є iнтервали (−∞;0),
(1;2) i (2;+∞). Ця множина задовольняє умови теорем 8 i 9, а тому є
замкненою лiнiйною множиною.

Легко бачити, що при викиданнi зR або з вiдрiзка [a;b] сумiжних
iнтервалiв множини F можуть утворитися iзольованi точки F тодi й
тiльки тодi, коли iнтервали, котрi викидаються, мають спiльнi кiнцi
або один з одним або з вiдрiзком [a;b].

Враховуючи це та теореми 8 i 9, дiстаємо, що має мiсце
Теорема 10 (про структуру лiнiйної досконалої множини). Для

того щоб лiнiйна множина F була досконалою, необхiдно й
досить, щоб її можна було дiстати з числової прямої (або з
найменшого вiдрiзка [a;b], що мiстить F) шляхом викидання
не бiльш нiж зчисленної кiлькостi iнтервалiв (αk;βk), якi по-
парно не перетинаються i не мають спiльних кiнцiв один з
одним (та з найменшим вiдрiзком [a;b], що мiстить F).

Приклад 4. Для множини F з прикладу 3 сумiжнi iнтервали (1;2) i
(2;+∞) мають спiльний кiнець. Тому ця множина не є досконалою. До-
вiльний же вiдрiзок [a;b] є досконалою множиною, якщо a< b.

1.4.5. Вiдкрита та досконала множини Кантора. Подiлимо
вiдрiзок [0;1] на три рiвнi вiдрiзки точками 1

3 та 2
3 i викинемо се-

рединний iнтервал, тобто (1
3; 2

3), з вiдрiзка [0;1]. Утворилося два
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вiдрiзки [0; 1
3] i [2

3;1], кожен з яких подiлимо на три рiвнi вiдрiзки
точками 1

9,
2
9,

7
9 та 8

9 i викинемо серединнi iнтервали, тобто (1
9; 7

9) i
(7

9; 8
9). Утворилося чотири нових вiдрiзки, кожен з яких подiлимо на

три рiвнi вiдрiзки, викинемо серединнi iнтервали i т. д. (див. рис. 7).

Отже, з вiдрiзка [0;1] викидаємо iнтервали: на першому кроцi
один iнтервал довжиною 1

3 = 1
31 , на другому кроцi два iнтервала

довжиною 1
9 = 1

32 , на третьому кроцi чотири iнтервала довжиною
1
27 = 1

33 i т. д. На n-му кроцi викидаємо 2n−1 iнтервалiв довжиною 1
3n

кожен. В цьому можна впевнитись методом математичної iндукцiї.
Позначимо iнтервали, що викидаємо, (αk;βk), k = 1,2, . . . . Зрозу-
мiло, що цих iнтервалiв зчисленна кiлькiсть, вони попарно не пе-
ретинаються i не мають спiльних кiнцiв один з одним та з вiдрiзком
[0;1]. Тому за теоремою 7 множина

G0 =
∞[

k=1

(αk;βk) =
(

1
3

;
2
3

)
∪
(

1
9

;
2
9

)
∪
(

7
9

;
8
9

)
∪ . . .

є вiдкритою множиною, а множина P0 = [0;1]\G0 за теоремою 10 є
досконалою множиною. Множину G0 називають вiдкритою мно-
жиною Кантора, а множину P0 – досконалою множиною Кан-
тора.

На перший погляд множина P0 мiстить лише точки подiлу та то-
чки 0 i 1, а тому є зчисленною. Але це не так.

� Дiйсно, якщо P∗0 = [0;1) \
∞S

k=1
[αk;βk), то P∗0 ⊂ P0. Згадуючи

нескiнченнi трiйковi дроби, як частинний випадок нескiнченних r-
кових дробiв, бачимо, що при побудовi множини P∗0 на першому
кроцi з пiввiдрiзка [0;1) викидаються тi й тiльки тi числа x, для яких

вiдповiдний трiйковий дрiб
∞
∑

k=1

ak
3k має a1 = 1. На другому кроцi по-

будови множини P∗0 з пiввiдрiзка [0;1) викидаються тi й тiльки тi чи-

сла, для яких вiдповiдний трiйковий дрiб
∞
∑

k=1

ak
3k має a2 = 1. На тре-
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тьому кроцi з пiввiдрiзка [0;1) викидаються тi й тiльки тi числа x,
для яких a3 = 1 i т. д. Отже, множина P∗0 складається з тих i тiльки

тих чисел, для яких вiдповiднi трiйковi дроби
∞
∑

k=1

ak
3k мають трiйковi

знаки ak = 0 або ak = 2, причому серед чисел ak є нескiнченна кiль-

кiсть, вiдмiнних вiд 2. Якщо кожному такому дробу
∞
∑

k=1

ak
3k поставити

у вiдповiднiсть нескiнченний двiйковий дрiб
∞
∑

k=1

bk
2k , вважаючи, що

bk =
{ 0, коли ak = 0,

1, коли ak = 2,
то дiстанемо взаємно однозначне вiдобра-

ження множини P∗0 на множину нескiнченних двiйкових дробiв, що
заповнюють пiввiдрiзок [0;1). Отже, множини P∗0 i [0;1) еквiвален-
тнi, тобто P∗0 – континуальна множина, а тому континуальною є й
множина P0⊃ P∗0 .�

Таким чином, доведена
Теорема 11 (про потужнiсть досконалої множини Кантора). До-

сконала множина Кантора P0 є континуальною множиною.
Виявляється, що будь-яка досконала лiнiйна непорожня мно-

жина є континуальною множиною. Доведення цього можна знайти,
наприклад, у посiбнику [18].

1.4.6. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Якщо F – замкнена множина, то кожна точка множини F є грани-
чною точкою F .

2. Твердження, обернене до 1, є правильним.
3. Якщо множина F не є замкненою, то вона є а) вiдкритою, б) не-

скiнченною.
4. Порожня множина i весь метричний простiр є а) замкненими,

б) вiдкритими, в) досконалими множинами.
5. F – замкнена множина тодi й тiльки тодi, коли x /∈ F ′ ∀x /∈ F .
6. Якщо F – замкнена множина i точка x /∈ F, то ρ(x,F)> 0.
7. Множина G вiдкрита тодi й тiльки тодi, коли вона мiстить усi свої

внутрiшнi точки.
8. Iснує метричний простiр, у якому кожна множина є i замкненою i

вiдкритою.
9. У просторi R1 множини N, Z, Q, R \Q, A – дiйсних алгебраїчних

чисел, R\A є а) вiдкритими, б) замкненими, в) досконалими.
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10. Внутрiшнiсть E◦ будь-якої множини E є вiдкритою множиною.

11. Вiдкрита множина не має iзольованих точок.

12. Якщо A∪B – замкнена (вiдкрита) множина, то A i B замкненi (вiд-
критi) множини.

13. Якщо A∩B – замкнена (вiдкрита) множина, то A i B замкненi (вiд-
критi) множини.

14. Похiдна множина E′ будь-якої множини E є замкненою множиною.

15. Множина ∂E будь-якої множини E є замкненою множиною.

II. Довести данi твердження.
1. Якщо F – лiнiйна множина, F 6= ∅ i F 6= R, то F не може бути

одночасно вiдкритою i замкненою.

2. Якщо [a;b] = F1∪F2 i F1∩F2 = ∅, причому F1 6= ∅ i F2 6= ∅, то F1 i
F2 не можуть бути одночасно замкненими множинами.

3. Якщо f ∈C[a;b], то ∀c∈ R множина Fc = {x∈ [a;b]: f (x)> c} є за-
мкненою, а множина Gc = {x∈ (a;b): f (x) > c} є вiдкритою у про-
сторi R1.

4. Кожна лiнiйна досконала множина P 6=∅ є континуальною множи-
ною.

1.5. Компактнi i зв’язнi множини
у метричному просторi

Поняття компактної i зв’язної множин також є узагальненнями
поняття числового промiжку.

1.5.1. Поняття обмежено компактної множини. З теорем
Больцано – Вейєрштрасса, доведених у п. 1.3.4, зокрема випли-
ває, що коли E ⊂ Rn, а (xn) – довiльна обмежена послiдовнiсть,
члени якої належать E, то iснує збiжна пiдпослiдовнiсть (xnk) така,
що lim

k→∞
xnk ∈ E, за умови замкненостi множини E.

У зв’язку з цим вводять наступне означення. Множину E ⊂ M
називають обмежено компактною у просторi (M,ρ), якщо для
будь-якої обмеженої послiдовностi (xn): xn∈E ∀n, iснує збiжна пiд-
послiдовнiсть (xnk), границя якої належить множинi E.

Приклад 1. Будь-який простiрRn є обмежено компактною множиною,
зокрема, R1 – обмежено компактна множина. Будь-яка замкнена мно-
жина з простору Rn, зокрема будь-який вiдрiзок [a;b], є також обмежено
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компактною множиною, а будь-який скiнченний iнтервал (a;b) не є обме-
жено компактною множиною, оскiльки lim

n→∞
(a+1/n) = a /∈ (a;b).

Знайдемо зв’язок обмеженої компактностi iз замкненiстю.
� Нехай E – обмежено компактна множина у просторi (M,ρ).

Тодi lim
n→∞

xn ∈ E для будь-якої збiжної послiдовностi (xn): xn ∈ E ∀n,

оскiльки ∃(xnk): lim
k→∞

xnk ∈ E, а lim
k→∞

xnk = lim
n→∞

xn. Згадуючи критерiй

замкненої множини, дiстаємо, що E – замкнена множина.
Легко бачити, що замкненiсть множини не гарантує її обмеже-

ної компактностi.
Дiйсно, якщо (M,ρ) – простiр iзольованих точок i M = {1/n:

n∈N}, то послiдовнiсть (xn) = (1/n) обмежена у (M,ρ), але не має
збiжної пiдпослiдовностi. Разом з тим M – замкнена i обмежена
множина у просторi iзольованих точок, бо M′ =∅⊂M.�

Отже, має мiсце
Теорема 1 (про зв’язок обмеженої компактностi iз замкненi-

стю). Якщо E – обмежено компактна множина у просторi
(M,ρ), то E – замкнена множина у цьому просторi, проте не
навпаки.

1.5.2. Поняття компактної множини. Частинним випадком
обмежено компактної множини є компактна множина, тобто та-
ка множина K, для будь-якої послiдовностi (не обов’язково обме-
женої) точок якої, iснує збiжна пiдпослiдовнiсть, границя якої на-
лежить K. Отже, K – компактна тодi й тiльки тодi, коли

(∀(xn) : xn ∈ K ∀n) ∃xnk : lim
k→∞

xnk ∈ K.

Знайдемо зв’язок компактностi iз замкненiстю та обмеженiстю.
� Оскiльки компактна множина K ⊂ (M,ρ) є обмежено ком-

пактною, то за теоремою 1 вона є замкненою множиною. При-
пустимо, що K – необмежена множина. Тодi ∃b ∈ M: K 6⊂ On(b)
∀n∈ N⇒∀n∈ N ∃xn ∈ K: ρ(xn,b)> n→ ∞ (n→ ∞).

Якщо K – компактна множина, то ∃(xnk): lim
k→∞

xnk = a ∈ K ⇒
ρ(xnk,b) 6 ρ(xnk,a) + ρ(a,b) 6 H1 + ρ(a,b) = H ∀k ∈ N. Отже,
ρ(xnk,b)6H ∀k i ρ(xnk,b)→+∞ (k→∞), що неможливо. Тому ком-
пактна множина не може бути необмеженою.

При доведеннi теореми 1 фактично було показано, що замкне-
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нiсть i обмеженiсть множини не гарантує її компактностi.�
Доведена
Теорема 2 (про зв’язок компактностi iз замкненiстю та обмеже-

нiстю). Якщо K – компактна множина у просторi (M,ρ),то K
– замкнена i обмежена у цьому просторi, проте не навпаки.

Розглянемо у просторi (M,ρ) компактну множину K i замкнену
множину F . З’ясуємо, чи не буде перерiз цих множин компактною
множиною.
� Для довiльної послiдовностi (xn): xn ∈ F ∩K ∀n маємо xn ∈ F i

xn∈K ∀n. Оскiльки K – компактна множина, то ∃(xnk): lim
k→∞

xnk ∈K.

Оскiльки F – замкнена множина, а xnk ∈ F ∀k i (xnk) – збiжна по-
слiдовнiсть, то за критерiєм замкненостi lim

k→∞
xnk ∈ F . Тому lim

k→∞
xnk ∈

∈ F ∩K, тобто F ∩K – компактна множина.�
Отже, доведена
Теорема 3 (про перерiз замкненої i компактної множин). Якщо

F – замкнена, а K – компактна множина у просторi (M,ρ),
то F ∩K – компактна множина у (M,ρ).

Приклад 2. Кожна скiнченна множина є компактною множиною. Вiд-
рiзок [a;b] є компактною множиною, тодi як iнтервал (a;b) не є компа-
ктною множиною у просторi R1.

1.5.3. Критерiї компактностi. Теорема 2 стверджує, що у до-
вiльному просторi (M,ρ) замкнена обмежена множина може не бу-
ти компактною множиною. Але для просторiв Rn та Cn має мiсце

Теорема 4 (критерiй компактностi у просторах Rn та Cn). Для
того щоб множина K була компактною у просторiRn абоCn,
необхiдно й досить, щоб K була замкненою i обмеженою мно-
жиною у цьому просторi.
� Дiйсно, якщо множина K компактна у просторi Rn або Cn, то

за теоремою 2 вона замкнена i обмежена в Rn або Cn.
Нехай тепер K – замкнена i обмежена множина в Rn або Cn.

Тодi будь-яка послiдовнiсть (xn): xn ∈ K ∀n є обмеженою у про-
сторi Rn або Cn. За теоремою Больцано – Вейєрштрасса ∃(xnk):
lim
k→∞

xnk = a ∈ Rn або Cn. Оскiльки K – замкнена множина, то за

критерiєм замкненостi lim
k→∞

xnk = a ∈ K. Отже,
(
∀(xn): xn ∈ K ∀n

)
∃(xnk): lim

k→∞
xnk ∈ K, тобто K є компактною множиною.�
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Оскiльки компактнiсть визначена через поняття границi послi-
довностi, яке тiсно пов’язане з поняттям граничної точки, то при-
родно пов’язати компактнiсть з граничними точками.
�Нехай K – компактна множина у метричному просторi (M,ρ),

а E – її нескiнченна пiдмножина. Тодi ∃(xn): xn ∈ E ∀n i члени xn

попарно рiзнi. За означенням компактностi ∃(xnk): a = lim
k→∞

xnk ∈ K.

Оскiльки члени xnk попарно рiзнi, то xnk 6= a ∀k> k0. Звiдси за кри-
терiєм граничної точки маємо, що a є граничною точкою множини
E. Отже, a ∈ E′ i a ∈ K ⇒ a ∈ E′ ∩K ⇒ E′ ∩K 6= ∅ для будь-якої
нескiнченної пiдмножини E множини K.

Нехай тепер E′∩K 6=∅ для будь-якої нескiнченної пiдмножини
E множини K. Вiзьмемо довiльну послiдовнiсть (xn): xn∈K ∀n. Мо-
жливi два випадки: 1) ∃(xnk): xnk = a ∀k ∈ N i 2) члени xn попарно
рiзнi ∀n> n0.

Якщо має мiсце випадок 1), то a = lim xnk ∈ K, а якщо 2), то
множина E = {xn: n> n0} ⊂ K i нескiнченна. Тому за припущен-
ням E′∩K 6= ∅, тобто ∃(xnk): lim

k→∞
xnk = a∈ K. Отже,

(
∀(xn): xn ∈ K

∀n
) (
∃xnk: lim

k→∞
xnk ∈ K

)
. Тому K – компактна множина.�

Цим самим доведена
Теорема 5 (критерiй компактностi мовою граничних точок).

Множина K є компактною тодi й тiльки тодi, коли E′∩K 6=∅
для будь-якої нескiнченної пiдмножини E ⊂ K.

Для формулювання наступної теореми введемо нове важливе
поняття.

Систему множин Gα, α ∈ Λ, називають покриттям множини
E, якщо E ⊂

S

α∈Λ
Gα. Якщо при цьому всi множини Gα вiдкритi, то

покриття {Gα: α ∈ Λ} називається вiдкритим.
Якщо {Gα: α ∈ Λ} – покриття множини E, то скiнченним пiд-

покриттям цього покриття називають систему {Gαk: k∈ 1,n} та-

ку, що Gαk ∈ {Gα: α ∈ Λ} ∀k∈ 1,n i E ⊂
nS

k=1
Gαk.

Приклад 3. Iнтервали (n−1;n+1), n∈N, утворюють вiдкрите покрит-
тя множини N, а iнтервали

(
1

n+2; 1
n

)
, n∈ N, утворюють вiдкрите покриття

iнтервала (0;1). Якщо до множини iнтервалiв
(

1
n+2; 1

n

)
, n ∈ N, добавити

iнтервали (1− ε;1+ ε) i (−ε;ε) ∀ε > 0, то дiстанемо вiдкрите покриття
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вiдрiзка [0;1].
Легко бачити, що з останнього покриття можна видiлити скiн-

ченне пiдпокриття вiдрiзка [0;1], а з двох попереднiх покриттiв не
можна видiлити скiнченнi пiдпокриття вiдповiдних множин. При-
родно виникає питання: коли будь-яке вiдкрите покриття множини
E має скiнченне пiдпокриття цiєї множини?

Вiдповiдь на це питання дає
Теорема 6 (критерiй компактностi мовою покриттiв). Для то-

го щоб множина K була компактною у метричному просторi
(M,ρ), необхiдно й досить, щоб будь-яке вiдкрите покриття
множини K мало скiнченне пiдпокриття множини K.

Для доведення теореми 6 розглянемо три допомiжнi леми.
Лема 1 (про вiдстань мiж точками компактної множини). Нехай

K – компактна множина, ε > 0 – довiльне фiксоване число,
а множина Eε ⊂ K така, що ρ(x,y) > ε ∀x i y ∈ Eε, x 6= y. Тодi
множина Eε скiнченна.
� Припустимо, що множина Eε нескiнченна. Тодi ∃(xk): xk ∈ K

∀k ∈ N i ρ(xk,xi) > ε ∀k 6= i. За означенням компактної множини
∃(xkn): lim

n→∞
xkn = a∈ K. Тому ∃ n0(ε): n> n0(ε)⇒ ρ(xkn,a)< ε/2⇒

ρ(xkn,xkm)6 ρ(xkn,a)+ ρ(xkm,a)< ε/2+ ε/2 = ε ∀m> n0 i n> n0.

Але ρ(xkm,xkn)> ε ∀m 6= n. Отже, множина Eε не може бути нескiн-
ченною.�

Приклад 4. Для випадку K = [a;b] суть леми 1 полягає у тому, що для
довiльного ε > 0 вiдрiзок [a;b] можна розбити на скiнченну кiлькiсть вiд-
рiзкiв [xk;xk+1], k ∈ 0;n−1, довжина кожного з яких є меншою за ε. Тодi
кожен вiдрiзок [xk;xk+1] мiстить хiба що одну точку з множини Eε. Тому
кiлькiсть точок у множинi E не перевищує n.

Лема 2 (про покриття компактної множини кулями). Якщо K –
компактна множина, то її можна покрити скiнченною кiль-
кiстю куль, радiуси яких рiвнi i як завгодно малi, тобто

∀ε> 0∃m= m(ε) i xi = xi(ε) ∈ K, i ∈ 1,m: K ⊂
m[

i=1

K(xi ,ε).

� Нехай ε > 0 – довiльне фiксоване. Якщо у множинi K не
iснує двох рiзних точок x i y, для яких ρ(x,y) > ε, то ∀x1 ∈ K вiд-
стань ρ(x,x1) < ε ∀x ∈ K, тобто K ⊂ K(x1,ε). А якщо ∃x та y ∈ K:
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ρ(x,y) > ε, то за лемою 1 цi точки утворюють скiнченну множину
Eε = {x1,x2, . . . ,xm(ε)}. Тому ∀x ∈ K ∃i = i(x) ∈ 1,m(ε): ρ(x,xi) < ε,

тобто x∈ K(xi ,ε). Отже, K ⊂
mS

i=1
K(xi ,ε).�

Лема 3 (про покриття нескiнченної кiлькостi куль). Нехай {Gα:
α ∈ Λ} – вiдкрите покриття компактної множини K, xn ∈ K
∀n, 0< rn→ 0, коли n→ ∞, i Kn = K(xn, rn). Тодi iснують α0 ∈ Λ i
ni ↑ ∞ такi, що Kni ⊂ Gα0, тобто деяка з множин Gα покриває
нескiнченну кiлькiсть куль Kn.
� За означенням компактної множини для даної послiдовно-

стi (xn) ∃(xnk): lim
k→∞

xnk = a ∈ K. Оскiльки K ⊂
S

α∈Λ
Gα, то ∃α0 ∈ Λ:

a∈Gα0. Множина Gα0 вiдкрита, а тому ∃Oδ(a) = K(a,δ)⊂Gα0. За
означенням границi для числа δ/2> 0∃k0: rnk < δ/2 i ρ(xnk,a)< δ/2
∀k> k0. Тому ∀x∈ K(xnk, rnk) маємо:

ρ(x,a)6 ρ(x,xnk)+ ρ(xnk,a) =

= rnk + ρ(xnk,a)< δ/2+ δ/2 = δ,
тобто K(xnk, rnk)⊂ K(a,δ)⊂Gα0 ∀k> k0 i nk ↑ ∞.�

Тепер легко довести теорему 6.
� Нехай K – компактна множина. Припустимо, що деяке вiд-

крите покриття {Gα: α ∈ Λ} множини K не має скiнченного пiдпо-
криття цiєї множини. За лемою 2

∀n∈ N ∃m= mn i xk = xk(n) ∈ K, k∈ 1,m: K ⊂
m[

k=1

K(xk,1/n).

Зрозумiло, що для кожного фiксованого n ∈ N якусь iз куль
K(xk,1/n), k∈ 1,m, не можна покрити нiякою скiнченною кiлькiстю
множин Gα з даного покриття. Нехай це буде куля Kn = K(xkn,1/n),
n∈N. Кулi Kn задовольняють умови леми 3, а тому ∃ni ↑∞ i α0 ∈ Z:
Kni ⊂ Gα0 ∀i. Це суперечить тому, що кулю Kni не можна покри-
ти скiнченною кiлькiстю множин Gα з покриття {Gα: α∈Z}. Отже,
зроблене припущення неправильне, а тому кожне вiдкрите покрит-
тя компактної множини K має скiнченне пiдпокриття цiєї множини.

Необхiднiсть теореми 6 доведено.
Припустимо тепер, що будь-яке вiдкрите покриття множини K

має скiнченне пiдпокриття цiєї множини. Доведемо, що K – ком-
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пактна множина. Скористаємося теоремою 5.
Вiзьмемо довiльну нескiнченну множину E⊂K i припустимо, що

E′ ∩K = ∅. Тодi ∀x ∈ K ∃δ = δ(x) > 0: O∗δ(x)∩E = ∅, тобто куля
K(x,δ) = Oδ(x) мiстить хiба що одну точку з множини E.

Кулi K(x,δ(x)), x∈K, покривають множину K, а тому iснує скiн-
ченна кiлькiсть цих куль: K(xi ,δ(xi)), i ∈ 1,n, якi покривають K. От-

же, E ⊂ K ⊂
nS

i=1
K(xi ,δ(xi)), тобто множина E хiба що скiнченна.

Це суперечить нескiнченностi множини E. Отже, припущення, що
E′ ∩K = ∅, неправильне, i тому E′ ∩K 6= ∅ для будь-якої нескiн-
ченної множини E ⊂ K. За теоремою 5 множина K є компактною.

На цьому завершено доведення достатностi теореми 6.�

1.5.4. Поняття зв’язної множини. Непорожнi множини E1 i
E2 називають вiдокремленими у просторi (M,ρ), якщо iснують вiд-
критi множини G1⊃ E1 i G2⊃ E2 такi, що G1∩G2 =∅.

Приклад 5. Якщо x1 i x2 – рiзнi точки з простору (M,ρ), то E1 = {x1} i
E2 = {x2}– вiдокремленi множини у цьому просторi. Множини E1 = [0;1)
i E2 = (1;2] є вiдокремленими у просторi R1, а множини F1 = [0;1] i F2 =
= (1;2] не є вiдокремленими в R1.
�Зрозумiло, що коли E1 i E2 – вiдокремленi множини, то кожна

точка x0 ∈ E1 не є точкою дотику множини E2, бо досить малий окiл
цiєї точки O(x0)⊂G1, а G1∩G2 =∅ i G2 ⊃ E2. Отже, E1∩E2 =∅.
Аналогiчно i E2∩E1 =∅.

Припустимо тепер, що множини E1 i E2 непорожнi, причому
E1∩E2 = ∅ i E2∩E1 = ∅. Тодi за наслiдком 1 п. 1.3.3 ρ(x,E2) =
= γ(x)> 0 ∀x∈ E1 i ρ(y,E1) = δ(y)> 0 ∀y∈ E2. Позначимо

G1 =
[

x∈E1

Oγ(x)/2(x), G2 =
[

y∈E2

Oδ(y)/2(y).

Множини G1 i G2 вiдкритi (за теоремою 5 п. 1.4.3) причому G1⊃
⊃ E1, G2 ⊃ E2. Покажемо, що G1∩G2 = ∅. Справдi, якщо ∃z0 ∈
G1∩G2, то ∃x0 ∈ E1, y0 ∈ E2: z0 ∈ Oγ(x0)/2(x0)∩Oδ(y0)/2(y0). Звiдси,
припускаючи, що γ(x0)6 δ(y0), дiстанемо суперечнiсть:

ρ(y0,E1)6 ρ(x0,y0)6 ρ(x0,z0)+ ρ(z0,y0)<

< γ(x0)/2+ δ(y0)/26 δ(y0) = ρ(y0,E1).
Аналогiчно прийдемо до суперечностi у випадку γ(x0)> δ(y0).
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Отже, показано, що E1 та E2 – вiдокремленi множини.�
Цим самим доведена
Теорема 7 (критерiй вiдокремленостi). Для того щоб непоро-

жнi множини E1 i E2 були вiдокремленими, необхiдно й досить,
щоб E1∩E2 =∅ i E1∩E2 =∅, тобто щоб кожна з цих множин
не мiстила точок дотику iншої з них.

Множину E з простору (M,ρ) називають незв’язною, якщо
вона є об’єднанням двох вiдокремлених множин E1 i E2, тобто
E = E1∪E2, E1 ⊂ G1, E2 ⊂ G2, G1∩G2 = ∅ i G1 та G2 – вiдкритi
множини у метричному просторi (M,ρ). Множину, яка не є незв’я-
зною, називають зв’язною.

Приклад 6. Об’єднання двох вiдокремлених множин є незв’язною
множиною. Зокрема, у просторi R1 незв’язною є множина G = (0;1)∪
∪(1;2) i взагалi, будь-яка вiдкрита в R1 множина, у якої кiлькiсть складо-
вих iнтервалiв бiльша за одиницю.

Покажемо, що будь-який iнтервал є зв’язною множиною у про-
сторi R1.
� Припустимо, що якийсь iнтервал (a;b) є незв’язною множи-

ною. Тодi (a;b) = E1∪E2, де E1 i E2 – вiдокремленi множини, тобто
непорожнi i такi, що iснують вiдкритi множини G1 i G2, для яких
G1⊃ E1, G2⊃ E2 i G1∩G2 =∅. Звiдси дiстаємо: (a;b)⊂G1∪G2⇒
(a;b) ⊂ (G1∩ (a;b))∪ (G2∩ (a;b)) ⊂ (a;b), а тому (a;b) = G3∪G4,
де G3 = G1∩ (a;b) i G4 = G2∩ (a;b) – вiдкритi непорожнi множи-
ни, що не перетинаються. Звiдси за теоремою про структуру лi-
нiйної вiдкритої множини маємо, що iнтервал (a;b) має принаймнi
два складових iнтервали i один лежить у G3, а другий у G4. Але iн-
тервал (a;b) має єдиний складовий iнтервал, яким є сам iнтервал
(a;b). Отже, припущення, що (a;b) – незв’язна множина, привело
до протирiччя.�

Тому будь-який iнтервал у просторi R1 є зв’язною множиною.
Природно виникає питання про те, який вигляд мають множини,

зв’язнi у просторi R1.
Оскiльки [a;b) = (a;b)∪{a}, (a;b] = (a;b)∪{b} i [a;b] = (a;b)∪

∪{a,b}, причому точки a i b є граничними точками множини
E = 〈a;b〉, то виникає гiпотеза про правильнiсть у довiльному ме-
тричному просторi (M,ρ) наступного твердження.
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Лема 4 (про зв’язнiсть об’єднання). Якщо E – зв’язна множи-
на, а E1⊂E′,то E∪E1 – зв’язна множина. Зокрема, замикан-
ня будь-якої зв’язної множини також є зв’язною множиною.
� Оскiльки E ∪E1 = E ∪ (E1 \E), то твердження леми 4 пра-

вильне, коли E1\E =∅, тобто E1⊂ E.
Нехай E2 = E1 \E 6= ∅. Тодi E2 ⊂ E′ i E2∩E = ∅. Припустимо,

що E∪E1 = E∪E2 – незв’язна множина, тобто E∪E2 = X∪Y, де X
i Y – вiдокремленi множини. Зрозумiло, що E = (X \E2)∪ (Y \E2).

Припустимо, що X \E2 = ∅. Тодi X ⊂ E2 ⊂ E′, а Y ⊃ E i тому X
мiстить точки дотику множини Y, що суперечить вiдокремленостi
множин X та Y.

Отже, X\E2 6=∅ i аналогiчно Y\E2 6=∅, причому X\E2 та Y\E2

– вiдокремленi множини i E = (X\E2)∪(Y\E2), тобто E – незв’я-
зна множина. Таким чином, припущення, що E ∪E1 – незв’язна
множина, неправильне i лема 4 доведена.�

Враховуючи, що iнтервал є зв’язною множиною у просторiR1, з
леми 4 дiстаємо, що будь-який промiжок 〈a;b〉 є зв’язною множи-
ною у просторi R1.

Визначимо, чи є правильним обернене твердження.
� Нехай E – довiльна зв’язна множина у просторi R1. Якщо

E =∅ або E = {x1}– одноточкова множина, то E = 〈a;b〉. Припу-
стимо, що E мiстить принаймнi двi рiзнi точки, i нехай a = inf E,
b = supE. Покажемо, що (a;b) ⊂ E. Припустимо, що якась то-
чка x∗ ∈ (a;b) не належить E. Тодi дiстанемо вiдкритi множини
G1 = (−∞;x∗) i G2 = (x∗;+∞), що не перетинаються, причому

E1 = (−∞;x∗)∩E 6=∅ i E2 = (x∗;+∞)∩E 6=∅,
оскiльки за критерiєм супремуму та iнфiмуму ∃x∈E: x< x∗ i ∃y∈E:
y> x∗. Отже, E = E1∪E2, E1⊂G1, E2⊂G2, G1∩G2 =∅ i G1 та G2

– вiдкритi множини. Це означає, що E – незв’язна множина, а це
не так. Тому (a;b)⊂ E. З iншого боку E ⊂ [a;b]. Тому 1) E = (a;b),
коли a /∈ E i b /∈ E, 2) E = [a;b), коли a ∈ E i b /∈ E, 3) E = (a;b],
коли a /∈ E i b∈ E, 4) E = [a;b], коли a∈ E i b∈ E.�

Отже, доведена
Теорема 8 (критерiй зв’язностi у просторi R1). Множина E є

зв’язною у просторi R1 тодi й тiльки тодi, коли вона є дея-
ким промiжком.
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У просторах Rm, m> 2, та Cm, m> 1, такої простої характери-
стики зв’язної множини не iснує, але для вiдкритих множин з цих
просторiв iснує схожа характеристика зв’язної множини (п. 2.3.7).

1.5.5. Контрольнi запитання та завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Якщо E = R
m, то E – обмежено компактна множина у просторi

R
m.

2. Кожна замкнена множина у просторi Rm або Cm є обмежено ком-
пактною множиною у цьому просторi.

3. Якщо множина E обмежено компактна у метричному просторi
(M,ρ), то E – компактна у (M,ρ).

4. Твердження, обернене до 3, є правильним.

5. Множина E компактна у метричному просторi (M,ρ) тодi й тiльки
тодi, коли E обмежена i обмежено компактна у (M,ρ).

6. Якщо будь-яка послiдовнiсть (xn): xn ∈ K ∀n, має збiжну пiдпослi-
довнiсть, то K – компактна множина.

7. Твердження, обернене до 6, є правильним.

8. Кожна скiнченна множина з метричного простору (M,ρ) є компа-
ктною множиною.

9. У просторi iзольованих точок множина K є компактною тодi й тiль-
ки тодi, коли вона є скiнченною.

10. Множина K є компактною у метричному просторi (M,ρ), якщо не
iснує множини E ⊂ K такої, що E′ 6=∅, а E′∩K =∅.

11. Якщо K замкнена множина в (M,ρ), то K – компактна множина.

12. Якщо множина G 6=∅ вiдкрита в (M,ρ), то G не є компактною мно-
жиною в (M,ρ).

13. Якщо замкнена (або вiдкрита) обмежена множина E ⊂
∞S

k=1
(αk;βk),

то iснує {(αki ;βki ): i ∈ 1,n} така, що E ⊂
nS

i=1
(αki ;βki ).

14. Якщо [a;b]⊂
∞S

k=1
[αk;βk], то iснує {[αki ;βki ]: i ∈ 1,n} така, що [a;b]⊂

⊂
nS

i=1
[αki ;βki ].

15. Об’єднання компактних множин є компактною множиною.

16. Перерiз компактних множин є компактною множиною.
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17. Якщо множини E1 i E2 вiдокремленi, то кожна з них не мiстить то-
чок дотику iншої.

18. Твердження, обернене до 17, є правильним.

19. Вiдкритi або замкненi множини G1 i G2 вiдокремленi тодi й тiльки
тодi, коли G1∩G2 =∅.

20. Об’єднання зв’язних множин є зв’язною множиною.

21. Перерiз зв’язних множин є зв’язною множиною.

II. Довести данi твердження.
1. Множина EA = {x = x(t) ∈C[0;1]: |x(t)|6 A ∀t ∈ [0;1]} ∀A> 0 є за-

мкненою, обмеженою, але не є компактною у метричному просторi
C[0;1].

2. Якщо Ki – компактнi непорожнi множини, причому Ki+1⊂Ki ∀i, тоT

i
Ki 6= ∅. А якщо при цьому diamKi = sup

x,y∈Ki

ρ(x,y)→ 0 (i → ∞), то

∃!a:
∞T

i=1
Ki = {a} (аксiома Кантора у метричному просторi).

3. Кожна зв’язна множина, яка має бiльше однiєї точки, не має iзо-
льованих точок.

4. Множина E є зв’язною тодi й тiльки тодi, коли ∀x1 i x2 ∈ E ∃X ⊂ E:
X – зв’язна множина, що мiстить точки x1 i x2.

5. Якщо M – зв’язна множина у просторi (M,ρ), то у цьому просторi
множина X є одночасно замкненою i вiдкритою тодi й тiльки тодi,
коли X =∅ або X = M.

6. Для того, щоб множина E була зв’язною, необхiдно й досить, щоб
з умов E = E1∪E2, E1∩E2 = ∅, E1 6= ∅ i E2 6= ∅ випливало, що
принаймнi одна з множин E1 або E2 мiстить хоча б одну граничну
точку iншої множини, тобто E1∩E′2 6=∅ або E2∩E′1 6=∅.

1.6. Повнi метричнi простори

У даному пiдроздiлi вивчаються метричнi простори, у яких має
мiсце критерiй Кошi збiжностi послiдовностi.

1.6.1. Поняття фундаментальної послiдовностi. Зв’язок фун-
даментальностi зi збiжнiстю та обмеженiстю. У пунктi 1.2.7 по-
ставлено питання про те, чи є правильним критерiй Кошi збiжностi
послiдовностi у довiльному метричному просторi.

У зв’язку з цим вводять наступне поняття: послiдовнiсть (xn) на-
зивають фундаментальною у метричному просторi (M,ρ), якщо
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lim
m>n→∞

ρ(xm,xn) = 0, тобто

∀ε> 0∃n0(ε) : ρ(xm,xn)< ε, коли m> n> n0(ε).
Суть поняття фундаментальної послiдовностi полягає у тому, що

xm≈ xn (як завгодно близькi), коли номери m i n досить великi.
Приклад 1. Послiдовнiсть (1/n) є фундаментальною у просторiR1, але

не є фундаментальною у просторi R з тривiальною метрикою.
Визначимо, який зв’язок мiж фундаментальнiстю, збiжнiстю та

обмеженiстю послiдовностi.
� 1. Якщо lim

n→∞
xn = a, тобто ρ(xn,a)→ 0 (n→ ∞), то

ρ(xm,xn)6 ρ(xm,a)+ ρ(a,xn)→ 0, коли m> n→ ∞.
Отже, кожна збiжна послiдовнiсть у просторi (M,ρ) є фунда-

ментальною у цьому просторi.
2. Якщо (xn) – фундаментальна послiдовнiсть у метричному

просторi (M,ρ), то для числа ε = 1 ∃n0: m> n> n0⇒ ρ(xm,xn)< 1.
Вiзьмемо довiльну точку a∈M i позначимо H1 = max

16n6n0

ρ(xn,a). Тодi

∀n∈ N

ρ(xn,a)6
{ H1, коли n6 n0,

ρ(xn,xn0)+ ρ(xn0,a)< 1+H1, коли n> n0.

Отже, ∀a∈M ∃H = H1 +1: ρ(xn,a)<H ∀n∈N, тобто послiдов-
нiсть (xn) обмежена, якщо вона фундаментальна.

3. Припустимо, що фундаментальна послiдовнiсть (xn) має збi-
жну пiдпослiдовнiсть (xnk): lim

k→∞
xnk = a. Тодi ∀ε> 0 ∃n0(ε):

ρ(xm,xn)< ε/2, коли m> n> n0,

а ρ(xnk,a)< ε/2, коли nk > n0.
Враховуючи це, для кожного n> n0(ε) знайдемо nk> n i дiстане-

мо ρ(xn,a)6 ρ(xn,xnk) + ρ(xnk,a) < ε/2+ ε/2 = ε ∀ n> n0(ε), тобто
ρ(xn,a)→ 0 (n→ ∞), або lim

n→∞
xn = a.

Отже, якщо фундаментальна послiдовнiсть (xn) має збiжну пiд-
послiдовнiсть (xnk), то (xn) є збiжною послiдовнiстю.

4. Нехай послiдовнiсть (xn) збiгається до точки a у метрично-
му просторi (M,ρ), причому xn 6= a ∀n. Тодi вона фундаментальна у
цьому просторi, а також у просторi (M1,ρ), де M1 = M \{a}.

Якщо припустити, що (xn) є збiжною послiдовнiстю у метрично-
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му просторi (M1,ρ), тобто ∃b∈ M1: ρ(xn,b)→ 0 (n→ ∞), то (xn) є
збiжною послiдовнiстю до точки b i в просторi (M,ρ). Отже, у про-
сторi (M,ρ) lim

n→∞
xn = a 6= b = lim

n→∞
xn, що неможливо за властивiстю

єдиностi границi.�
Пiдсумовуючи сказане, приходимо до висновку, що має мiсце
Теорема 1 (про зв’язок фундаментальностi iз збiжнiстю). 1. Ко-

жна збiжна у просторi (M,ρ) послiдовнiсть є фундаменталь-
ною у цьому просторi, але не навпаки. 2. Кожна фундамен-
тальна послiдовнiсть є обмеженою. 3. Фундаментальна по-
слiдовнiсть є збiжною, якщо вона має збiжну пiдпослiдов-
нiсть. 4. Якщо lim

n→∞
xn = a у просторi (M,ρ), причому xn 6= a ∀n,

а M1 = M \{a},то послiдовнiсть (xn) є фундаментальною, але
розбiжною, у просторi (M1,ρ).

1.6.2. Поняття повного метричного простору. Повнота про-
сторiв Rp та Cp. У зв’язку з теоремою 1 вводять наступне озна-
чення. Метричний простiр (M,ρ) називають повним метричним
простором, якщо кожна послiдовнiсть, фундаментальна у (M,ρ), є
збiжною у цьому просторi. В iншому разi метричний простiр (M,ρ)
називають неповним.

Приклад 2. Критерiй Кошi збiжностi послiдовностi у просторi R1 або
C

1 стверджує, що цi простори є повними. Якщо з цих просторiв R1 або
C

1 викинути множину E, принаймнi одна точка якої є граничною точкою
множини R1 \E або C1 \E, то дiстанемо приклади неповних метричних
просторiв. Зокрема, простiр Q рацiональних чисел з метрикою ρ(x,y) =
= |x−y| є неповним метричним простором.

Дослiдимо простори Rp та Cp на повноту.
� Нехай послiдовнiсть (xn), де xn = (x(n)

1 ,x(n)
2 , . . . ,x(n)

p ), є фунда-
ментальною у просторi Rp (або Cp). Тодi ∀ε> 0 ∃n0(ε):

ρ(xm,xn) =

√
p

∑
k=1

|x(m)
k −x(n)

k |2 < ε, коли m> n> n0(ε),⇒

|x(m)
k − x(n)

k | < ε ∀k ∈ 1, p, коли m> n> n0(ε), тобто числовi послi-

довностi (x(n)
k ) ∀k∈ 1, p є фундаментальними у просторiR1 (абоC1).

За сказаним вище цi послiдовностi є збiжними у просторi R1 (або
C

1), i за теоремою 1 пункту 1.2.2 послiдовнiсть (xn) є збiжною у
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просторi Rp (або Cp).
Отже, просториRp таCp є повними метричними просторами.�

1.6.3. Повнота простору iзольованих точок.
� Розглянемо довiльну послiдовнiсть (xn), фундаментальну у

просторi iзольованих точок. Тодi, якщо 0 < ε 6 1, то ∃n0(ε):
m> n> n0(ε)⇒ ρ(xm,xn) < ε 6 1⇒ ρ(xm,xn) = 0, тобто xn = xn0

∀n> n0. Отже, якщо послiдовнiсть (xn) є фундаментальною у про-
сторi iзольованих точок, то вона є стацiонарною, а тому збiжною у
цьому просторi.

Таким чином, простiр iзольованих точок є повним метричним
простором.�

Приклад 3. Якщо на множинi Q рацiональних чисел ввести метрику
простору iзольованих точок, то дiстанемо повний метричний простiр (по-
рiвняйте з прикладом 2).

1.6.4. Повнота простору C[a;b].
�Припустимо, що послiдовнiсть (xn) = (xn(t)) є фундаменталь-

ною у просторi C[a;b]. Тодi ∀ε> 0 ∃n0(ε): m> n> n0(ε)⇒
ρ(xm,xn) = max

[a;b]
|xm(t)−xn(t)|< ε/2⇒

|xm(t)− xn(t)| < ε/2 ∀t ∈ [a;b], коли m> n > n0(ε). Тому для до-
вiльного фiксованого t ∈ [a;b] числова послiдовнiсть (xn(t)) є фун-
даментальною у просторi R1 або C1, а отже i збiжною, тобто
∃ lim

n→∞
xn(t) = x(t) ∀t ∈ [a;b].

Враховуючи це, спрямуємо у нерiвностi |xm(t) − xn(t)| < ε/2
∀t ∈ [a;b] номер mдо +∞ i дiстанемо

|x(t)−xn(t)|6 ε/2< ε ∀t ∈ [a;b] i ∀n> n0(ε).
Це означає, що послiдовнiсть (xn(t)) є рiвномiрно збiжною на вiд-
рiзку [a;b]. Тому x(t) = lim

n→∞
xn(t) ∈C[a;b], тобто фундаментальна у

просторi C[a;b] послiдовнiсть (xn) = (xn(t)) є збiжною у цьому про-
сторi.

Отже, простiр C[a;b] є повним метричним простором.�

1.6.5. Повнота простору CR[a;b]. Ранiше показано (див. тео-
рему 1), що коли у повному метричному просторi (M,ρ) звузити
множину M, то можна дiстати неповний метричний простiр (M1,ρ),
M1 ⊂M. Виявляється, що змiна метрики також може привести вiд
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повного метричного простору до неповного.
�Розглянемо простiр CR[a;b] неперервних функцiй з iнтеграль-

ною метрикою. Для простоти мiркувань вважатимемо, що [a;b] =
= [−1;1]. Вiзьмемо послiдовнiсть (xn) = (xn(t)), де

xn(t) =

{ −1, коли −16 t 6−1/n,
nt, коли −1/n6 t 6 1/n,
1, коли 1/n6 t 6 1.

Зрозумiло, що xn(t) ∈C[−1;1] ∀n∈ N, |xn(t)| 6 1 ∀n, ∀t, а коли
m> n, то xm(t) = xn(t) ∀t ∈ [−1;−1/n]∪ [1/n;1].

Тому

ρ(xm,xn) =
1w
−1

|xm(t)−xn(t)|dt =
−1/nw
−1

|xm(t)−xn(t)|dt+

+
1/nw
−1/n

|xm(t)−xn(t)|dt +
1w

1/n

|xm(t)−xn(t)|dt =

=
1/nw
−1/n

|xm(t)−xn(t)|dt 6 2·2/n→ 0, коли m> n→ ∞.

Отже, (xn(t)) – фундаментальна послiдовнiсть у просторi
CR[−1;1].

Припустимо, що ця послiдовнiсть є збiжною до якоїсь функцiї
x = x(t) у просторi CR[−1;1]. Тодi

ρ(xn,x) =
1w
−1

|xn(t)−x(t)|dt→ 0 (n→ ∞)

i тому
1r
0
|xn(t)−x(t)|dt→ 0 (n→ ∞), тобто (xn(t)) збiгається до x(t)

у просторi CR[0;1]. Але якщо y(t) = 1 ∀t, то
1w

0

|xn(t)−1|dt = ρ(xn,1) =

=
1/nw
0

|xn(t)−1|dt 6 2·1/n→ 0 (n→ ∞),
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тобто (xn(t)) збiгається у просторi CR[0;1] до функцiї y(t) ≡ 1. За
властивiстю єдиностi границi x(t) = 1 ∀t ∈ [0;1]. Аналогiчно можна
показати, що x(t) =−1 ∀t ∈ [−1;0]. Отже, x(0) = 1 i x(0) =−1, що
неможливо, а тому припущення про збiжнiсть послiдовностi (xn(t))
у просторi CR[−1;1] є неправильним твердженням.

Таким чином, у просторi CR[a;b] iснують фундаментальнi розбi-
жнi послiдовностi, тобто простiр CR[a;b] є неповним метричним
простором.�

Отже, п о в н о т а п р о с т о р у с у т т є в о з а л е ж и т ь н е т i -
л ь к и в i д й о г о е л е м е н т i в , а й в i д м е т р и к и .

1.6.6. Повнота просторiв m i l p.
� Якщо послiдовнiсть (xn) де xn = (x(n)

k ), є фундаментальною у
метричному просторi m обмежених послiдовностей, то

∀ε> 0∃n0(ε): m> n> n0(ε)⇒ ρ(xm,xn) = sup
k
|x(m)

k −x(n)
k |< ε/2.

Звiдси випливає, що ∀k∈ N
|x(m)

k −x(n)
k |< ε/2, коли m> n> n0(ε),

тобто числова послiдовнiсть (x(n)
k ) є фундаментальною у просторi

R
1 для кожного фiксованого k∈ N. Тому iснує lim

n→∞
x(n)

k = ak ∀k∈ N.

За теоремою 1 послiдовнiсть (xn) є обмеженою, тобто

∀b∈m ∃H > 0: ρ(xn,b) = sup
k∈N
|x(n)

k −bk|6 H ∀n∈ N⇒

⇒ |x(n)
k −bk|6 H ∀n i k∈ N⇒

⇒ lim
n→∞
|x(n)

k −bk|=
∣∣∣ lim
n→∞

x(n)
k −bk

∣∣∣= |ak−bk|6 H ∀k∈ N.

Тому, вважаючи bk = 0 ∀k, дiстанемо |ak| 6 H ∀k ∈ N, тобто
a = (ak) ∈m.

Враховуючи це, перейдемо у нерiвностi |x(m)
k −x(n)

k |< ε/2 до гра-

ницi при m→ ∞ i дiстанемо |ak−x(n)
k |< ε/2, коли n> n0(ε) ∀k∈ N.

Тому ρ(xn,a) = sup
k∈N
|x(n)

k −ak|6 ε/2< ε ∀n> n0(ε), тобто кожна по-

слiдовнiсть (xn), що є фундаментальною у просторi m, є також збi-
жною у цьому просторi.�

Отже, простiр m є повним метричним простором.
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Майже аналогiчними мiркуваннями можна показати, що про-
стiр l p є повним метричним простором ∀p> 1.

Пiдсумовуючи сказане, наведемо таблицю деяких повних i не-
повних метричних просторiв:

Повнi метричнi простори Неповнi метричнi простори

R
m та Cm ∀m∈ N Простiр Q з евклiдовою ме-

трикою
C[a;b] CR[a;b]

Простiр iзольованих точок Простiр (M1,ρ), де M1 = M \E
i E∩M′1 6=∅

m Простiр m без точки θ = (0)
l p ∀p> 1 Простiр l p без точки θ = (0)

1.6.7. Поняття поповнення метричного простору. Придиви-
мося уважнiше до неповних метричних просторiв, до яких зокрема
належить простiрQ рацiональних чисел з метрикою ρ(x,y) = |x−y|.
Якщо доповнити цей простiр iррацiональними числами, то вiн пе-
ретвориться у повний простiр R з тiєю ж метрикою ρ(x,y) = |x−y|.
Зауважимо, що Q = R i кожне iррацiональне число повнiстю ви-
значається певною послiдовнiстю рацiональних чисел, наприклад,
послiдовнiстю рацiональних наближень x−n з недостачею i з точнi-
стю до 10−n.

Виникає питання, чи не можна схожим способом поповнити
будь-який неповний метричний простiр.

Повний метричний простiр (M1,ρ1) назвемо поповненням не-
повного простору (M,ρ), якщо M = M1

(
тобто множина M є

скрiзь щiльною у просторi (M1,ρ)
)

i ρ1(x,y) = ρ(x,y) ∀x,y∈M.
За даним означенням вiдстань ρ1(x,y) у просторi (M1,ρ1) мiж

елементами x i y простору (M,ρ) така сама як i ρ(x,y) у просторi
(M,ρ). Тому замiсть ρ1 часто писатимемо ρ.

Приклад 4. ПростiрR1 є поповненням просторуQ1, тобто просторуQ
з метрикою ρ(x,y) = |x−y|, проте простiр R з метрикою простору iзольо-
ваних точок не є поповненням просторуQ1.

1.6.8. Звичайнi та iдеальнi елементи метричного простору.
Розглянемо довiльний неповний метричний простiр (M,ρ). Еле-
менти множини M назвемо звичайними елементами простору
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(M,ρ), а iдеальними елементами простору (M,ρ) назвемо по-
слiдовностi x∗ = (xn), якi є фундаментальними, але розбiжними у
просторi (M,ρ).

Приклад 5. Будь-яка збiжна у просторiR1 послiдовнiсть рацiональних
чисел x∗ = (xn) є iдеальним елементом просторуQ, якщо lim

n→∞
xn /∈Q.

Зрозумiло, що iдеальний елемент x∗ = (xn) простору (M,ρ) не
належить цьому простору. Об’єднаємо множину M з множиною M∗

iдеальних елементiв простору (M,ρ) i позначимо M1 = M∪M∗.
Введемо вiдстань на множинi M1. При цьому за аналогiєю з про-

стором Q вiдстань слiд ввести так, щоб для iдеального елемента
x∗ = (xn) звичайнi елементи xn були наближеннями x∗, а похибка
наближення xn ≈ x∗ була б як завгодно малою для всiх досить ве-
ликих номерiв n. Отже, бажано задовольнити умову ρ(xn,x∗)→ 0,
коли n→ ∞. Тому природно покласти, що вiдстань мiж звичай-
ним елементом x простору (M,ρ) та iдеальним елементом
x∗ = (xn) цього простору дорiвнює числу

ρ(x,x∗) := lim
n→∞

ρ(x,xn), (1)

а вiдстань мiж iдеальними елементами x∗ = (xn) та y∗ = (yn)
простору (M,ρ) дорiвнює числу

ρ(x∗,y∗) := lim
n→∞

ρ(xn,yn). (2)

Покажемо, що в к а з а н i г р а н и ц i о б о в ’ я з к о в о i с н у -
ю т ь . Розглянемо лише другу границю, а першу пропонуємо чи-
тачевi розглянути самостiйно.
�Нехай αn = ρ(xn,yn) ∀n∈N. У пунктi 1.2.7 при доведеннi вла-

стивостi 3◦ границi послiдовностi зокрема показано, що

|αm−αn|= |ρ(xm,ym)−ρ(xn,yn)|6 ρ(xm,xn)+ ρ(ym,yn).
Тому, враховуючи фундаментальнiсть послiдовностей (xn) = x∗ та
(yn) = y∗, дiстанемо, що |αm−αn| → 0, коли m> n→ ∞. Отже, по-
слiдовнiсть (αn) є фундаментальною у просторiR1, а тому i збiжною
у цьому просторi. Цим доведено iснування границi lim

n→∞
ρ(xn,yn)

для будь-яких iдеальних елементiв x∗ = (xn) та y∗ = (yn) простору
(M,ρ).�
� Зрозумiло, що для кожного iдеального елемента x∗ i для ко-

жного звичайного елемента x маємо ρ(x,x∗) > 0 i тому природно



1.6.9] Iñíóâàííÿ ïîïîâíåííÿ íåïîâíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó 65

вважати x 6= x∗. Вважатимемо також iдеальнi елементи x∗ = (xn)
та y∗ = (yn) рiвними тодi й тiльки тодi, коли ρ(x∗,y∗) = 0, тоб-
то lim

n→∞
ρ(xn,yn) = 0. Враховуючи це, тепер легко довести, що на

множинi M1 = M ∪M∗ вiдстань ρ задовольняє усi умови вiдстанi:
1) ρ(x,y)> 0∀x i y∈M1, 2) ρ(x,y) = 0⇔ x = y, 3) ρ(x,y) = ρ(y,x) ∀x
i y∈M1 i 4) ρ(x,y)6 ρ(x,z)+ ρ(z,y) ∀x,y i z∈M1.�

Пiдсумовуючи сказане, приходимо до висновку, що має мiсце
Теорема 2 (про метричнiсть неповного простору пiсля допов-

нення його iдеальними елементами). Якщо неповний метричний
простiр (M,ρ) доповнити його iдеальними елементами i вве-
сти вiдстань цих елементiв вiд звичайних та iдеальних еле-
ментiв вiдповiдно за формулами (1) та (2), то дiстанемо
простiр (M1,ρ), який є метричним простором.

1.6.9. Iснування поповнення неповного метричного просто-
ру. Дослiдимо повноту метричного простору (M1,ρ) з теореми 2.
�Покажемо спочатку, що M = M1, тобто кожна точка множини

M1 є точкою дотику множини M. Нехай x– довiльна точка множини
M1. Тодi, якщо x ∈ M, то x – точка дотику M. А якщо x 6∈ M, то
x – iдеальний елемент простору (M,ρ), тобто x = (xn), де (xn) –
фундаментальна послiдовнiсть у просторi (M,ρ). Тому

∀ε> 0∃n0(ε): m> n> n0(ε)⇒ ρ(xm,xn)< ε/2⇒
ρ(x,xn) := lim

m→∞
ρ(xm,xn)6 ε/2< ε, тобто в будь-якому ε-околi точки

x є точки xn ∈M. Отже, x – точка дотику множини M.
Вiзьмемо тепер довiльну послiдовнiсть (xn), фундаментальну у

просторi (M1,ρ). Тодi ρ(xm,xn) → 0, коли m> n→ ∞, i оскiльки
M = M1, то

∀n∈ N ∃yn ∈M: ρ(xn,yn)< 1/n.

Звiдси випливає, що

ρ(ym,yn)6 ρ(xm,ym)+ ρ(xm,yn)6 ρ(ym,xm)+ ρ(xm,xn)+

+ρ(yn,xn)6 1/m+1/n+ ρ(xm,xn)→ 0, коли m> n→ ∞.
Отже, (yn) – фундаментальна послiдовнiсть у просторi (M,ρ).
Якщо ця послiдовнiсть збiгається у просторi (M,ρ) до певного еле-
мента y, тобто ρ(yn,y)→ 0, n→ ∞, то

ρ(xn,y)6 ρ(xn,yn)+ ρ(yn,y)6 1/n+ ρ(yn,y)→ 0, коли n→ ∞.
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А якщо (yn) – розбiжна фундаментальна послiдовнiсть у просторi
(M,ρ), то вона визначає iдеальний елемент y∗ = (yn). При цьому

ρ(xn,y
∗)6 ρ(xn,yn)+ ρ(yn,y

∗)6

6 1/n+ lim
m→∞

ρ(yn,ym)→ 0, коли n→ ∞,

оскiльки ∀ε> 0 ∃n0(ε): m> n> n0(ε)⇒ ρ(ym,yn)< ε/2⇒
lim

m→∞
ρ(yn,ym)6 ε/2< ε ∀n> n0(ε).

Отже, довiльна фундаментальна у просторi (M1,ρ) послiдов-
нiсть (xn) є збiжною у цьому просторi. Тому (M1,ρ) – повний ме-
тричний простiр, а оскiльки M = M1, то простiр (M1,ρ) є поповнен-
ням простору (M,ρ).�

Таким чином, доведена
Теорема 3 (про iснування поповнення неповного метричного

простору). Метричний простiр (M1,ρ) з теореми 2 є поповнен-
ням неповного метричного простору (M,ρ).

Простiр (M1,ρ) надалi називатимемо поповненням простору
(M,ρ) за допомогою iдеальних елементiв.

1.6.10. Єдинiсть поповнення неповного метричного просто-
ру. Природно виникає питання про те, скiльки iснує поповнень
неповного метричного простору (M,ρ).
� Нехай простiр (M2,ρ2) є поповненням простору (M,ρ). Тодi

ρ2(x,y) = ρ(x,y) ∀x i y∈M i M = M2. Звiдси випливає, що

∀y∗∗ ∈M2\M ∃(yn): yn ∈M ∀n∈ N i ρ2(yn,y
∗∗)→ 0 (n→ ∞).

За теоремою 1 послiдовнiсть (yn) є фундаментальною у просторi
(M2,ρ2), а оскiльки ρ2(ym,yn) = ρ(ym,yn), то (yn) є фундаменталь-
ною i розбiжною у просторi (M,ρ). Тому iснує iдеальний елемент
y∗ = (yn) простору (M1,ρ) з теореми 2. Покладемо

ϕ(y∗∗) = y∗ ∀y∗∗ ∈M2\M i ϕ(y) = y∀y∈M.

Зрозумiло, що коли y∗∗1 6= y∗∗2 , то

ϕ(y∗∗1 ) = y∗1 = (y(1)
n ) 6= ϕ(y∗∗2 ) = y∗2 = (y(2)

n ),

бо в iншому разi ρ(y(1)
n ,y(2)

n )→ 0 (n→ ∞)⇒
ρ2(y∗∗1 ,y

∗∗
2 )6 ρ2(y∗∗1 ,y

(1)
n )+ρ2(y(1)

n ,y(2)
n )+ρ2(y(2)

n ,y∗∗2 )→ 0(n→∞)⇒
ρ2(y∗∗1 ,y

∗∗
2 ) = 0, тобто y∗∗1 = y∗∗2 . Далi, якщо x∗ = (xn) – довiльний



1.6.10] �äèíiñòü ïîïîâíåííÿ íåïîâíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó 67

iдеальний елемент простору (M,ρ), то послiдовнiсть (xn) є фунда-
ментальною у просторi (M,ρ), а тому i в просторi (M2,ρ2). Оскiльки
(M2,ρ2) – повний метричний простiр, то

∃x∗∗ ∈M2: ρ2(xn,x
∗∗)→ 0 (n→ ∞)⇒ ϕ(x∗∗) = x∗.

Таким чином, вiдображення ϕ є взаємно однозначним вiдобра-
женням M2 на M1.

Вiзьмемо довiльнi точки y i z∈ M2 i знайдемо ϕ(y) та ϕ(z). Тодi
можливi випадки:

1) y i z∈M⇒ ϕ(y) = y i ϕ(z) = z⇒
ρ2(y,z) = ρ(y,z) = ρ(ϕ(y),ϕ(z));

2) y∈M, а z∈M2\M⇒ ϕ(y) = y, а ϕ(z) = (zn) ∈M1\M⇒
ρ2(y,z) = lim

n→∞
ρ2(y,zn) = lim

n→∞
ρ(y,zn) = ρ(ϕ(y),ϕ(z));

3) y∈M2\M, а z∈M⇒ ρ2(y,z) = ρ(ϕ(y),ϕ(z));

4) y i z∈M2\M⇒ ϕ(y) = (yn) ∈M1\M i ϕ(z) = (zn) ∈M1\M⇒
ρ2(y,z) = lim

n→∞
ρ2(yn,zn) = lim

n→∞
ρ(yn,zn) = ρ(ϕ(y),ϕ(z)).

Отже, якщо метричний простiр (M2,ρ2) є поповненням метри-
чного простору (M,ρ), а простiр (M1,ρ) є поповненням простору
(M,ρ) за допомогою iдеальних елементiв, то ∃ϕ: M2↔M таке, що
ρ2(y,z) = ρ(ϕ(y),ϕ(z)) ∀y i z∈M2.�

Взаємно однозначне вiдображення ϕ: M2↔M1, що зберiгає вiд-
стань мiж вiдповiдними елементами, тобто ρ2(y,z) = ρ(ϕ(y),ϕ(z))
∀y i z∈ M2 називають iзометрiєю, а простори (M2,ρ2) i (M1,ρ)
називають при цьому iзометричними.

Приклад 6. Простори R2 i C є iзометричними, оскiльки ϕ(z) = (x,y)
∀z= x+ iy ∈ C є взаємно однозначним вiдображенням C на R2, що зберi-
гає вiдстань:

ρC(z1,z2) = |z1−z2|=
√

(x1−x2)2 +(y1−y2)2 =

= ρ
R2

(
(x1,y1),(x2,y2)

)
∀z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2.

Д в а i з о м е т р и ч н i п р о с т о р и м о ж н а о т о т о ж н ю в а т и ,
я к щ о н е х т у в а т и п р и р о д о ю о б ’ є к т i в , щ о є т о ч к а м и
ц и х п р о с т о р i в . Якщо це роблять, то кажуть, що вказанi про-
стори рiвнi з точнiстю до iзометрiї.

Враховуючи сказане, дiстаємо наступну теорему.
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Теорема 4 (про єдинiсть поповнення). Якщо метричний про-
стiр (M2,ρ2) є поповненням метричного простору (M,ρ), а
простiр (M1,ρ) є поповненням метричного простору (M,ρ) за
допомогою iдеальних елементiв, то простори (M2,ρ2) i (M1,ρ)
є рiвними з точнiстю до iзометрiї.

Iншими словами, поповнення неповного метричного простору
(M,ρ) єдине з точнiстю до iзометрiї.

Приклад 7. Простiр дiйсних чисел з евклiдовою метрикою можна вве-
сти за допомогою нескiнченних десяткових, двiйкових, трiйкових i взага-
лi, r-кових дробiв, чи за допомогою послiдовностей рацiональних чисел,
фундаментальних у просторi Q. Усi способи дають один i той же метри-
чний простiр R1 з точнiстю до iзометрiї.

1.6.11. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Критерiй Кошi збiжностi послiдовностi має мiсце у довiльному ме-
тричному просторi.

2. Якщо послiдовнiсть (xn) фундаментальна у просторi (M,ρ), то
∀ε> 0∃n0(ε): m> n0(ε) i n> n0(ε)⇒ ρ(xm,xn)< ε.

3. Твердження, обернене до 2, є правильним.

4. Якщо послiдовнiсть (xn) не є фундаментальною у просторi (M,ρ),
то ∃ε> 0:∀n0(ε) ∃m i n: m> n> n0 i ρ(xm,xn)> ε.

5. Якщо (xn) – необмежена послiдовнiсть, то вона не є фундамен-
тальною послiдовнiстю.

6. Якщо (xn) – розбiжна послiдовнiсть у просторi (M,ρ), то вона не є
фундаментальною у цьому просторi.

7. Iснує метричний простiр, у якому кожна фундаментальна послiдов-
нiсть є розбiжною.

8. Якщо з метричного простору (M,ρ) викинути одну точку a∈M, то
дiстанемо неповний метричний простiр (M1,ρ), де M1 = M \{a}.

9. Якщо метричний простiр (M,ρ) повний, а метричний простiр
(M \{a},ρ) неповний, то a∈M′.

10. Якщо (M,ρ) – неповний метричний простiр, то кожна послiдов-
нiсть (xn), що є фундаментальною у (M,ρ), не є збiжною у цьому
просторi.

11. На множинiQ рацiональних чисел можна так ввести метрику ρ, що
дiстанемо повний метричний простiр (Q,ρ).
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12. На множинiR дiйсних чисел можна так ввести метрику ρ, що дiста-
немо неповний метричний простiр (R,ρ).

13. У просторi C[a;b] не кожна фундаментальна послiдовнiсть є збi-
жною.

14. Множина N натуральних чисел з метрикою ρ(m,n) = |m−n| є пов-
ним метричним простором.

15. Множина N натуральних чисел з метрикою

ρ(m,n) =

{
1+ 1

m+n, коли m 6= n,
0, коли m= n,

є неповним метричним простором (N,ρ).
16. Якщо в метричному просторi (N,ρ) з твердження 15 взяти замкне-

нi кулi Kn = K
(
n,1+ 1

2n

)
∀n ∈ N, то K1 ⊃ K2 ⊃ ·· · ⊃ Kn ⊃ . . . i

∞T

n=1
Kn =∅.

II. Довести данi твердження.
1. Нехай Kn = K(an, rn) – замкненi кулi у метричному просто-

рi (M,ρ). Тодi, якщо (M,ρ) – повний метричний простiр,
Kn⊃ Kn+1 ∀n∈ N i rn→ 0 (n→ ∞), то ∃!x∗ ∈M: x∗ ∈ Kn ∀n∈ N.

2. Якщо (M,ρ) неповний метричний простiр, то iснують замкненi ку-
лi Kn = K(an, rn) такi, що Kn ⊃ Kn+1 ∀n ∈ N, rn→ 0 (n→ ∞), але

∞T

n=1
Kn =∅.

3. Якщо множина M1 є компактною у метричному просторi (M,ρ), то
(M1,ρ) – повний метричний простiр.

4. Якщо метричнi простори (M1,ρ1) i (M2,ρ2) iзометричнi, то вони
одночасно або повнi, або неповнi.

1.7. Лiнiйнi, нормованi, евклiдовi
та гiльбертовi простори

Поняття метричного простору є природним узагальненням мно-
жин R та C у напрямi введення вiдстанi мiж об’єктами досить до-
вiльної природи. Вводячи операцiї додавання цих об’єктiв (векто-
рiв) та множення їх на число, визначаючи поняття довжини (норми)
вектора або кута мiж векторами, дiстаємо узагальнення множин R
та C в iнших напрямах.

У даному пiдроздiлi лiтерою P позначатиметься поле R дiйсних
або C комплексних чисел (скалярiв).
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1.7.1. Лiнiйнi простори. Непорожню множину L називають
лiнiйним або векторним простором над полем P, а елементи
множини L називають векторами, якщо ∀x i y∈ L ∃(x+ y) ∈ L –
сума векторiв x i y, а також ∀x∈ L i ∀λ ∈ P ∃(λx) ∈ L – добуток
вектора x на число (скаляр) λ, причому виконуються умови A1 –
A4 i B1 – B3:

A. Властивостi суми векторiв:
A1: x+y = y+x ∀x i y∈ L (комутативнiсть суми);
A2: x+(y+z) = (x+y)+z∀x, y i z∈ L (асоцiативнiсть суми);
A3: ∃θ ∈ L: x+ θ = x ∀x∈ L (iснування нуля);
A4 : ∀x∈ L ∃(−x) ∈ L: x+(−x) = θ (iснування протилежного

елемента).
B. Властивостi добутку вектора на число:

B1: λ(µx) = (λµ)x∀λ i µ∈P i ∀x∈ L (асоцiативнiсть добутку);
B2: 1·x = x ∀x∈ L (множення на одиницю);
B3: λ(x+y) = λx+λy i (λ+µ)x= λx+µx∀λ i µ∈P i ∀x i y∈ L

(дистрибутивна властивiсть).
Властивостi A1 – A4 та B1 – B3 називають ще аксiомами лiнiй-

ного простору L. З їх допомогою так само, як i для дiйсних чисел,
можна дiстати iншi властивостi лiнiйного простору.

Зокрема, суму x+ (−y) доцiльно назвати рiзницею x− y. При
цьому 1) x = y⇔ x−y = θ, 2) x+y = z⇔ x = z−y, 3)−(−x) = x.

Також легко довести, що

α(x−y) = αx−αy; (α−β)x = αx−βx; αx = θ⇔ α = 0 або x = θ.
Приклад 1. Лiнiйними просторами є:
1) простори Rm та Cm, якщо вважати

x+y :=(x1 +y1,x2 +y2, . . . ,xm+ym)
та

λx :=(λx1,λx2, . . . ,λxm) ∀x i y∈ Rm (або Cm)
i ∀λ∈R (абоC). При цьому θ :=(0,0, . . . ,0), а (−x) :=(−x1,−x2, . . . ,−xm);

2) множина C[a;b] числових функцiй, неперервних на вiдрiзку [a;b],
якщо вважати ( f + ϕ)(x) = f (x)+ ϕ(x) i (λ f )(x) = λ f (x). При цьому

f = θ⇔ f (x) = 0∀x∈ [a;b], а (− f )(x) :=− f (x);
3) множина m обмежених числових послiдовностей x= (xn) та множи-

на l p числових послiдовностей x = (xn), для яких
∞
∑

k=1
|xk|p < +∞, де p> 1
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фiксоване, якщо вважати
x+y = (xn +yn) i λx = (λxn) ∀x = (xn) i y = (yn) та ∀λ ∈ P.

При цьому
θ = (xn)⇔ xn = 0∀n∈ N, а − (xn) = (−xn).

Пропонуємо читачевi самостiйно перевiрити аксiоми лiнiйного про-
стору для вказаних множин.

Лiнiйний простiр L над полемR називають дiйсним, а над полем
C – комплексним лiнiйним простором. Якщо A ⊂ L i B ⊂ L, а
λ ∈ P, то вважають

A+B :={x+y: x∈ A, y∈ B}, λA :={λx: x∈ A}.
Зупинимося коротко ще на деяких поняттях i фактах, якi мають

мiсце у лiнiйних просторах.
Скiнченну систему векторiв M = {x1, . . . ,xn} ⊂ L називають

лiнiйно залежною, якщо можна вказати ненульовий набiр скаля-
рiв α1, . . . ,αn ∈ P таких, що α1x1 + . . .+αnxn = θ. В iншому разi си-
стема M є лiнiйно незалежною. Неважко виявити найпростiшi
властивостi лiнiйної залежностi (незалежностi):

– система M = {x}, що складається з одного вектора x ∈ L, є
лiнiйно залежною тодi i тiльки тодi, коли x = θ;

– якщо в системi M = {x1, . . . ,xn} бiльше одного вектора, то во-
на є лiнiйно залежною тодi i тiльки тодi, коли принаймнi один
з її векторiв лiнiйно виражається через решту, наприклад,
x1 = β2x2 + . . .+ βnxn;

– якщо хоч один з векторiв системи M нульовий, то така систе-
ма лiнiйно залежна;

– будь-яка пiдсистема лiнiйно незалежної системи є лiнiйно не-
залежною.

Можливий випадок, коли у просторi L iснує така лiнiйно неза-
лежна система векторiв M = {e1, . . . ,en}, через яку будь-який ве-
ктор x∈ L лiнiйно виражається: x= α1e1+ . . .+αnen, α1, . . . ,αn∈P.
Тодi простiр L називається n-вимiрним або скiнченновимiрним;
система M називається його базисом, а числа α1, . . . ,αn – коор-
динатами вектора x у базисi M. Кiлькiсть векторiв у базисi M
називають розмiрнiстю простору L. Неважко довести, що:

– кiлькiсть векторiв у будь-якому базисi скiнченновимiрного
простору L однакова;
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– в n-вимiрному просторi L будь-яка лiнiйно незалежна систе-
ма, яка складається з n векторiв, є базисом;

– в n-вимiрному просторi L будь-яка система, яка складається
бiльше, нiж з n векторiв, є лiнiйно залежною;

– координати будь-якого вектора у фiксованому базисi визна-
чаються однозначно.

Нескiнченну систему векторiв M = {xi : xi ∈ L, i ∈ Λ} нази-
вають лiнiйно незалежною, якщо такою є будь-яка її скiнченна
пiдсистема. Простiр, що не є скiнченновимiрним, називається не-
скiнченновимiрним. Тiльки у таких просторах iснують нескiнченнi
лiнiйно незалежнi системи.

Приклад 2. 1) Простори Rm i Cm з прикладу 1 мають, очевидно, ба-
зис e1 = (1,0, . . . ,0), e2 = (0,1, . . . ,0), . . . , em = (0,0, . . . ,1) i тому вони
m-вимiрнi;

2) у просторi C[a;b] можна вказати нескiнченну лiнiйно незалежну си-
стему векторiв, яка складається з функцiй 1, x, . . . , xn, . . . , i тому цей про-
стiр нескiнченновимiрний;

3) нескiнченновимiрними є також простори m та l p, оскiльки вони мi-
стять нескiнченну лiнiйно незалежну систему векторiв e1 = (1,0,0,0, . . .),
e2 = (0,1,0,0, . . .), e3 = (0,0,1,0, . . .), . . . .

Пiдмножина L1 лiнiйного простору L називається його пiдпро-
стором, якщо вона є лiнiйним простором з тими самими операцi-
ями додавання i множення на скаляри, якi дiють в усьому просторi.
Для того щоб множина L1 була пiдпростором простору L, необхi-
дно й досить, щоб αx+ βy∈ L1 ∀x,y∈ L1 та ∀α,β ∈ P. Згiдно з цим
критерiєм очевидно, що коли задано деяку сукупнiсть пiдпросторiв
Lξ, простору L, то i їх перетин V =

T

ξ
Lξ теж є пiдпростором для L.

Яка б не була непорожня множина M ⊂ L, iснує найменший
пiдпростiр L(M) простору L, який мiстить цю множину. Його на-
зивають пiдпростором, породженим множиною M, або лiнiй-
ною оболонкою множини M. Так, лiнiйна оболонка якогось бази-
су M скiнченновимiрного простору L збiгається з самим простором
L. Неважко з’ясувати також, що L(M) завжди складається з усiля-
ких скiнченних лiнiйних комбiнацiй елементiв множини M.

1.7.2. Нормованi простори. Лiнiйний простiр L називають
нормованим простором, якщо кожен вектор x∈ L має норму ‖x‖,
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що задоволняє умови
1) ‖x‖> 0 ∀x∈ L;

2) ‖x‖= 0⇔ x = θ;

3) ‖λx‖= |λ| · ‖x‖ ∀x∈ L i ∀λ ∈ P;

4) ‖x+y‖6 ‖x‖+‖y‖ ∀ x i y∈ L.
При цьому умови 1) – 4) називають аксiомами норми.

Приклад 3. Нормованими просторами є:
1) простори Rm та Cm, якщо вважати, що

‖x‖=

√
m

∑
k=1

|xk|2 ∀x = (x1,x2, . . . ,xm) ∈ Rm (або Cm);

2) простiр C[a;b] функцiй, неперервних на вiдрiзку [a;b], якщо вважа-
ти, що

‖x‖= max
[a;b]
|x(t)| ∀x = x(t) ∈C[a;b];

3) простiр CR[a;b] функцiй, неперервних на вiдрiзку [a;b], з нормою

‖x‖= (R)
bw

a

|x(t)|dt ∀x = x(t) ∈CR[a;b];

4) простiр m обмежених послiдовностей з нормою

‖x‖= sup
k∈N
|xk| ∀x = (xk) ∈m;

5) простiр l p (p > 1) послiдовностей x = (xk), для яких
∞
∑

k=1
|xk|p <

<+∞. При цьому

‖x‖ :=

(
∞

∑
k=1

|xk|p
)1/p

∀x = (xk) ∈ l p.

Пропонуємо читачевi перевiрити аксiоми норми у випадках 1)
– 4). Стосовно простору l p, аксiоми 1) – 3) очевиднi, а аксiома 4)
випливає з нерiвностi Мiнковського (див. п. 1.1.6, нерiвнiсть (9)).

Зауважимо, що при 0 < p < 1 простiр l p не є нормованим,
оскiльки у ньому не виконується аксiома трикутника, наприклад,

для таких точок: x = (2
1
p ,0,0, . . .) та y = (0,3

1
p ,0, . . .).

Усi нормованi простори, розглянутi у прикладi 3, є метричними
просторами з метрикою ρ(x,y) = ‖x−y‖ (див. пп. 1.1.2 – 1.1.6). Це
наводить на думку, що має мiсце
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Теорема 1 (про зв’язок нормованих просторiв з метричними).
Кожен нормований простiр L є метричним простором з ме-
трикою ρ(x,y) = ‖x−y‖ ∀x,y∈ L.
� Дiйсно, 1) ρ(x,y) = ‖x−y‖> 0 ∀x i y∈ L;
2) ρ(x,y) = ‖x−y‖= 0⇔ x−y = θ⇔ x = y;
3) ρ(y,x) = ‖y− x‖ = ‖(−1)(x− y)‖ = |−1| · ‖x− y‖ = ‖x− y‖ =

= ρ(x,y) ∀x i y∈ L;
4) ρ(x,y) = ‖x− y‖ = ‖(x− z) + (z− y)‖ 6 ‖x− z‖+ ‖z− y‖ =

= ρ(x,z)+ ρ(z,y) ∀x,y i z∈ L.�
Оскiльки кожен нормований простiр є метричним, то для нього

мають мiсце усi факти, що мають мiсце для метричних просторiв, а
також деякi iншi факти, що не мають мiсця у довiльних метричних
просторах. Наприклад, якщо послiдовностi (xn) та (yn) є збiжними
у нормованому просторi L, то

1) lim
n→∞

(αxn + βyn) = α lim
n→∞

xn + β lim
n→∞

yn ∀α i β ∈ P,

2) lim
n→∞

xn = a⇔ lim
n→∞

(xn−a) = θ⇔ lim
n→∞
‖xn−a‖= 0.

У нормованому просторi L можна також ввести поняття ряду,
тобто виразу вигляду

x1 +x2 + . . .+xk + . . . , або
∞

∑
k=1

xk, (1)

де елемент xk ∈ L називається k-тим членом ряду (1).
Як i для числових рядiв, для ряду (1) можна ввести поняття по-

слiдовностi його часткових сум: Sn =
n
∑

k=1
xk, n∈N, та суми цього

ряду: S= lim
n→∞

Sn, якщо остання границя iснує. При цьому кажуть,

що ряд (1) збiгається до Si записують
∞
∑

k=1
xk = S.

Властивостi рядiв у нормованому просторi багато в чо-
му нагадують властивостi числових рядiв, зокрема:

1◦. Якщо
∞
∑

k=1
xk = S, то lim

k→∞
xk = θ (необхiдна умова збiжностi

ряду).

2◦. Ряд (1) та будь-який його n-ний залишок
∞
∑

k=n+1
xk :=

∞
∑

k=1
xn+k

одночасно збiгаються або нi. При цьому, якщо
∞
∑

k=1
xk = S, то
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∞
∑

k=n+1
xk = rn = S−Sn.

3◦. Якщо ряд (1) є абсолютно збiжним, тобто збiгається ряд
∞
∑

k=1
‖xk‖, то вiн також є збiжним, коли простiр L є повним.

4◦. Якщо ряд (1) є абсолютно збiжним до суми S, а простiр L є
повним, то будь-яка перестановка цього ряду збiгається аб-
солютно до S.

Наведемо доведення властивостi 3◦.

� Якщо Sn =
n
∑

k=1
xk, то ρ(Sm,Sn) = ‖Sm− Sn‖ =

∥∥∥∥ m
∑

k=n+1
xk

∥∥∥∥ 6
6

m
∑

k=n+1
‖xk‖ → 0, коли m> n→ ∞. Тому (Sn) – фундаментальна

послiдовнiсть у просторi L, а оскiльки цей простiр повний, то (Sn) є
збiжною послiдовнiстю, тобто ряд (1) є збiжним.�

Простором Банаха або B-простором називають кожен повний
нормований простiр.

Приклад 4. Простори Rm, Cm, C[a;b], m i l p є просторами Банаха, а
простiр CR[a;b] не є простором Банаха, оскiльки вiн є неповним нормо-
ваним простором.

Нехай a i b – вектори лiнiйного простору L. Тодi вiдрiзком (або
напрямленим вiдрiзком) [a;b] простору L називають множину ве-
кторiв x = a(1− t) + bt, t ∈ [0;1]. Отже, [a;b] := {x = a(1− t) +
+bt: t ∈ [0;1]}. Аналогiчно, iнтервалом (a;b) називають множи-
ну (a;b) :={x = a(1− t)+bt: t ∈ (0;1)}.

Множину E лiнiйного простору L називають опуклою, якщо
[a;b]⊂ E ∀a i b∈ E.

Приклад 5. 1) Якщо L є нормованим простором, то кожна куля
K(x0, r)⊂ L є опуклою множиною.

Дiйсно, якщо a i b∈ K(x0, r), то ‖a− x0‖ < r i ‖b− x0‖ < r. Тому ∀t ∈
∈ [0;1] маємо x = a(1− t)+bt i

‖x−x0‖= ‖(a(1− t)+bt)− (x0(1− t)+x0t)‖=

= ‖(a−x0)(1− t)+(b−x0)t‖6

6 (1− t)‖a−x0‖+ t‖b−x0‖< r(1− t)+ rt = r.

Отже, [a;b]⊂ K(x0, r) ∀a i b∈ K(x0, r), тобто K(x0, r) – опукла множина.
2) У просторi Rm опуклою множиною є так званий вiдкритий еле-

ментарний прямокутник P = (a1;b1)× (a2;b2)× . . .× (am;bm).
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Справдi, якщо x,y ∈ P, а z = (1− t)x+ ty, t ∈ [0;1], то з нерiвностей
ak < xk, yk < bk, k∈ 1,m, випливають нерiвностi ak < (1− t)xk + tyk < bk,
k∈ 1,m, тобто z= (z1,z2, . . . ,zm) ∈ P.

3) Будь-який лiнiйний простiр є опуклою множиною.
Ранiше було встановлено, що збiжнiсть у просторах Rm та Cm

рiвносильна покоординатнiй збiжностi (див. п. 1.2.2). Перевiримо,
чи справедливо це у довiльному скiнченновимiрному нормованому
просторi L.
� Зафiксуємо у просторi L певний базис M = {e1, . . . ,en} i роз-

глянемо довiльну послiдовнiсть (x(k)) = (α(k)
1 e1 + . . .+ α(k)

n en).

Спробуємо довести, що lim
k→∞

x(k) = a ⇔ lim
k→∞

α(k)
i = ai ∀i ∈ 1,n,

якщо a = a1e1 + . . .+anen.
Оскiльки lim

k→∞
x(k) = a⇔ lim

k→∞
(x(k)−a) = θ, то твердження доста-

тньо довести лише для a = θ = 0·e1 + . . .+0·en.
В частинi достатностi це твердження легко випливає з не-

рiвностi трикутника: ‖x(k)‖ = ‖α(k)
1 e1 + . . .+ α(k)

n en‖ 6 |α
(k)
1 |‖e1‖+

+ . . .+ |α(k)
n |‖en‖→ 0 (k→ ∞), коли α(k)

i → 0 (k→ ∞) ∀i ∈ 1,n.
Для доведення необхiдностi треба показати, що коли x(k) → θ

(k→ ∞), то β(k)→ 0 (k→ ∞), де

β(k) = max
16i6n

|α(k)
i | ∀k∈ N.

Припустимо супротивне: β(k) 6→ 0 (k→ ∞). Тодi можна вказати
ε > 0 i послiдовнiсть kν ↑ ∞: β(k) > ε ∀k = kν. Крiм того, послiдов-
нiсть (kν) можна вибрати так, щоб для деякого p∈ 1,n мала мiсце
рiвнiсть: β(k) = |α(k)

p | ∀k = kν.
Розглянемо послiдовнiсть (y(k)) = ( 1

β(k) x
(k)), де k = kν.

Маємо: ‖y(k)‖ = 1
β(k) ‖x(k)‖ > 1

ε‖x
(k)‖ → 0 при k = kν → ∞. Крiм

того, y(k) = β(k)
1 e1 + . . .+ β(k)

n en, де β(k)
i = α(k)

i

β(k) ∀i ∈ 1,n, k = kν. Тому

|β(k)
i |6 1 ∀i ∈ 1,n, k = kν, причому |β(k)

p |= 1 ∀k = kν.

Видiлимо тепер з обмежених числових послiдовностей (β(k)
i ),

i ∈ 1,n, збiжнi пiдпослiдовностi: β(k)
i → bi (k = kν j → ∞) ∀i ∈ 1,n.

Оскiльки достатнiсть вже доведено, то можна стверджувати, що
y(k) → b (k = kν j → ∞), де b = b1e1 + . . .+ bnen. При цьому b 6= θ,
бо |bp|= 1. Отримано суперечнiсть, яка завершує доведення дослi-
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джуваного твердження.�
Сформулюємо доведене твердження у виглядi теореми. Перед

цим домовимось про позначення x = (x1, . . . ,xn), якщо вектор x∈ L
має в базисi M координати x1, . . . ,xn, тобто x = x1e1 + . . .+xnen.

Теорема 2 (критерiй збiжностi у скiнченновимiрному просторi).
Нехай L – скiнченновимiрний нормований простiр з базисом
M = {e1, . . . ,en}, x(k) = (α(k)

1 , . . . ,α(k)
n ) ∀k ∈ N та a = (a1, . . . ,an).

Тодi для того щоб x(k) → a (k→ ∞) у просторi L, необхiдно i

достатньо, щоб α(k)
i → ai (k→ ∞) ∀i ∈ 1,n.

З теореми 2 випливає ряд цiкавих наслiдкiв.
Наслiдок 1 (про еквiвалентнiсть норм). У скiнченновимiрному

нормованому просторi L будь-якi двi норми ‖ ·‖1 i ‖ ·‖2 еквiва-
лентнi, у тому розумiннi, що ‖xn−a‖1→ 0⇔ ‖xn−a‖2→ 0.

Наслiдок 2 (про замкненiсть пiдпростору). Будь-який скiнчен-
новимiрний пiдпростiр L1 довiльного нормованого простору L
є замкненою множиною в L.

Приклад 6. Пiдпростiр L1, що складається з многочленiв, степiнь яких
не вищий за n, має базис M = {1,x,x2, . . . ,xn}. Тому вiн (n+1)-вимiрний, а
отже, за наслiдком 2, L1 є замкненою множиною у просторi C[a;b]. Звiдси
зокрема випливає, що коли P(k)(x) ∈ L1 ∀k∈N i P(k)(x)⇒ f (x) на [a;b], то
f (x) ∈ L1.

Назвемо лiнiйним замиканням множини M ⊂ L (M 6=∅) най-
менший замкнений лiнiйний пiдпростiр простору L, що мiстить цю
множину. Вiн iснує i є перетином усiх пiдпросторiв з вказаними вла-
стивостями. Лiнiйне замикання будемо позначати L[M]. Про L[M]
кажуть також, що це є найменший замкнений пiдпростiр, по-
роджений множиною M.

Мiж лiнiйним замиканням i лiнiйною оболонкою iснує простий
зв’язок: L[M] = L(M).

Систему векторiв (або множину) M ⊂ L називають повною,
якщо L[M] = L, тобто якщо породжений M замкнений пiдпростiр
збiгається з усiм простором.

Приклад 7. 1) У скiнченновимiрному нормованому просторi L повною
системою є, очевидно, будь-який базис M1 = {e1,e2, . . . ,en}. Вилучивши
з базису M1 хоч один вектор, дiстанемо неповну систему.

2) У просторi l p повну систему M2 утворюють вектори e1 = (1,0,0, . . .),
e2 = (0,1,0, . . .), . . . , оскiльки кожен вектор x = (α1, . . . ,αn, . . .) ∈ l p мо-
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жна подати у виглядi x = lim
n→∞

yn, де yn = α1e1 + . . .+αnen. Система M2 пе-

рестане бути повною, якщо з неї вилучити який-небудь вектор em (впев-
нiться у цьому!).

3) У просторi C[a;b] повною є система M3 = {1,x,x2, . . . ,xn, . . .}. Це
стверджується теоремою Вейєрштрасса про рiвномiрне наближення не-
перервних функцiй многочленами (див. [18, гл. V, §5]).

Два нормованих простори L1 i L2 над одним i тим же полем P

називаються iзоморфними, якщо мiж ними можна встановити iзо-
морфiзм, тобто таке вiдображення ϕ: L1↔ L2, при якому

ϕ(αx+ βy) = αϕ(x)+ βϕ(y) ∀x,y∈ L1, ∀α,β ∈ P

i

‖ϕ(x)‖2 = ‖x‖1 ∀x∈ L1.

Приклад 8. Будь-який скiнченновимiрний простiр Ln над полем P iзо-
морфний простору Pn, де P = R або P = C. Щоб задати iзоморфiзм ϕ:
Ln↔ Pn, досить зафiксувати в Ln який-небудь базис {e1, . . . ,en} i покла-

сти ϕ(x) = (x1, . . . ,xn) ∀x =
n
∑

k=1
xkek ∈ Ln.

Iзоморфнi простори мають однаковi властивостi, пов’язанi з ви-
значеними у них операцiями i нормами.

1.7.3. Евклiдовi простори. У лiнiйному нормованому просто-
рi кожен вектор має норму ‖x‖, яку можна вважати довжиною цьо-
го вектора. Виявляється, що у деяких лiнiйних просторах можна
ввести не тiльки довжину вектора, а й кут мiж векторами. Для цьо-
го згадаємо поняття скалярного добутку векторiв з простору R2:

(x,y) = ‖x‖ · ‖y‖cos(x̂,y).
Згадуючи властивостi цього скалярного добутку, природно вве-

сти наступне означення.
Лiнiйний простiр E називають евклiдовим простором, якщо

для будь-яких двох елементiв x i y з E визначено їх скалярний до-
буток (x,y) ∈ P, що задовольняє умови

1) (x,x)> 0 ∀x∈ E;

2) (x,x) = 0⇔ x = θ;

3) (y,x) = (x,y) ∀x i y∈ E; ((x,y) – число, спряжене до (x,y));

4) (αx,y) = α(x,y) ∀x i y∈ E i ∀α ∈ P;

5) (x+y,z) = (x,z)+(y,z) ∀x,y i z∈ E.
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При цьому умови 1) – 5) називають ще аксiомами скалярного
добутку. Вiдмiтимо, що з аксiом 3) та 4) випливає рiвнiсть

(x,αy) = α(x,y) ∀x,y∈ E, α ∈ P.

Приклад 9. Евклiдовими просторами є:
1) простiр Rm, якщо ∀x = (x1,x2, . . . ,xm) i y = (y1,y2, . . . ,ym) ∈ Rm

(x,y) =
m

∑
k=1

xkyk;

2) простiр Cm, якщо ∀x = (x1,x2, . . . ,xm) i y = (y1,y2, . . . ,ym) ∈ Cm

(x,y) =
m

∑
k=1

xkyk;

3) простiр CR2[a;b], якщо ∀x = x(t) i y = y(t), неперервних на [a;b],

(x,y) =
bw

a

x(t) ·y(t)dt;

4) простiр l2, якщо ∀x = (xn) i y = (yn) ∈ l2

(x,y) =
∞

∑
k=1

xkyk,

причому (x,y) iснує за нерiвнiстю Гельдера (11) пункту 1.1.6.
Проiлюструємо методи перевiрки аксiом скалярного добутку на при-

кладi простору l2.

� Для довiльних x,y,z∈ l2 та α ∈ P маємо: 1) (x,x) =
∞
∑

k=1
|xk|2> 0;

2) (x,x) = 0⇔
∞
∑

k=1
|xk|2 = 0⇔ xk = 0 ∀k∈ N⇔ x = (xk) = θ;

3) (y,x) =
∞
∑

k=1
ykxk =

∞
∑

k=1
xkyk =

∞
∑

k=1
xkyk = (x,y);

4) (αx,y) =
∞
∑

k=1
αxkyk = α

∞
∑

k=1
xkyk = α(x,y);

5) (x+y,z) =
∞
∑

k=1
(xk +yk)zk =

∞
∑

k=1
xkzk +

∞
∑

k=1
ykzk = (x,z)+(y,z).�

В пунктi 1.1.1 для просторуRm (абоCm) доведено нерiвнiсть (7)
Кошi – Буняковського, яку можна записати у виглядi

|(x,y)|6
√

(x,x) ·
√

(y,y) ∀x,y∈ Rm (або Cm).
Перевiримо правильнiсть цiєї нерiвностi у довiльному евклiдо-

вому просторi E.
� Якщо (x,y) = 0, то зрозумiло, що |(x,y)| 6

√
(x,x) ·

√
(y,y).

Нехай (x,y) 6= 0 i α = exp(−i arg(x,y)). Тодi легко бачити, що
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x 6= θ, бо (θ,y) = (θ + θ,y) = (θ,y)+(θ,y) = 2(θ,y)⇔ (θ,y) = 0. Та-
кож легко довести, що y 6= θ, α ·α = 1 i (x,y) = |(x,y)|exp(i arg(x,y)),
тобто α · (x,y) = |(x,y)|. Розглянемо дiйсну функцiю

f (t) = (αx+ ty,αx+ ty) = (αx,αx+ ty)+(ty,αx+ ty) =

= (αx+ ty,αx)+(αx+ ty, ty) = (αx,αx)+(ty,αx)+(αx, ty)+(ty, ty) =

= α ·α(x,x)+ t(y,αx)+ t(y,αx)+ t2(y,y) = (x,x)+ tα(x,y)+

+tα(x,y)+ t2(y,y) = (x,x)+2t|(x,y)|+ t2(y,y)> 0 ∀t ∈ R.
Оскiльки (y,y) > 0, то f (t) є квадратним тричленом вiдносно t.

Тому f (t) > 0 ∀ t ∈ R⇔ D = |(x,y)|2− (x,x) · (y,y) 6 0⇔ |(x,y)| 6
6
√

(x,x) ·
√

(y,y).�
Отже, має мiсце
Теорема 3 (про нерiвнiсть Кошi – Буняковського). Якщо E –

евклiдiв простiр, то

|(x,y)|6
√

(x,x) ·
√

(y,y) ∀x,y∈ E.

З прикладiв 3 та 9 випливає, що у просторах Rm та Cn правиль-
на рiвнiсть ‖x‖ =

√
(x,x). За аналогiєю, природно чекати, що має

мiсце
Теорема 4 (про зв’язок евклiдових просторiв з нормованими).

Кожен евклiдiв простiр E є нормованим з нормою ‖x‖=
√

(x,x).
При цьому має мiсце нерiвнiсть Кошi – Буняковського

|(x,y)|6 ‖x‖ · ‖y‖ ∀x,y∈ E. (2)
� Зрозумiло, що 1) ‖x‖=

√
(x,x)> 0∀x∈ E;

2) ‖x‖= 0⇔
√

(x,x) = 0⇔ (x,x) = 0⇔ x = θ;

3) ‖λx‖=
√

(λx,λx) =
√

λ(x,λx) =
√

λ(λx,x) =
√

λ ·λ(x,x) =

=
√
|λ|2(x,x) = |λ|

√
(x,x) = |λ| · ‖x‖ ∀x∈ E i ∀λ ∈ P;

4) ‖x+y‖=
√

(x+y,x+y) =
√

(x,x+y)+(y,x+y) =

=
√

(x+y,x)+(x+y,y) =
√

(x,x)+(y,x)+(x,y)+(y,y) =

=
√

(x,x)+(x,y)+(x,y)+(y,y)6

6
√
‖x‖2 +2|(x,y)|+‖y‖26 ‖x‖+‖y‖.
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Отже, всi аксiоми норми виконуються, а нерiвнiсть Кошi – Бу-
няковського набуває вигляду (2).�

Наслiдок 3 (про неперервнiсть скалярного добутку). Якщо в ев-
клiдовому просторi E xn→ x, а yn→ y, то (xn,yn)→ (x,y).
� Справдi, застосовуючи нерiвнiсть (2), i враховуючи обмеже-

нiсть збiжної послiдовностi (yn), дiстанемо:

|(xn,yn)− (x,y)|= |(xn,yn)− (x,yn)+(x,yn)− (x,y)|6

6 |(xn,yn)− (x,yn)|+ |(x,yn)− (x,y)|= |(xn−x,yn)|+ |(x,yn−y)|6

6 ‖xn−x‖ · ‖yn‖+‖x‖ · ‖yn−y‖→ 0 (n→ ∞),
що й вимагалося.�

Якщо ‖x‖ =
√

(x,x), то кажуть, що скалярний добуток (x,y)
породжує норму ‖x‖.

Враховуючи нерiвнiсть (2) Кошi – Буняковського, у д i й с н о-
м у евклiдовому просторi E природно назвати вiдношення (x,y)

‖x‖·‖y‖
косинусом кута мiж ненульовими векторами x та y∈ E:

cos(x̂,y) :=
(x,y)
‖x‖ · ‖y‖

∀x i y∈ E: x 6= θ, y 6= θ.

Якщо cos(x̂,y) = 0, тобто (x,y) = 0, коли x i y 6= θ, то вектори x i y
природно назвати ортогональними. При цьому записують x⊥ y.
Природно вважати, що x⊥ θ ∀x∈ E. Легко бачити, що для ортого-
нальних векторiв x i y має мiсце узагальнена теорема Пiфагора:

‖x+y‖2 = ‖x‖2 +‖y‖2.
� Розглянемо евклiдiв простiр E i визначимо в ньому норму за

теоремою 4. Тодi ‖x‖2 = (x,x), а тому ∀x i y∈ E маємо

‖x+y‖2 +‖x−y‖2 = (x+y,x+y)+(x−y,x−y) =

= (x,x+y)+(y,x+y)+(x,x−y)+(−y,x−y) =

= (x+y,x)+(x+y,y)+(x−y,x)− (x−y,y) = (x,x)+(y,x)+

+(x,y)+(y,y)+(x,x)− (y,x)− (x,y)+(y,y) = 2(‖x‖2 +‖y‖2).�
Отже, у довiльному евклiдовому просторi E правильна рiвнiсть

‖x+y‖2 +‖x−y‖2 = 2(‖x‖2 +‖y‖2) ∀x,y∈ E. (3)
Рiвнiсть (3) є узагальненням вiдомого твердження про те, що

сума квадратiв дiагоналей паралелограма дорiвнює сумi квадратiв
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усiх його сторiн. Тому її називають тотожнiстю паралелограма.
Можна довести [12, c. 187 – 190], що умова (3) є також доста-

тньою умовою для того, щоб нормований простiр був евклiдовим
простором. При цьому для дiйсного лiнiйного простору скалярний
добуток можна визначити за формулою

(x,y) =
1
4

(‖x+y‖2−‖x−y‖2).

Кажуть, що нормований простiр є евклiдовим простором,
якщо в цьому просторi можна так визначити скалярний добуток,
що ‖x‖ =

√
(x,x). При цьому кажуть також, що норму просто-

ру можна визначити за допомогою скалярного добутку, або
норма простору породжується деяким скалярним добутком.

Приклад 10. Розглянемо простiр C[0;π/2] з нормою ‖x‖= max
[0;π/2]

|x(t)| i

в ньому два елементи x = x(t) = cost та y = y(t) = sint. Маємо: ‖x+ y‖ =
= max

[0;π/2]
|sint +cost|=

√
2, ‖x−y‖= max

[0;π/2]
‖sint−cost‖= 1, ‖x‖= ‖y‖= 1.

Тому ‖x+y‖2 +‖x−y‖2 = 2+1 = 3 6= 2(‖x‖2 +‖y‖2) = 4.
Отже, C[0;π/2] не є евклiдовим простором.
Оскiльки кожен евклiдiв простiр є нормованим, то для нього ма-

ють мiсце усi факти, що мають мiсце для нормованих просторiв.
Зокрема, можна говорити про ряди в евклiдовому просторi.

1.7.4. Гiльбертовi простори. Вiдстань вiд точки до замкненої
опуклої множини. Серед евклiдових просторiв найважливiшими
вважаються гiльбертовi простори, тобто повнi евклiдовi просто-
ри. Цi простори часто позначають лiтерою H.

Приклад 11. Гiльбертовими просторами є просториRm,Cm i l2, а про-
стiр CR2[a;b] не є гiльбертовим простором, оскiльки вiн є неповним евклi-
довим простором.

Iз шкiльного курсу математики вiдомо, що кожен вектор~x про-
стору R2 можна представити у виглядi ~x = a~i + b~j, де a i b ∈ R,
~i = (1,0), а ~j = (0,1). Виявляється, що схожий факт має мiсце для
будь-якого гiльбертового простору, у якому є хоча б одна не бiльш
нiж зчисленна повна ортонормована система векторiв.

Систему векторiв {xα ∈ E: α ∈ Λ} евклiдового простору E нази-
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вають ортонормованою, якщо

(xα,xβ) =
{

1, коли α = β,
0, коли α 6= β.

Приклад 12. 1) У прикладi 2 п. 1.7.1 наведено системи векторiв, ор-
тонормованих у просторах Rn, Cn та l2.

2) У просторi CR2[a;b] ортонормованою є так звана тригонометри-

чна система
{

1√
b−a

,
√

2
b−a cos2πn

b−a(x−a),
√

2
b−a sin 2πn

b−a(x−a): n∈ N
}

.

В п. 1.3.3 було введено поняття вiдстанi вiд точки до множини,
що лежать у певному метричному просторi. Припустимо, що H1 –
замкнена опукла множина, що лежить у гiльбертовому просторi H
(зокрема, H1 – замкнений пiдпростiр простору H) i точка x ∈ H.
Подивимось уважнiше на вiдстань

ρ(x,H1) = inf
y∈H1

ρ(x,y) = inf
y∈H1
‖x−y‖.

З геометричних мiркувань виникає гiпотеза,
що у множинi H1 повинна iснувати єдина точка
y, найближча до точки x (рис. 8). Перевiримо цю
гiпотезу.
� За критерiєм нижньої гранi, 1) ρ(x,y) >

ρ(x,H1) ∀y ∈ H1 i 2) ∀n ∈ N ∃yn ∈ H1: ρ2(x,H1) 6 ρ2(x,yn) <
ρ2(x,H1)+1/n⇒ ρ(x,yn)→ ρ(x,H1) (n→ ∞).

Застосовуючи тотожнiсть паралелограма i враховуючи опук-
лiсть множини H1, дiстанемо: (yn +ym)/2∈ H1 i

2(‖x−yn‖2 +‖x−ym‖2) =

= ‖(x−yn)+(x−ym)‖2 +‖(x−yn)− (x−ym)‖2⇒

‖ym−yn‖2 = 2‖x−yn‖2 +2‖x−ym‖2−‖2x− (yn +ym)‖2 <

< 2ρ2(x,H1)+2/n+2ρ2(x,H1)+2/m−4‖x− (yn +ym)/2‖2 <

< 4ρ2(x,H1)+2/n+2/m−4ρ2(x,H1) =

= 2/n+2/m→ 0, коли m> n→ ∞.
Звiдси випливає фундаментальнiсть послiдовностi (yn) у просторi
H. Тому ∃y∈ H: lim

n→∞
yn = y⇒ ρ(x,yn)→ ρ(x,y) (n→ ∞)⇒ ρ(x,y) =

= ρ(x,H1). Оскiльки H1 – замкнена множина, то за критерiєм зам-
кненостi y∈ H1, тобто y – точка з H1, найближча до точки x∈ H.
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Якщо припустити, що й для точки y∗ ∈ H1 ρ(x,y∗) = ρ(x,H1), то
за тотожнiстю паралелограма маємо

2(‖x−y‖2+‖x−y∗‖2) = ‖(x−y)+(x−y∗)‖2+‖(x−y)−(x−y∗)‖2⇒

‖y∗−y‖2 = 2‖x−y‖2 +2‖x−y∗‖2−‖2x− (y+y∗)‖2 =

= 2ρ2(x,H1)+2ρ2(x,H1)−4‖x− (y+y∗)/2‖6

6 4ρ2(x,H1)−4ρ2(x,H1) = 0.

Тому y∗ = y, тобто у множинi H1 iснує єдина точка y, найближча до
фiксованої точки x∈ H.�

Отже, має мiсце
Теорема 5 (про вiдстань вiд точки до замкненої опуклої множи-

ни). Нехай H – гiльбертiв простiр, H1 ⊂ H i H1 – замкнена
опукла множина, зокрема, H1 – замкнений пiдпростiр про-
стору H. Тодi ∀x ∈ H у множинi H1 iснує єдина точка y, най-
ближча до x i така, що ρ(x,y) = ρ(x,H1) := min

z∈H1
ρ(x,z).

1.7.5. Ортогональне доповнення пiдпростору. Пряма сума
замкненого пiдпростору та його ортогонального доповнення.

� Якщо замкнений пiдпростiр H1 збiгає-
ться з простором H, то єдиним вектором з H,
що є ортогональним до всiх векторiв з H1, є ну-
льовий вектор, оскiльки (θ,x) = 0, а (x,x) 6= 0,
коли x 6= θ.

Припустимо, що H1 6= H. Тодi за теоремою
5 ∀x∈ H ∃!y∈ H1: ρ(x,y) = ρ(x,H1). Позначи-

мо z = x− y i покажемо, що z⊥ H1, тобто z⊥ h ∀h ∈ H1 (рис. 9).
Для цього при кожному фiксованому h ∈ H1 розглянемо функцiю
дiйсної змiнної

f (t) = ‖z+ th‖2 = ‖x− (y− th)‖2 ∀t ∈ R.
Враховуючи, що y− th∈H1, а y – найближча до x точка з H1, дiста-
ємо, що min

t∈R
f (t) = f (0). Тому f ′(0) = 0, тобто

0 = f ′(0) = lim
t→0

‖z+ th‖2−‖z‖2

t
=

= (z,h)+(h,z) = (z,h)+(z,h) = 2Re(z,h),
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оскiльки

‖z+ th‖2 = (z+ th,z+ th) = (z,z+ th)+(th,z+ th) =

= (z+ th,z)+(z+ th, th) = (z,z)+(th,z)+(z, th)+(th, th) =

= ‖z‖2 + t2‖h‖2 + t(h,z)+ t(z,h).
Отже, Re(z,h) = 0 ∀h ∈ H1 ⇒ Re(z, ih) = 0 ∀h ∈ H1. Але

Re(z, ih) = Re(ih,z) = Re(−i)(z,h) = − Im(z,h), тому Im(z,h) = 0 i
Re(z,h) = 0, тобто (z,h) = 0 ∀h∈ H1, або z⊥ h ∀h∈ H1.

Таким чином, ∀x ∈ H ∃y ∈ H1 i z⊥ H1: x = y+ z, причому y –
найближчий до x вектор з простору H1.

Множину векторiв z, ортогональних до пiдпростору H1, назива-
ють ортогональним доповненням пiдпростору H1 i позначають
H⊥1 . (Легко довести, що H⊥1 є замкненим пiдпростором простору H,
i що (H⊥1 )⊥ = H1.)

Покажемо, що представлення кожного вектора x∈ H у виглядi
x = y+ z, де y∈ H1, z∈ H⊥1 , єдине. Справдi, якщо взяти iнше пред-
ставлення x= y1+z1, де y1∈H1, z1∈H⊥1 , то дiстанемо: y+z= y1+z1

⇒ y−y1 = z1−z⇒ ‖y−y1‖2 = ‖z1−z‖2 = (y−y1,z1−z) = (y,z1)−
−(y1,z1)− (y,z)+(y1,z) = 0⇒ y1 = y i z1 = z.

Звiдси, зокрема, випливає, що в представленнi x = y + z, де
y∈ H1, z∈ H⊥1 , вектор zє найближчим до x елементом пiдпростору
H⊥1 .�

Таким чином, доведена
Теорема 6 (про представлення гiльбертового простору у виглядi

прямої суми). Нехай H – гiльбертiв простiр, H1 – його замкне-
ний пiдпростiр, а H⊥1 – ортогональне доповнення пiдпросто-
ру H1. Тодi кожен вектор x ∈ H можна однозначно подати у
виглядi суми x = y+ z, де y ∈ H1, z∈ H⊥1 , причому y та z – це
найближчi до x вектори з просторiв H1 та H⊥1 вiдповiдно.

У теоремi 6 стверджується, що H = H1 + H⊥1 . При цьому
H1∩H⊥1 = {θ}, оскiльки x∈H1∩H⊥1 ⇔ (x,x) = 0⇔ x = θ. У такому
випадку кажуть, що простiр H є прямою сумою пiдпросторiв H1

i H⊥1 , i записують H = H1⊕H⊥1 .
Приклад 13. Якщо H =R2, H1 = {(x,0): x∈R}, то H⊥1 = {(0,y): y∈R}

i H1⊕H⊥1 = R2.
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1.7.6. Поняття многочлена Фур’є i ряду Фур’є у гiльбертово-
му просторi.
� Зафiксуємо у просторi H не бiльш нiж зчисленну ортонормо-

вану систему векторiв X = {xi : i ∈ Λ}, де Λ = 1,n або Λ = N. По-
значимо H1 = L[X], тобто замкнений лiнiйний пiдпростiр, породже-
ний множиною X. У випадку, коли множина X скiнченна, елементи

простору H1 мають вигляд x =
n
∑

i=1
αixi, αi ∈ P, i ∈ 1,n, i їх називають

многочленами за ортонормованою системою X. При цьому

(x,xk) =

(
n

∑
i=1

αixi ,xk

)
=

n

∑
i=1

αi(xi ,xk) = αk ∀k∈ Λ,

а

‖x‖2 =

(
n

∑
i=1

αixi ,x

)
=

n

∑
i=1

αi(xi ,x) =
n

∑
i=1

αi(x,xi) =
n

∑
i=1

|αi |2.

Якщо множина X нескiнченна, то елементи простору H1 мають

вигляд x = lim
n→∞

Sn, де Sn =
kn

∑
k=1

αn,kxk, αn,k ∈ P, n,kn ∈ N, k ∈ 1,kn.

Зокрема, до H1 належать суми всiх збiжних у просторi H рядiв

x =
∞
∑

i=1
αixi, якi називаються рядами за ортонормованою систе-

мою X. При цьому, враховуючи неперервнiсть скалярного добутку,
дiстанемо:

(x,xk) =

(
∞

∑
i=1

αixi ,xk

)
=

(
lim
n→∞

n

∑
i=1

αixi ,xk

)
=

= lim
n→∞

(
n

∑
i=1

αixi ,xk

)
= lim

n→∞

n

∑
i=1

αi(xi ,xk) = αk ∀k∈ Λ,

а

‖x‖2 =
∞

∑
i=1

|αi |2.

Для довiльного вектора x ∈ H числа ck = (x,xk), k ∈ Λ, назива-
ють коефiцiєнтами Фур’є цього вектора за ортонормованою си-

стемою X. Якщо множина X скiнченна, то суму
n
∑

k=1
ckxk, називають

многочленом Фур’є вектора x за ортонормованою системою
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X. Якщо множина X зчисленна, то ряд
∞
∑

k=1
ckxk, називають рядом

Фур’є вектора x за ортонормованою системою X.�
Таким чином, доведена
Теорема 7 (про єдинiсть представлення за ортонормованою си-

стемою). Якщо вектор x у гiльбертовому просторi H пред-
ставлений у виглядi многочлена або суми ряду за ортонор-
мованою системою X = {xi}, то це представлення єдине i є,
вiдповiдно, многочленом або рядом Фур’є вектора x. При цьо-
му ‖x‖2 = ∑

i
|αi |2, де αi – коефiцiєнти Фур’є вектора x.

1.7.7. Мiнiмальна властивiсть многочленiв Фур’є i рядiв
Фур’є. Дослiдимо тепер, наскiльки добре многочлени Фур’є або
ряди Фур’є наближають довiльний вектор x∈H. Для цього розгля-
немо замкнений пiдпростiр H1 = L[X], породжений не бiльш нiж
зчисленною ортонормованою системою X = {xi}.
� За теоремою 5 для будь-якого вектора x ∈ H у просторi H1

iснує єдиний елемент y, найближчий до x. Спробуємо знайти вигляд
елемента y та обчислити його вiдстань до x.

Припустимо спочатку, що множина X скiнченна: X = {xi :
i ∈ 1,n}. Згiдно з теоремою 6 iснує, причому теж єдиний, елемент

z∈ H⊥1 : x = y+ z. Оскiльки y ∈ H1, то y =
n
∑

i=1
cixi, причому за те-

оремою 7 ci = (y,xi) ∀i ∈ 1,n. Помiчаючи, що (z,xi) = 0 ∀i ∈ 1,n,
дiстанемо, що

ci = (y,xi)+(z,xi) = (y+z,xi) = (x,xi) ∀i ∈ 1,n,

тобто y є многочленом Фур’є вектора x за ортонормованою систе-
мою X.

Знайдемо тепер ρ2(x,y) = ‖x−y‖2:

‖x−y‖2 =

(
x−

n

∑
i=1

cixi , x−
n

∑
k=1

ckxk

)
=

= (x,x)−
n

∑
i=1

(x,cixi)−
n

∑
i=1

(cixi ,x)+
n

∑
i=1

n

∑
k=1

(cixi ,ckxk) =

= ‖x‖2−
n

∑
i=1

ci(x,xi)−
n

∑
i=1

ci(xi ,x)+
n

∑
i=1

n

∑
k=1

cick(xi ,xk) =
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= ‖x‖2−
n

∑
i=1

|ci |2−
n

∑
i=1

|ci |2 +
n

∑
i=1

|ci |2 = ‖x‖2−
n

∑
i=1

|ci |2.

Отже, для будь-якої скiнченної ортонормованої системи X =
= {xi} найближчим до вектора x ∈ H многочленом за цiєю систе-

мою є його многочлен Фур’є y =
n
∑

i=1
cixi . При цьому

‖x−y‖2 = ‖x‖2−
n

∑
i=1

|ci |2. (4)

Як наслiдок з рiвностi (4) випливає нерiвнiсть
n

∑
i=1

|ci |26 ‖x‖2. (5)

Припустимо тепер, що множина X зчисленна: X = {xi : i ∈ N}.
За доведеним вище, для будь-якої скiнченної пiдсистеми Xn = {xi :
i ∈ 1,n} системи X маємо, що серед усiх многочленiв за системою

Xn найближчим до вектора x∈H є його многочлен Фур’є yn =
n
∑

i=1
cixi

за системою Xn. При цьому виконуються спiввiдношення (4) i (5).
Оскiльки нерiвнiсть (5) правильна при довiльному n ∈ N, то ряд
∞
∑

i=1
|ci |2 збiжний, причому

∞

∑
i=1

|ci |26 ‖x‖2. (6)

Дослiдимо на збiжнiсть ряд Фур’є
∞
∑

i=1
cixi елемента x.

Позначаючи Sn =
n
∑

i=1
cixi ∀n∈ N, дiстанемо, в силу (4):

‖Sn−Sm‖2 =
∥∥∥∥ n

∑
i=m+1

cixi

∥∥∥∥2

=
n

∑
i=m+1

|ci |2→ 0,

коли n>m→ ∞. Отже, (Sn) – фундаментальна послiдовнiсть про-
стору H. Оскiльки цей простiр повний, то (Sn) – збiжна в H по-

слiдовнiсть: lim
n→∞

Sn = S⇔
∞
∑

i=1
cixi = S. Крiм того, оскiльки Sn ∈ H1

∀n∈ N, а простiр H1 є замкненою множиною в H, то S∈ H1.
Перевiримо, чи не буде вектор S найближчим до x елементом

простору H1. Для цього вiзьмемо довiльний елемент F ∈ H1 i пода-
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мо його у виглядi границi F = lim
n→∞

Fn, де Fn =
kn

∑
k=1

αn,kxk. Оскiльки Fn

є загальним многочленом, а Skn – многочленом Фур’є вектора x за
ортонормованою системою Xkn, то за доведеним у першiй частинi,

‖x−Skn‖6 ‖x−Fn‖ ∀n∈ N.
Для того щоб в останнiй нерiвностi можна було перейти до гра-

ницi, потрiбно, щоб kn→∞. Але при виборi послiдовностi Fn можна
навiть забезпечити, щоб kn ↑ ∞ (додаючи до Fn+1 при необхiдно-
стi нулi). Отже, пiсля переходу до границi, враховуючи довiльнiсть
елемента F ∈ H1, дiстанемо нерiвнiсть

‖x−S‖6 ‖x−F‖ ∀F ∈ H1.

Цим пiдтверджено, що найближчим до x елементом y простору

H1 є y = S=
∞
∑

i=1
cixi, тобто сума ряду Фур’є вектора x.

Вiдстань ρ(x,y) = ‖x−y‖ можна знайти шляхом переходу в рiв-
ностi (4) до границi:

ρ2(x,y) = ‖x−y‖2 = ‖x‖2−
∞

∑
i=1

|ci |2. � (7)

Таким чином, доведена
Теорема 8 (про мiнiмальну властивiсть многочленiв Фур’є i ряду

Фур’є). Нехай H – гiльбертiв простiр, X = {xi}– не бiльш нiж
зчисленна ортонормована система в H, H1 = L[X] – замкне-
ний пiдпростiр, породжений множиною X, i вектор x∈ H. То-
дi найближчим до x елементом простору H1 є y = ∑

i
cixi, де

ci = (x,xi) ∀i, тобто многочлен Фур’є або сума ряду Фур’є ве-
ктора x за ортонормованою системою X (в залежностi вiд
того, скiнченною чи зчисленною є множина X).

При цьому вiдстань вiд x до y можна обчислити за форму-
лами (4) та (7). Крiм того, мають мiсце нерiвностi Бесселя
(5) та (6).

Зауваження. У теоремi 8 неявно стверджується також, що ряд
Фур’є довiльного вектора x∈ H за довiльною ортонормованою си-
стемою X збiгається у просторi H.

Згадуючи те, що говорилося вище про вигляд елементiв пiдпро-
стору H1 = L[X], а також помiчаючи, що x∈ H1⇔ x = y, де y – це
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найближчий до x елемент простору H1, легко отримати
Наслiдок 4 (про будову пiдпростору L[X]). В умовах теореми

8 x∈ H1⇔ x = ∑
i

cixi , тобто пiдпростiр H1 = L[X] складається

з тих i тiльки тих елементiв, якi можна подати у виглядi
їхнього многочлена Фур’є або суми їхнього ряду Фур’є за ор-
тонормованою системою X.

1.7.8. Розвинення вектора у ряд Фур’є. З теореми 8 i наслiд-
ку 4 легко випливає важлива

Теорема 9 (про представлення вектора у виглядi многочлена
або суми ряду Фур’є). Нехай X = {xi} – повна ортонормова-
на система гiльбертового простору H. Тодi будь-який вектор
x∈ H можна подати як x = ∑

i
cixi , де ci = (x,xi) ∀i, тобто у ви-

глядi його многочлена Фур’є або суми його ряду Фур’є за ор-
тонормованою системою X.

При цьому має мiсце рiвнiсть Парсеваля:

‖x‖2 = ∑
i

|ci |2. (8)

Рiвнiсть (8) називається також формулою замкненостi для ве-
ктора x. Якщо ця формула має мiсце для кожного вектора x ∈ H,
то вiдповiдну ортонормовану систему X = {xi} називають замкне-
ною.

Якщо ж у просторi H не iснує ненульового вектора x, ортого-
нального до всiх векторiв системи X = {xi}, то таку систему нази-
вають тотальною.

Виявляється, що має мiсце
Теорема 10 (про тотожнiсть характеристик ортонормованої си-

стеми). Для будь-якої не бiльш нiж зчисленної ортонормованої
системи X = {xi} гiльбертового простору H поняття повно-
ти, замкненостi i тотальностi є тотожними.
� Доведення проведемо за схемою: “повнота”⇒ “замкненiсть”

⇒ “тотальнiсть”⇒ “повнота”.
Якщо система X повна, то за теоремою 9 вона замкнена.
Нехай система X замкнена. Тодi ∀x∈H: x 6= θ⇒ ∑

i
|ci |2 = ‖x‖2 6=

6= 0⇒∃i0: (x,xi0) = ci0 6= 0⇒ x 6⊥ X⇒ X – тотальна.
Припустимо, нарештi, що система X тотальна. Вiзьмемо довiль-
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ний вектор x∈ H i позначимо y = ∑
i

cixi, де ci = (x,xi) ∀i, тобто y –

многочлен Фур’є або суму ряду Фур’є вектора x за системою X. За
теоремою 7 ci = (y,xi) ∀i. Тому (x− y,xi) = (x,xi)− (y,xi) = 0 ∀i ⇒
x−y = θ, оскiльки система X тотальна. Тому x = y i за наслiдком 4
x∈ L[X]⇒ L[X] = H, тобто система X повна.�

Вiдмiтимо, що у довiльному гiльбертовому просторi не обов’яз-
ково є не бiльш нiж зчисленна повна система.

Приклад 14. У просторах Rn, Cn, l2 та CR2[a;b] можна вказати не
бiльш нiж зчисленнi повнi ортонормованi системи (див. приклад 2, 1), 3)
п. 1.7.2 i приклад 12, 2) п. 1.7.4, вiдповiдно). Повноту тригонометричної
системи у просторi CR2[a;b] обгрунтовано у [12, гл. III, §4]. Там же наве-
дено приклад гiльбертового простору, у якому не iснує зчисленної повної
системи.

1.7.9. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Кожен нормований простiр є лiнiйним.
2. Кожен лiнiйний простiр є нормованим.
3. Кожен лiнiйний простiр можна зробити нормованим.
4. Якщо L – нормований простiр, то L – метричний простiр з метри-

кою ρ(x,y) = ‖x−y‖.
5. Якщо L – лiнiйний метричний простiр з метрикою ρ(x,y), то L i

нормований простiр з нормою ‖x‖= ρ(x,0).
6. Кожен евклiдiв простiр iз скалярним добутком (x,y) є нормованим

простором з нормою ‖x‖=
√

(x,x).
7. Кожна норма породжується деяким скалярним добутком.
8. Кожен скалярний добуток породжує деяку норму.

9. Якщо ‖x‖=
√

(x,x), то (x,y) = ‖x+y‖2−‖x−y‖2
4 .

10. Тотожнiсть паралелограма має мiсце у довiльному нормованому
просторi.

11. Кожен нормований простiр є простором Банаха.
12. Кожен гiльбертiв простiр є простором Банаха.
13. Поняття ряду та його суми можна ввести у будь-якому лiнiйному

просторi.

14. Якщо в довiльному нормованому просторi ряд
∞
∑

k=1
xk є абсолютно

збiжним, то вiн є також i збiжним.
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15. Функцiї ϕ(x) = 1, ψ(x) = cosx i f (x) = sin2 x
2 є точками простору

C[a;b], що лежать на одному вiдрiзку цього простору.
16. Кожен пiдпростiр нормованого простору є опуклою множиною.
17. Якщо E опукла множина, то її замикання E також є опуклою мно-

жиною.
18. Твердження, обернене до 17, є правильним.
19. Система M = {x,x2, . . . ,xn, . . .} є повною системою векторiв у про-

сторi C[−a;a].
20. Якщо норма ‖x‖ породжується скалярним добутком (x,y), то
|(x,y)|6 ‖x‖ · ‖y‖.

21.
∣∣∣ br
a

x(t) · y(t)dt
∣∣∣2 6 br

a
|x(t)|2dt

br
a
|y(t)|2dt для будь-яких функцiй

x = x(t) i y = y(t), неперервних на [a;b].
22. Якщо x = (1,1,0,0, . . . ,0, . . .), y = (1,−1,0,0, . . . ,0, . . .), то x i y∈ l p

∀p∈ N i ‖x+y‖2p +‖x−y‖2p = 2(‖x‖2p +‖y‖2p) ∀p∈ N.

23. Тригонометрична система
{

1√
2π

, 1√
π cost, 1√

π sint, 1√
π cos2t,

1√
π sin2t, . . . , 1√

π cosnt, 1√
π sinnt, . . .

}
є ортонормованою у просторi

CR2[−π;π].
24. Будь-яка неперервна на вiдрiзку [−π;π] функцiя x(t) є сумою ряду

Фур’є за тригонометричною системою у просторi CR2[−π;π].
25. Кожна ортонормована система {xi} евклiдового простору E є лi-

нiйно незалежною у цьому просторi.
26. Якщо з повної, не бiльш нiж зчисленної ортонормованої системи
{xi} гiльбертового простору H викинути будь-який вектор xi0, то
вона стане неповною.

II. Довести данi твердження.
1. Нехай S– множина всiляких послiдовностей комплексних чисел iз

звичайними операцiями додавання i множення на число, а

ρ(x,y) =
∞

∑
k=1

1
2k

|xk−yk|
1+ |xk−yk|

∀x = (xn) i y = (yn) ∈ S.

Тодi (S,ρ) є метричним простором i не є нормованим простором з
нормою ‖x‖= ρ(x,0).

2. Якщо нормований простiр E є обмежено компактною множиною,
то E – банахiв простiр.

3. Теорема 6 має мiсце для будь-якого евклiдового простору H (не
обов’язково гiльбертового).
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4. Якщо H – гiльбертiв простiр i
∞
∑

i=1
|ci |2<+∞, то для будь-якої орто-

нормованої системи {xi : i ∈N} (не обов’язково повної) iснує вектор

x∈ H такий, що ci = (x,xi) i x =
∞
∑

i=1
cixi .

5. Нехай X = {xi} – не бiльш нiж зчисленна ортонормована систе-
ма векторiв гiльбертового простору H, вектори f ,g ∈ L[X], ci , di ,
i ∈ 1,n або i ∈ N, – їхнi коефiцiєнти Фур’є за ортонормованою си-
стемою X. Тодi ( f ,g) = ∑

i
cidi .

1.7.10. Iсторична довiдка. Багатовимiрнi евклiдовi простори Rn бу-
ли введенi у 1844 роцi нiмецьким математиком Г. Грассманом (1809 –
1877). Поняття метричного простору ввiв у 1906 роцi французький ма-
тематик М. Фреше (1878 – 1973). Вперше поняття нескiнченновимiр-
ного простору з’явилося у роботах iталiйського математика С. Пiнкерле
(1853 – 1936). Нерiвностi Кошi – Буняковського названо на честь фран-
цузького математика О. Кошi (1789 – 1857) та росiйського математика
В. Буняковського (1804 – 1889), у роботах яких цi нерiвностi з’явилися
вперше.

Першим строге означення границi послiдовностi сформулював у 1817
роцi чеський математик Б. Больцано. Позначення границi за допомогою
символа lim (вiд латинського limes – границя) ввiв у 1786 роцi швейцар-
ський математик С. Люiльє (1750 – 1840).

Поняття околу точки ввiв у 1821 роцi О. Кошi. Поняття граничної то-
чки, вiдкритої та замкненої множини E ⊂ Rn ввiв у 70-х роках ХIХ сто-
рiччя нiмецький математик Г. Кантор, а для довiльних метричних просто-
рiв у 1906 роцi М. Фреше. Поняття зв’язної множини ввiв у 1851 роцi
нiмецький математик Б. Рiман (1826 – 1866), а поняття компактностi i
повного метричного простору – у 1906 роцi М.Фреше.

Повноту простору R1 першим у 1817 роцi довiв Б. Больцано. Теорема
про поповнення метричного простору належить нiмецькому математику
Ф. Хаусдорфу (1868 – 1942).

Абстрактнi лiнiйнi простори вперше з’явилися у роботах Д. Пеано в
1888 роцi. Поняття норми у 1897 роцi ввiв С. Пiнкерле, а позначення
‖x‖ – у 1908 роцi нiмецький математик Е. Шмiдт (1876 – 1956). Озна-
чення нормованих просторiв ввiв польський математик С. Банах (1892
– 1945), а аксiоми гiльбертового простору першим сформулював у 1930
роцi американський математик Джон фон Нейман (1903 – 1957). Назва
гiльбертового простору введена на честь нiмецького математика Д. Гiль-
берта (1862 – 1943).



2. ГРАНИЦЯ I НЕПЕРЕРВНIСТЬ
ФУНКЦIЙ У МЕТРИЧНИХ
ПРОСТОРАХ

У даному роздiлi вивчаються узагальнення понять границi i не-
перервностi числової функцiї однiєї змiнної на випадок функцiй,
множини визначенння i значень яких лежать у довiльних метричних
просторах.

2.1. Поняття оператора i функцiонала.
Функцiї кiлькох змiнних

У цьому пiдроздiлi введено класи функцiй, множини визначення
i значень яких лежать у певних метричних просторах.

2.1.1. Поняття оператора i функцiонала. Частинними випад-
ками загального поняття функцiї є поняття оператора та функцiо-
нала.

Функцiю f : X→Y (або y = f (x), x∈X, y∈Y) називають опера-
тором f , якщо множини X та Y лежать у певних метричних про-
сторах: X ⊂ (M1,ρ1) i Y ⊂ (M2,ρ2).

Оператор, множина значень якого є числовою множиною, на-
зивають функцiоналом. При цьому, якщо Y ⊂ R (Y ⊂ C), то фун-
кцiонал f : X→Y називають дiйсним (комплексним).

Приклад 1. Якщо X = C[a;b], а

f (x(t)) =
tw

a

x(τ)dτ = y(t), t ∈ [a;b], (1)

то f : C[a;b]→C[a;b] – так званий iнтегральний оператор, а якщо

f (x(t)) =
bw

a

x(τ)dτ, x = x(t) ∈C[a;b], (2)

то f : C[a;b]→ R– дiйсний функцiонал.
Будь-яка функцiя дiйсної або комплексної змiнної є прикладом

функцiонала. Iншими важливими прикладами функцiоналiв та опе-
раторiв є:
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1) функцiя кiлькох змiнних (або n-змiнних), тобто функцiонал
f : X → R, де X ⊂ Rn. Цю функцiю позначають також w = f (x),
x∈ X ⊂Rn, w∈R, або w = f (x1,x2, . . . ,xn), (x1,x2, . . . ,xn) ∈ X ⊂Rn,
w∈ R. Зокрема, якщо X ⊂ R2, то f : X→ R– функцiя двох змiн-
них, а якщо X ⊂ R3, то f : X → R – функцiя трьох змiнних. Цi
функцiї позначають також w = f (x,y), (x,y) ∈ X ⊂ R2, w ∈ R та
w = f (x,y,z), (x,y,z) ∈ X ⊂ R3, w∈ R;

2) векторнозначна функцiя, або вектор-функцiя, кiлькох
змiнних, тобто оператор f : X → R

n, де X ⊂ Rm, або оператор f :
X→ C

n, де X ⊂ Cm. Цю функцiю позначають також w = f (x), x =
(x1,x2, . . . ,xm)∈X⊂Rm (абоCm), w= (w1,w2, . . . ,wn)∈Rn (абоCn).
При цьому wk = fk(x1,x2, . . . ,xm) ∀k∈ 1,n i кожна функцiя fk: X→R
(або C) називається k-тою компонентою функцiї f ;

3) лiнiйний оператор, тобто оператор f , область визначення i
область значень якого лежать у певних лiнiйних просторах, причо-
му f (αx+ βy) = α f (x)+ β f (y) ∀x i y∈ D( f ) i ∀α i β ∈ R (або C);

4) лiнiйний функцiонал, тобто такий лiнiйний оператор, мно-
жина значень якого є числовою множиною.

Приклад 2. Рiвнiсть f (x,y) = x2 + y2 задає функцiю f двох змiнних,
причому D( f ) = R2, а рiвнiсть f (x,y,z) =

√
−x2−y2 +z задає функцiю f

трьох змiнних, область визначення якої є множина D( f ) = {(x,y,z) ∈ R3:
z> x2 +y2}.

Наведений вище оператор (1) є прикладом лiнiйного оператора, а
функцiонал (2) є прикладом лiнiйного функцiонала.

Кожна функцiя комплексної змiнної є прикладом векторнозна-
чної функцiї двох змiнних, якщо ототожнювати x+ iy з (x,y). Дiйсно,

f (z) = f (x+ iy) = Re f (z)+ i Im f (z) =

= f1(x,y)+ i f2(x,y) = ( f1(x,y), f2(x,y)) ,
тобто ця функцiя f має двi компоненти f1 = Re f та f2 = Im f .

Графiком функцiї f двох змiнних є множина

Γ = {(x,y,z) ∈ R3: (x,y) ∈ D( f ), z= f (x,y)} ⊂ R3,

яку називають поверхнею, а графiк функцiї f трьох змiнних,
тобто множину

Γ = {(x,y,z,w) ∈ R4: (x,y,z) ∈ D( f ), w = f (x,y,z)},
називають iнодi гiперповерхнею.



2.1.3] Ïîíÿòòÿ ãiïåðïëîùèíè òà ÿäðà ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà 96

Приклад 3. Графiком функцiї f (x,y) = x2 +y2 є
параболоїд обертання, рiвняння якого має вигляд
z= x2 +y2 (рис. 10).

2.1.2. Лiнiї та поверхнi рiвня. Досить
часто уявлення про вигляд поверхнi

Γ = {(x,y,z) ∈ R3: (x,y) ∈ D( f ), z= f (x,y)}
може скластися шляхом розгляду лiнiй рiвня даної поверхнi, тобто
множин {(x,y)∈D( f ): f (x,y) = c = const}. Надаючи сталiй c рiзних
значень, дiстаємо рiзнi лiнiї рiвня поверхнi. Тому часто на лiнiї рiвня
вказують лише значення сталої c. Наприклад, при зображеннi на
картах низин чи гiр малюють вiдповiднi лiнiї рiвня, на яких вказують
вiдхилення вiд так званого рiвня моря (який вважається нульовим
рiвнем). Так, на рис. 11 зображена низина, а на рис. 12 – гора.

Аналогiчно з лiнiєю рiвня можна ввести поняття поверхнi рiвня
даної гiперповерхнi, тобто множини

{(x,y,z) ∈ D( f ): f (x,y,z) = c = const}.
Приклад 4. Якщо f (x,y,z) =

√
z−x2−y2, то ∀c> 0

{(x,y,z): z> x2 +y2 i f (x,y,z) = c}= {(x,y,z): z= x2 +y2 +c2},
тобто поверхнями рiвня є параболоїди обертання.

2.1.3. Поняття гiперплощини та ядра лiнiйного функцiонала.
Вiдомо, що будь-який елемент x = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ Rn можна за-

писати у виглядi x =
n
∑

i=1
xiei, де e1 = (1,0, . . . ,0), e2 = (0,1, . . . ,0),

. . . , en = (0,0, . . . ,1). Тому для довiльного лiнiйного функцiонала
f : Rn→ R маємо

f (x) = f (x1,x2, . . . ,xn) = f
( n

∑
i=1

xiei

)
=
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=
n

∑
i=1

f (xiei) =
n

∑
i=1

f (ei) ·xi =
n

∑
i=1

aixi .

Зокрема, дiйсний лiнiйний функцiонал, що визначений у просто-
рi R3, має вигляд

f (x,y,z) = ax+by+cz,

де a, b i c∈ R.
Кожна поверхня рiвня цього функцiонала має рiвняння ax+by+

+cz= d, тобто є площиною, якщо a2 + b2 + c2 > 0. Остання умова
означає, що функцiонал f вiдмiнний вiд тотожного нуля.

У зв’язку з цим вводять наступне означення. Якщо лiнiйний
функцiонал f , що визначений на лiнiйному просторi L, вiдмiнний
вiд тотожного нуля, то ∀a ∈ R множину Γa( f ) = {x ∈ L: f (x) = a}
називають гiперплощиною. При цьому рiвнiсть f (x) = a назива-
ють рiвнянням гiперплощини Γa( f ). Якщо a = 0, то гiперплощину
Γ0( f ) називають ядром функцiонала f i позначають ker f . Отже,
ker f = {x∈ L: f (x) = 0}.

Зафiксуємо довiльний вектор x0 ∈ Γa( f ). Тодi

x∈ Γa( f )⇔ y = x−x0 ∈ ker f , а y∈ ker f ⇔ x = y+x0 ∈ Γa( f ),
тобто гiперплощину Γa( f ) можна дiстати з ядра функцiонала f
шляхом паралельного перенесення.

Виявляється, що ядро лiнiйного функцiонала f у певному
розумiннi визначає цей функцiонал. Щоб показати це, доведемо
насамперед, що ker f = {x∈ L: f (x) = 0} є пiдпростором просто-
ру L у тому розумiннi, що

αx+ βy∈ ker f ∀x i y∈ ker f i ∀α i β ∈ R (або C).
Останнє випливає з лiнiйностi функцiонала f , оскiльки

f (αx+ βy) = α f (x)+ β f (y) = 0, якщо f (x) = f (y) = 0.

� Зрозумiло, що ker f = L⇔ f ≡ 0. Нехай f 6≡ 0. Вiзьмемо до-
вiльний вектор x0 ∈ L такий, що f (x0) 6= 0, i розглянемо вектор
y = x− f (x)

f (x0)x0 ∀x∈ L. Маємо

f (y) = f (x)− f

(
f (x)
f (x0)

x0

)
= f (x)− f (x)

f (x0)
f (x0) = 0,

тобто y∈ ker f . Отже,

∀x∈ L i ∀x0 6∈ ker f ∃y∈ ker f i a∈ R (або C): y = x−ax0,
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тобто x = y+ ax0. Якщо припустити, що iснують також y1 ∈ ker f i
b∈ R: x = y1 +bx0, то дiстанемо

y−y1 = x0(b−a)⇒ f (y−y1) = f (x0(b−a))⇒

f (y)− f (y1) = (b−a) f (x0)⇒ (b−a) f (x0) = 0⇒

a = b⇒ y−y1 = θ⇒ y = y1.

Припустимо тепер, що лiнiйнi функцiонали f i ϕ такi, що ker f =
= kerϕ та f 6≡ θ i ϕ 6≡ θ. Зафiксуємо вектор x0 6∈ ker f . Тодi x0 6∈ kerϕ.
За доведеним

∀x∈ L ∃!y∈ ker f i a∈ R (або C): x = y+ax0⇒

y∈ kerϕ i f (x) = a f(x0) та ϕ(x) = aϕ(x0) =

=
ϕ(x0)
f (x0)

·a f(x0) =
ϕ(x0)
f (x0)

· f (x) = k f(x) ∀x∈ L .�

Таким чином, доведена
Теорема 1 (про представлення x= y+ax0, де y∈ ker f , x0 6∈ ker f ,

x∈ L). Нехай L – лiнiйний простiр, f : L→R (абоC) – лiнiйний
функцiонал, а H = ker f 6= L, тобто ∃x0 ∈ L: f (x0) 6= 0.

Тодi 1) ∀x ∈ L ∃!y ∈ H i ∃!a ∈ R (або C): x = y+ ax0; 2) якщо
ϕ також лiнiйний функцiонал i ker f = kerϕ, то ∃k∈R (або C):
f (x) = kϕ(x) ∀x∈ L, тобто ядро лiнiйного функцiонала f ви-
значає f з точнiстю до сталого множника.

2.1.4. Загальний вигляд лiнiйного оператора f : Rn→ Rm.
�Нехай цей оператор задається рiвнiстю

(y1,y2, . . . ,ym) = f (x1,x2, . . . ,xn),
яка рiвносильна системi рiвностей

yi = fi(x1,x2, . . . ,xn), i ∈ 1,m.

Вiзьмемо вектори

e1 = (1,0, . . . ,0), e2 = (0,1, . . . ,0), en = (0,0, . . . ,1)
i знайдемо їхнi образи

f (ej) = a j = (α1 j ,α2 j , . . . ,αm j), j ∈ 1,n.

Тодi, враховуючи лiнiйнiсть оператора f , для довiльного вектора
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x = (x1,x2, . . . ,xn) знайдемо

f (x) = f

( n

∑
j=1

x jej

)
=

n

∑
j=1

x j f (ej) =
n

∑
j=1

x ja j =

=
n

∑
j=1

(x jα1 j ,x jα2 j , . . . ,x jαm j) =

=

(
n

∑
j=1

x jα1 j ,
n

∑
j=1

x jα2 j , . . . ,
n

∑
j=1

x jαm j

)
,

що рiвносильно системi

yi = fi(x) =
n

∑
j=1

x jαi j , i ∈ 1,m,

або, в розгорнутому виглядi,
y1 = α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn,
y2 = α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ym = αm1x1 + αm2x2 + . . .+ αmnxn.

Якщо позначити

x =


x1

x2

. . .
xn

 , y =


y1

y2

. . .
ym

 , A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . .
αm1 αm2 . . . αmn

 ,
то останню систему можна буде переписати у матричному виглядi

y = Ax.

Отже, для кожного лiнiйного оператора f :Rn→Rm iснує m×n-
матриця A така, що f (x) = Ax (якщо записувати вектори x та f (x) у
стовпчик).

Навпаки, вiзьмемо довiльну m×n-матрицю A i розглянемо опе-
ратор f :Rn→Rm, що задається рiвнiстю f (x) = Ax, x∈Rn. За вла-
стивостями матриць

f (kx+ ly) = A· (kx+ ly) = Akx+Aly =

= kAx+ lAy = k f(x)+ l f (y) ∀x,y∈ Rn, k, l ∈ R,
тобто оператор f лiнiйний.

Отже, якщо кожнiй m× n-матрицi A поставити у вiдповiднiсть
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лiнiйний оператор f : Rn→ R
m такий, що f (x) = Ax, то дiстанемо

вiдображення ϕ простору усiх дiйсних m×n-матриць на простiр усiх
лiнiйних операторiв f : Rn→ Rm.

З’ясуємо, чи є таке вiдображення ϕ взаємно однозначним. Для
цього припустимо, що матрицям A та B вiдповiдає один i той самий
оператор f , тобто f (x) = Ax= Bx ∀x∈Rn, або (A−B)x= 0 ∀x∈Rn.

Якщо в останню рiвнiсть пiдставити x= ej , j ∈ 1,n, то лiва части-
на цiєї рiвностi дасть j-тий стовпець матрицi A−B, тодi як у правiй
частинi – нульовий стовпець. Отже, всi стовпцi матрицi A−B є ну-
льовими i тому A−B = 0, або A = B. Це означає, що вiдображення
ϕ взаємно однозначне.�

Таким чином, доведена
Теорема 2 (про представлення лiнiйного оператора f : Rn →

→ R
m). Для кожного лiнiйного оператора f : Rn → R

m iснує
єдина дiйсна m×n-матриця A така, що f (x) = Ax, x∈Rn, якщо
вектори x та f (x) записувати у стовпчик.

Навпаки, кожна дiйсна m× n-матриця A задає лiнiйний
оператор f (x) = Ax∈ Rm, x∈ Rn.

Матрицю A з теореми 2 називають матрицею лiнiйного опе-
ратора f .

2.1.5. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Кожне вiдображення є оператором.

2. Кожен функцiонал є а) функцiєю, б) функцiєю кiлькох змiнних.

3. Вiдображення f (x) =
1r
0

x(t + u)dt, 06 u6 1, є оператором з C[0;2]

в C[0;1].
4. Вiдображення з 3 є лiнiйним оператором.

5. Диференцiальний оператор D( f ) = f ′(x) є вiдображенням C[a;b] в
C[a;b].

6. Якщо F(x(t)) = max
[a;b]
|x(t)| ∀x = x(t) ∈ C[a;b], то F – дiйсний фун-

кцiонал.

7. Кожну функцiю двох змiнних можна вважати функцiєю компле-
ксної змiнної.

8. Кожна функцiя кiлькох змiнних є оператором i функцiоналом.

9. Графiк кожного функцiонала є поверхнею у просторi R3.
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10. У кожнiй точцi своєї лiнiї рiвня функцiя двох змiнних визначена i
має одне i те ж значення.

11. Якщо f (x(t)) = u · x(0), 0 6 u 6 1, то f є лiнiйним оператором з
C[0;1] в C[0;1].

12. Теорема 2 залишиться правильною, якщо в нiй замiнити рiвнiсть
f (x) = Ax на рiвнiсть f (x) = xA i записувати вектори x та f (x) у
рядочок.

13. Якщо f (x) = xk0 ∀x = (x1,x2, . . . ,xn, . . .)∈ l2, то f є лiнiйним функцi-
оналом.

14. Якщо f – лiнiйний функцiонал i f (x0) = a, то ker f = {x ∈ L:
f (x) = a}−{x0}.

II. Для заданої функцiї кiлькох змiнних знайти її область визначення D( f )
та вказати її внутрiшнiсть, межу, зовнiшнiсть, похiдну множину та iзольо-
ванi точки. Перевiрити, чи є D( f ) замкненою, вiдкритою, зв’язною мно-
жиною, областю чи замкненою областю:

1) f (x,y) =
√

x−y, 2) f (x,y) = 1
x−1 + 1

y ,
3) f (x,y) =

√
x−√y, 4) f (x,y) = ln(x2−5xy+6y2),

5) f (x,y,z) = 1√
x + 1√

y + 1√
z, 6) f (x,y,z) = x−y

y−z,

7) f (x,y,z) = ln(x2 +y2 +z2),

8) f (x,y,z) =
√

x2 +y2 +z2−1+ 1√
4−x2−y2−z2

.

III. Для заданої функцiї f комплексної змiнної видiлити її компоненти f1 =
= Re f i f2 = Im f :

1) f (z) = z2−z+1, 2) f (z) = argz,
3) f (z) = |z|, 4) f (z) =

√
z (головне значення),

5) f (z) = expz, 6) f (z) = sinz,
7) f (z) = tgz, 8) f (z) = chz,
9) f (z) = cthz, 10) f (z) = lnz.

2.2. Границя i неперервнiсть оператора i функцiонала

У даному пiдроздiлi введено узагальнення понять границi i не-
перервностi числової функцiї на випадок довiльних операторiв та
функцiоналiв i дослiджено їх найпростiшi властивостi.

2.2.1. Границя оператора i функцiонала. Подiбно до того, як
введено поняття границi функцiї дiйсної та комплексної змiнної,
можна ввести поняття границi оператора та функцiонала. Щоб не
розрiзняти цi випадки, вважатимемо надалi їх функцiями

f : X→Y, де X ⊂ (M1,ρ1) i Y ⊂ (M2,ρ2).
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При цьому x0 ∈M1 – гранична точка множини X.
Елемент a ∈ M2 називають границею функцiї f у точцi x0 i

записують a = lim
x→x0

f (x) або f (x)→ a (x→ x0), якщо lim
n→∞

f (xn) = a

∀(xn): xn ∈ X, xn 6= x0 ∀n i xn→ x0 (n→ ∞).
Дане означення називають означенням границi функцiї у то-

чцi за Гейне або мовою послiдовностей.
Так само, як i для функцiй дiйсної i комплексної змiнної, можна

показати, що це означення еквiвалентне означенню границi фун-
кцiї у точцi за Кошi або мовою “ε− δ”: a = lim

x→x0
f (x)⇔ ∀ε > 0

∃δ(ε) > 0: ρ2( f (x),a) < ε, коли x∈ X i 0< ρ1(x,x0) < δ. Пропонує-
мо читачевi довести цю еквiвалентнiсть самостiйно.

Згадуючи поняття околу та проколеного околу, дiстаємо озна-
чення границi мовою околiв: a= lim

x→x0
f (x)⇔∀O(a) ∃O(x0): f (x)∈

∈O(a) ∀x∈O∗(x0)∩X.
С у т ь поняття границi функцiї f у точцi x0 полягає у тому, що

f (x)
я.з.
≈ a, коли x0 6= x

д.
≈ x0 i x∈ X (тобто f (x) як завгодно близьке

до a, коли X 3 x 6= x0, але x досить близьке до x0).
Нехай D( f1) = E ⊂ D( f ), f1(x) = f (x) ∀x ∈ E та iснує границя

lim
x→x0

f1(x) = a. Тодi елемент a називають границею функцiї f у то-

чцi x0 за множиною E (або вiдносно множини E) i записують
lim

E3x→x0
f (x) = a або f (x)→ a (E 3 x→ x0).

Застосувавши данi загальнi означення до конкретних класiв
операторiв чи функцiоналiв, дiстаємо рiзнi частиннi випадки цих
означень.

1◦. Границя функцiї кiлькох змiнних:

f (x1,x2, . . . ,xn)→ a
(
(x1,x2, . . . ,xn)→ (x0

1,x
0
2, . . . ,x

0
n)
)
⇔

∀ε> 0∃δ(ε)> 0: | f (x1,x2, . . . ,xn)−a|< ε, коли (x1,x2, . . . ,xn) ∈ X

i 0< (x1−x0
1)2 +(x2−x0

2)2 + . . .+(xn−x0
n)2 < δ2.

Зокрема, f (x,y)→ a
(
(x,y)→ (x0,y0)

)
, або lim

(x,y)→(x0,y0)
f (x,y) = a,

⇔∀ε> 0 ∃δ(ε)> 0: | f (x,y)−a|< ε, коли (x,y) ∈ X i 0< (x−x0)2 +
+(y−y0)2 < δ2.

Це означення границi функцiї двох змiнних мовою “ε−δ”.
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Якщо у просторi R2 введено октаедричну метрику:

ρ((x,y),(x0,y0)) = max{|x−x0|, |y−y0|},
то означення границi функцiї двох змiнних набуває вигляду

lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x,y) = a ⇔ ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0: | f (x,y)− a| < ε, коли

(x0,y0) 6= (x,y) ∈ X i |x−x0|< δ та |y−y0|< δ.
Пропонуємо читачевi самостiйно довести, що данi рiзнi означен-

ня границi функцiї двох змiнних насправдi є еквiвалентними (при
цьому кажуть, що двi рiзнi метрики є еквiвалентними).

2◦. Границя функцiї комплексної змiнної: c = lim
z→z0

f (z) ⇔
∀ε> 0∃δ(ε)> 0: | f (z)−c|< ε ∀z∈E = D( f ), коли 0< |z−z0|< δ(ε).
�Ототожнюючи точки z= x+ i y та (x,y), маємо

z→ z0⇔ |z−z0|=
√

(x−x0)2 +(y−y0)2→ 0⇔ (x,y)→ (x0,y0),
а

| f (z)−c|=
√

(u(x,y)−a)2 +(v(x,y)−b)2,

де u(x,y) = Re f (z), v(x,y) = Im f (z), a = Rec i b = Imc.
Звiдси, користуючись означенням границi функцiї мовою вiдста-

ней, дiстаємо f (z)→ c, коли z→ z0⇔
| f (z)−c| → 0, коли 0< |z−z0| → 0⇔

|u(x,y)−a| → 0 i |v(x,y)−b| → 0, коли (x,y)→ (x0,y0)⇔

u(x,y)→ a i v(x,y)→ b, коли (x,y)→ (x0,y0).�
Отже, має мiсце
Теорема 1 (про зв’язок границi f (z) з границями Re f (z) та

Im f (z)). Нехай f (z) = u(x,y) + i v(x,y) ∀z= x+ i y ∈ E = D( f ) ⊂ C,
z0 = x0 + i y0 ∈ E′ i c = a+ ib ∈ C. Тодi для того щоб lim

z→z0
f (z) = c,

необхiдно й досить, щоб

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x,y) = a i lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x,y) = b.

3◦. Границя векторнозначної функцiї кiлькох змiнних:

f (x1,x2, . . . ,xn) =
(

f1(x1,x2, . . . ,xn), f2(x1,x2, . . . ,xn), . . . ,

fm(x1,x2, . . . ,xn)
)
→ a = (a1,a2, . . . ,am),

коли (x1,x2, . . . ,xn)→ (x0
1,x

0
2, . . . ,x

0
n)⇔
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∀ε> 0 ∃δ(ε)> 0 :
m

∑
k=1

| fk(x1,x2, . . . ,xn)−ak|2 < ε2, як тiльки

(x1,x2, . . . ,xn)∈X i 0< |x1−x0
1|2+ |x2−x0

2|2+ . . .+ |xn−x0
n|2< δ2(ε).

Як i для функцiї комплексної змiнної, легко показати, що ця гра-
ниця iснує тодi й тiльки тодi, коли ∀k ∈ 1,m fk(x1,x2, . . . ,xn)→ ak(
(x1,x2, . . . ,xn)→ (x0

1,x
0
2, . . . ,x

0
n)
)
.

2.2.2. Основнi властивостi границь. Оскiльки означення гра-
ницi функцiї у довiльному метричному просторi за формою таке ж
саме, як i для функцiї дiйсної або комплексної змiнної, то природно
чекати, що й властивостi цiєї границi зберiгаються.

Властивiсть 1 (про єдинiсть границi). Кожна функцiя f у гра-
ничнiй точцi x0 множини X може мати не бiльше однiєї гра-
ницi.

Властивiсть 2 (про границю вiдносно пiдмножини). 1) Якщо
lim
x→x0

f (x) = a, E ⊂ X i x0 ∈ E′, то lim
E3x→x0

f (x) = a; 2) якщо ∃δ > 0:

O∗δ(x0)∩E = O∗δ(x0)∩X i lim
E3x→x0

f (x) = a, то lim
x→x0

f (x) = a; 3) якщо

lim
E13x→x0

f (x) = a i lim
E23x→x0

f (x) = a, то ∃ lim
E1∪E23x→x0

f (x) = a.

Властивiсть 3 (про обмеженiсть функцiї, що має границю).
Якщо lim

x→x0
f (x) = a, то ∃O(x0) такий, що функцiя f обмежена

на множинi X∩O(x0), тобто множина f (X∩O(x0)) обмежена
у метричному просторi (M2,ρ2).

Властивiсть 4 (про границю композицiї функцiй). Нехай ϕ: X→
→ Y, f : Y → Z, де X ⊂ (M1,ρ1), Y ⊂ (M2,ρ2), Z ⊂ (M3,ρ3).
Якщо lim

x→x0
ϕ(x) = y0, ϕ(x) 6= y0 ∀x ∈ X, x 6= x0, i lim

y→y0
f (y) = a, то

lim
x→x0

f (ϕ(x)) = a.

Зауваження. Якщо у властивостi 4 ∃ f (y0) = a, то умову ϕ(x) 6=
6= y0 ∀x∈ X, x 6= x0, можна опустити.

Властивiсть 5 (про неперервнiсть вiдстанi). Якщо lim
x→x0

f (x) =

= a, lim
x→x0

ϕ(x) = b i f (x) та ϕ(x) ∈ (M2,ρ2) ∀x ∈ X ⊂ (M1,ρ1),

то lim
x→x0

ρ2( f (x),ϕ(x)) = ρ2(a,b). Зокрема, якщо простiр (M2,ρ2)

нормований, тобто ρ2(u,v) = ‖u− v‖, то lim
x→x0
‖ f (x)− ϕ(x)‖ =

= ‖a−b‖, lim
x→x0
‖ f (x)‖= ‖a‖ i lim

x→x0
‖ϕ(x)‖= ‖b‖.
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Наступнi властивостi мають мiсце для операторiв, якi набува-
ють значень з нормованих просторiв, зокрема, для функцiоналiв.

Властивiсть 6 (про зв’язок границi з нульовою границею). Для
того щоб lim

x→x0
f (x) = a, необхiдно й досить, щоб lim

x→x0
( f (x)−

−a) = θ, тобто щоб функцiя ϕ = f − a була нескiнченно ма-
лою, коли x→ x0.

Властивiсть 7 (про границю добутку нескiнченно малої функцiї
на обмежену). Нехай функцiя f обмежена на O∗(x0)∩X, а фун-
кцiя ϕ нескiнченно мала, коли x→ x0,тобто lim

x→x0
ϕ(x) = θ, при-

чому принаймнi одна з цих функцiй є функцiоналом, тобто
iснує добуток f (x) ·ϕ(x). Тодi цей добуток є нескiнченно ма-
лою функцiєю, коли x→ x0.

Властивiсть 8 (про границю суми, рiзницi, добутку i частки).
Нехай функцiї f та ϕ визначенi на множинi X ⊂ (M1ρ1), при-
чому lim

x→x0
f (x) = a i lim

x→x0
ϕ(x) = b. Тодi

1) lim
x→x0

( f (x)±ϕ(x)) = a±b, якщо f та ϕ набувають значень

з одного лiнiйного простору;

2) lim
x→x0

( f (x) · ϕ(x)) = a · b, якщо ϕ – функцiонал, для якого

iснує добуток f (x) ·ϕ(x);

3) lim
x→x0

f (x)
ϕ(x) = a

b, якщо b 6= 0 i ϕ – функцiонал, для якого iснує

частка f (x)
ϕ(x) .

Властивiсть 9 (про перехiд до границi у нерiвностi). Нехай
lim
x→x0

f (x) = a, lim
x→x0

ϕ(x) = b, де f та ϕ – дiйснi функцiонали,

визначенi на множинi X, причому f (x) 6 ϕ(x) ∀x ∈ X. Тодi
a = lim

x→x0
f (x)6 lim

x→x0
ϕ(x) = b.

Властивiсть 10 (про границю промiжної змiнної). Нехай f , ϕ
та ψ – дiйснi функцiонали, визначенi на множинi X, при-
чому ϕ(x) 6 f (x) 6 ψ(x) ∀x ∈ X, а lim

x→x0
ϕ(x) = lim

x→x0
ψ(x) = c. Тодi

∃ lim
x→x0

f (x) = c.

Доведення усiх наведених властивостей таке саме, як i доведен-
ня аналогiчних властивостей для функцiй дiйсної змiнної. Проiлю-
струємо це на прикладi властивостi 5.
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� Вiзьмемо довiльну послiдовнiсть (xn): xn ∈ X, xn 6= x0 ∀n i
xn → x0 (n → ∞). Тодi f (xn) → a i ϕ(xn) → b (n → ∞), а тому
за властивiстю границi послiдовностi про неперервнiсть вiдстанi
ρ2( f (xn),ϕ(xn))→ ρ(a,b) (n→ ∞).

Отже, lim
n→∞

ρ2( f (xn),ϕ(xn)) = ρ2(a,b) ∀(xn): xn 6= x0 ∀n i xn→ x0

(n→ ∞). Тому lim
x→x0

ρ2( f (x),ϕ(x)) = ρ2(a,b) за означенням границi

функцiї у точцi за Гейне.�
Вiдмiтимо ще одну важливу границю функцiї двох змiнних.
� Нехай lim

(x,y)→(x0,y0)
f (x,y) = a, причому ∀x ∈ O∗(x0) iснує

lim
y→y0

f (x,y) = ϕ(x). Тодi для всiх точок (x,y) 6= (x0,y0), досить близь-

ких до (x0,y0), f (x,y)
я.з.
≈ a, а тому i ϕ(x)

я.з.
≈ a, коли x 6= x0, але до-

сить близьке до x0. Це означає, що ∃ lim
x→x0

ϕ(x) = lim
x→x0

lim
y→y0

f (x,y) = a.

Остання границя називається повторною границею, в той час як
lim

(x,y)→(x0,y0)
f (x,y) називається подвiйною границею. �

Таким чином, доведена
Теорема 2 (про рiвнiсть подвiйної i повторної границь).

Якщо iснують границi lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x,y) = a i lim
y→y0

f (x,y) ∀x ∈

∈ O∗(x0),
(

lim
x→x0

f (x,y) ∀y∈ O∗(y0)
)
, то iснує повторна границя

lim
x→x0

lim
y→y0

f (x,y) = a
(

lim
y→y0

lim
x→x0

f (x,y) = a
)

.

Зауважимо, що iснування та рiвнiсть повторних границь не га-
рантує iснування подвiйної границi (див. контрольне завдання 9).

Пропонуємо читачевi узагальнити теорему 2 на випадок вектор-
нозначної функцiї кiлькох змiнних.

Наведенi властивостi також показують, що для вiдшукання гра-
ниць довiльних операторiв та функцiоналiв часто можна викори-
стовувати правила вiдшукання границь функцiй дiйсної змiнної.
Але при цьому треба дiяти досить обережно.

Приклад 1. Нехай f (x,y) = 1−cosxy
|x−2|+|y| , (x0,y0) = (2,0), X = R2 \{(2,0)}.

Тодi якщо y 6= 0, то

f (x,y) =
sin2 xy

2
(xy)2

4

· x
2

2
· y
|x−2|+ |y|

·y→ 0, коли (x,y)→ (2,0),

оскiльки перший спiвмножник прямує до 1, другий до 2, третiй – обме-



2.2.3] Íåïåðåðâiñòü îïåðàòîðà i ôóíêöiîíàëà 107

жений, а четвертий прямує до нуля. Отже, якщо E = {(x,y): y 6= 0}, то
lim

E3(x,y)→(2,0)
f (x,y) = 0. А якщо y = 0, (x,y) ∈ X, то f (x,y) = 1−cosxy

|x−2|+|y| = 0 i

тому lim
(x,y)→(2,0)

f (x,y) = 0 за властивiстю 2.3).

2.2.3. Неперервiсть оператора i функцiонала. Так само, як i
для функцiй дiйсної або комплексної змiнної, можна ввести поняття
неперервностi для загальнiшої функцiї: оператора або функцiона-
ла. Як i ранiше, вважаємо, що f : X→Y, X⊂ (M1,ρ1) i Y⊂ (M2,ρ2).

Фукцiю f називають неперервною у точцi x0 ∈ X, якщо
lim
n→∞

f (xn) = f (x0) ∀(xn): xn ∈ X ∀n i xn → x0 (n→ ∞). Дане озна-

чення називають означенням неперервностi функцiї у точцi за
Гейне або мовою послiдовностей.

Легко показати, що це означення еквiвалентне означенню не-
перервностi функцiї у точцi за Кошi або мовою “ε–δ”: фун-
кцiю f називають неперервною у точцi x0, якщо ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0:
ρ2( f (x), f (x0))< ε, коли x∈ X i ρ1(x,x0)< δ(ε).

Звiдси легко випливає означення неперервностi мовою око-
лiв: f – неперервна у точцi x0, якщо ∀O( f (x0)) ∃O(x0): f (x) ∈
∈O

(
f (x0)

)
∀x∈O(x0)∩X.

С у т ь поняття неперервностi функцiї у точцi полягає у тому, що

f (x)
я.з.
≈ f (x0), коли x

д.
≈ x0, тобто f (x) як завгодно близьке до f (x0),

коли x∈ X досить близьке до x0.
Зрозумiло, що коли x0 – iзольована точка X, то f неперервна у

точцi x0, а коли точка x0 множини X є граничною точкою цiєї мно-
жини, то функцiя f неперервна у точцi x0 ∈ X, якщо lim

x→x0
f (x) =

= f (x0). Це означення неперервностi функцiї у точцi мовою
границь.

У випадку, коли функцiя f не є неперервною у точцi x0 ∈ X =
= D( f ), її називають розривною у данiй точцi.

Якщо x0 ∈ E⊂ X, D( f1) = E, f1(x) = f (x) ∀x∈ E i функцiя f1 не-
перервна у точцi x0, то функцiю f називають неперервною у точцi
x0 вiдносно множини E або за множиною E.

Пропонуємо читачевi самостiйно переформулювати загальне
означення неперервностi функцiї f у точцi x0 для випадкiв, коли
1) f є функцiєю кiлькох змiнних, зокрема, функцiєю двох змiнних,
2) f є функцiєю комплексної змiнної, 3) f – векторнозначна фун-
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кцiя кiлькох змiнних.
Так само легко, як i для випадку границi функцiї, можна довести,

що має мiсце
Теорема 3 (про зв’язок неперервностi функцiї f з неперервнi-

стю функцiй Re f та Im f ). Для того щоб функцiя f комплексної
змiнної z= x+ i y була неперервною у точцi z0 = x0+ i y0, необхi-
дно й досить, щоб функцiї Re f та Im f як функцiї двох змiнних
x та y були неперервними у точцi (x0,y0).

Функцiю f : X→Y називають неперервною на множинi E⊂ X
(вiдносно множини E), якщо вона неперервна в кожнiй точцi мно-
жини E (вiдносно множини E). Неперервну на своїй областi визна-
чення функцiю називають просто неперервною.

Приклад 2. Функцiя f (x,y) =
{ ln(1+y−x2)

x2−y
, y 6= x2,

a, y = x2,
a ∈ R, визна-

чена на множинi X = {(x,y): y> x2−1}. Позначимо E1 = {(x,y): y = x2},
E2 = X \E1. Тодi у довiльнiй точцi (x0,y0) ∈ E1 матимемо:

lim
E13(x,y)→(x0,y0)

f (x,y) = a = f (x0,y0),

lim
E23(x,y)→(x0,y0)

f (x,y) = lim
t=y−x2→0

ln(1+ t)
−t

=−1.

Звiдси випливає, що задана функцiя є неперервною на множинi E1 тодi
й тiльки тодi, коли a = −1. Вiдносно множини E1 ця функцiя неперервна
на E1 при будь-якому значеннi параметра a.

2.2.4. Найпростiшi властивостi неперервних функцiй. Вла-
стивостi неперервних операторiв i функцiоналiв за формою такi
самi, як i для функцiй дiйсної або комплексної змiнної.

Властивiсть 1 (про неперервнiсть вiдносно пiдмножини).
1) Якщо функцiя f : X→Y неперервна у точцi x0∈E⊂X,то во-
на неперервна у цiй точцi вiдносно множини E; 2) якщо ∃δ> 0:
O∗δ(x0)∩E = O∗δ(x0)∩X i функцiя f неперервна у точцi x0 вiдно-
сно множини E, то вона неперервна у точцi x0; 3) якщо f не-
перервна у точцi x0 вiдносно E1 i E2, то вона неперервна у цiй
точцi вiдносно множини E = E1∪E2.

Наслiдок 1 (про неперервнiсть на вiдкритiй множинi). Якщо
функцiя f : X→Y неперервна на вiдкритiй множинi G⊂ X вiд-
носно множини G, то вона неперервна на цiй множинi.
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Властивiсть 2 (про зв’язок неперервностi з обмеженiстю).
Якщо функцiя f : X→ Y неперервна у точцi x0, то ∃O(x0) та-
кий, що f обмежена на X∩O(x0).

Властивiсть 3 (про неперервнiсть композицiї функцiй). Якщо
функцiя ϕ: X → Y неперервна у точцi x0, а функцiя f : Y → Z
неперервна у точцi y0 = ϕ(x0), то композицiя f ◦ϕ неперервна
у точцi x0.

Властивiсть 4 (про неперервнiсть суми, рiзницi, добутку i час-
тки). Нехай функцiї f : X→Y та ϕ: X→Y неперервнi у точцi x0.
Тодi у точцi x0 неперервними є функцiї:

1) f ±ϕ, якщо f та ϕ набувають значень з одного нормо-
ваного простору;

2) f ·ϕ i f/ϕ, якщо f набуває значення з нормованого про-
стору, а ϕ – функцiонал, для якого iснує добуток f ·ϕ
або частка f/ϕ, вiдповiдно.

Властивiсть 5 (про неперервнiсть ‖ f‖). Якщо функцiя f : X→Y
неперервна у точцi x0 i набуває значень з нормованого про-
стору, то функцiя ‖ f‖ неперервна у точцi x0.

Проiлюструємо методи доведення сформульованих властиво-
стей на прикладi властивостi 3.
� Оскiльки функцiя ϕ неперервна у точцi x0, то ∀(xn): xn ∈ X ∀n

i xn→ x0 (n→ ∞) маємо: yn = ϕ(xn)→ y0 = ϕ(x0) (n→ ∞), причому
yn ∈Y ∀n.

Враховуючи неперервнiсть функцiї f у точцi y0 = f (x0), маємо:
f (yn) → f (y0) (n→ ∞), тобто f (ϕ(xn)) = f ◦ ϕ(xn) → f ◦ ϕ(x0) =
= f (ϕ(x0)) (n→ ∞) ∀(xn): xn ∈ X ∀n i xn→ x0 (n→ ∞).

Останнє означає, що композицiя f ◦ϕ неперервна у точцi x0.�
Приклад 3. 1) Функцiю багатьох змiнних f (x1,x2, . . . ,xn) називають

елементарною, якщо вона може бути утворена з основних елементар-
них функцiй однiєї змiнної x1, x2, . . . , xn [13, с. 145] за допомогою скiн-
ченної кiлькостi арифметичних операцiй i суперпозицiй.

З вiдомого факту неперервностi елементарних функцiй однiєї змiнної
[13, с. 214] за властивостями 3, 4 дiстаємо, що к о ж н а е л е м е н т а р н а
ф у н к ц i я б а г а т ь о х з м i н н и х н е п е р е р в н а (на своїй областi ви-
значення).

2) Функцiя f (x,y) з прикладу 2 елементарна на множинi E2, тому во-
на неперервна на E2 вiдносно E2. Оскiльки множина E2 вiдкрита, то за
наслiдком 1 дана функцiя f (x,y) взагалi неперервна на цiй множинi.
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2.2.5. Неперервнiсть лiнiйного оператора. Розглянемо до-
вiльний лiнiйний оператор f : E → F, де E i F – певнi нормова-
нi простори. Припустимо, що цей оператор неперервний у якiйсь
однiй точцi x0, i подивимось, чи не буде вiн неперервним у будь-якiй
iншiй точцi x∗.
� Взявши довiльну послiдовнiсть (xn): xn ∈ E ∀n, xn → x∗

(n→ ∞), помiтимо, що xn−x∗+x0→ x0 (n→ ∞).
Тому, враховуючи лiнiйнiсть оператора f та його неперервнiсть

у точцi x0, матимемо: f (xn)− f (x∗) = f (xn− x∗+ x0− x0) = f (xn−
−x∗+x0)− f (x0)→ θF (n→ ∞), де θF – нуль простору F .

Це означає, що оператор f неперервний у точцi x∗.�
Отже, доведена
Властивiсть 6 (про неперервнiсть лiнiйного оператора у рiзних

точках). Лiнiйний оператор f : E→ F є неперервним на всьому
просторi E тодi й тiльки тодi, коли вiн неперервний у якiй-
небудь однiй точцi x0 ∈ E (зокрема, в нулi θE простору E).

За властивiстю 2 з неперервностi довiльного оператора f у точцi
x0 випливає його обмеженiсть у деякому околi цiєї точки. З’ясуємо,
чи буде правильним оберене твердження, якщо оператор f лiнiй-
ний.
� Припустимо, що лiйний оператор f : E→ F обмежений у де-

якому околi нуля θE простору E, тобто ∃H > 0, δ > 0: ‖ f (x)‖ 6 H
∀x∈ E: ‖x‖< δ.

Оскiльки оператор f лiнiйний, то ∀x∈ E, x 6= θE, матимемо:

‖ f (x)‖=
∥∥∥∥2‖x‖

δ
f

(
δx

2‖x‖

)∥∥∥∥6 2‖x‖
δ
·H = H1‖x‖,

бо
∥∥∥ δx

2‖x‖

∥∥∥= δ
2‖x‖ · ‖x‖= δ

2 < δ ∀x∈ E: x 6= θE.

Якщо x = θE, то f (θE) = f (θE +θE) = f (θE)+ f (θE) = 2 f (θE)⇒
f (θE) = θF ⇒ ‖ f (θE)‖= 0 = H1‖θE‖. Отже, ∃H1 > 0:

‖ f (x)‖6 H1‖x‖ ∀x∈ E. (3)
З цiєї нерiвностi випливає, що коли E 3 xn → θE (n→ ∞), то

‖ f (xn)‖→ 0 (n→ ∞), тобто f (xn)→ θF (n→ ∞). Отже, оператор f
неперервний у точцi x0 = θE, а тому за властивiстю 6 вiн неперерв-
ний на всьому просторi E.�

Пiдсумовуючи сказане, приходимо до висновку, що правильна



2.2.6] Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ 111

Теорема 4 (критерiй непервностi лiнiйного оператора). Для то-
го щоб лiнiйний оператор f : E→ F був неперервним на всьому
просторi E, необхiдно й досить, щоб вiн був обмеженим у де-
якому околi нуля. При цьому має мiсце нерiвнiсть (3).

Приклад 4. 1) Будь-який лiнiйний оператор, заданий на скiнченнови-
мiрному просторi, є неперервним. Це випливає з теореми 2 п. 1.7.2.

2) Рiвнiсть f (x,y) = x+ ty, (x,y) ∈ R2, t ∈ [a;b], задає лiнiйний опера-
тор f : R2→C[a;b]. Цей оператор є неперервним, оскiльки вiн заданий на
скiнченновимiрному просторi R2.

3) Видiлимо у просторi C[a;b] пiдмножину X = C(1)[a;b] неперервно
диференцiйовних на [a;b] функцiй i за допомогою рiвностi D(x(t)) = x′(t)
задамо так званий диференцiальний оператор D: X→C[a;b]. Зрозумi-
ло, що цей оператор лiнiйний. Але вiн розривний у точцi x0(t)≡ 0, оскiль-
ки послiдовнiсть xn(t) = sinnt

n збiгається до x0(t) ≡ 0 у просторi X, тодi як
послiдовнiсть D(xn(t)) = cosnt розбiгається. За властивiстю 6 оператор D
розривний всюди на X.

2.2.6. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Якщо lim
E3x→x0

f (x) = a, то ∃O∗(x0): f (x) = a ∀x∈O∗(x0)∩E.

2. Твердження, обернене до 1, є правильним.

3. Якщо f набуває значень з простору iзольованих точок, то твер-
дження 1 є правильним.

4. Якщо a= lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x,y), то ∀ε> 0∃δ(ε)> 0: | f (x,y)−a|< ε, коли

0< |x−x0|< δ i 0< |y−y0|< δ.

5. Твердження, обернене до 4, є правильним.

6. Функцiя f (x,y) = x−y
|x|+|y| має границю у точцi (0,0).

7. Функцiя f (x,y) = xy√
x2+y2

не має границi у точцi (0,0).

8. Фукнцiя f (z) = argz має границю у будь-якiй точцi комплексної
площини.

9. Якщо f (x,y) = xy
x2+y2 , то lim

x→0
(lim
y→0

f (x,y)) = lim
y→0

(lim
x→0

f (x,y)), але фун-

кцiя f не має границi у точцi (0,0).

10. Якщо функцiя f неперервна у точцi x0, то lim
x→x0

f (x) = f (x0).

11. Твердження, обернене до 10, є правильним.

12. Оператор f , що визначений на множинi X, є неперервним у кожнiй
iзольованiй точцi множини X.
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13. Функцiя f двох змiнних неперервна у точцi (x0,y0) тодi й тiльки тодi,
коли ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0: | f (x,y)− f (x0,y0)| < ε, коли |x− x0| < δ i
|y−y0|< δ.

14. Якщо функцiя f (x,y) неперервна у кожнiй точцi множини
P = {(x,y): 0< x< 1 i 0< y< 1}, то f (x,y0) неперервна на (0;1)
∀y0 ∈ (0;1), а f (x0,y) неперервна на (0;1) ∀x0 ∈ (0;1).

15. Твердження, обернене до 14, є правильним.

16. Якщо x0 ∈ E′1∩E′2, а E = E1∪E2, то

lim
x→x0

f (x) = a⇔ lim
Ek3x→x0

f (x) = a ∀k = 1,2.

17. Якщо лiнiйний оператор f обмежений у деякому околi нуля Oδ(θ),
то вiн обмежений i на будь-якiй кулi K(a, r).

18. Якщо f – неперервний лiнiйний оператор, то ∃H > 0: ‖ f (x)‖
‖x‖ 6 H

∀x 6= θ.

II. Довести данi твердження.
1. Для того, щоб функцiя f була неперервною у точцi x0 ∈ E1 ∩
∩E2 вiдносно множини E = E1∪E2, необхiдно й досить, щоб f була
неперервною у цiй точцi вiдносно кожної з множин E1 i E2.

2. Якщо x0 ∈ E ⊂ D( f ) ⊂ (M1,ρ1), Eδ = Oδ(x0) ∩ E i f (x) ∈
∈ (M2,ρ2) ∀x∈ D( f ), то iснує границя

lim
δ→0

sup
x,y∈Eδ

ρ2( f (x), f (y))=: ω( f ,x0,E)

– коливання функцiї (оператора або функцiонала) f у точцi
x0 вiдносно множини E.

3. Для того щоб оператор f був неперервним у точцi x0 вiдносно мно-
жини E, необхiдно й досить, щоб ω( f ,x0,E) = 0.

4. Нехай функцiя f визначена на вiдкритiй множинi G метричного
простору X i набуває значень з метричного простору Y. Для того,
щоб ця функцiя була неперервною, необхiдно й досить, щоб проо-
браз f−1(E) довiльної вiдкритої множини E простору Y був вiдкри-
тим у просторi X.

2.3. Властивостi функцiй, неперервних
на компактних або зв’язних множинах

У даному пiдроздiлi узагальнюються на випадок операторiв та
функцiоналiв вiдомi властивостi функцiй дiйсної змiнної, неперерв-
них на промiжках (теореми Вейєрштрасса про обмеженiсть непе-
рервної функцiї та про її максимум та мiнiмум, теорема Кантора про
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рiвномiрну неперервнiсть, теорема Больцано – Кошi про промiжнi
значення неперервної функцiї та теорема про неперервнiсть обер-
неної функцiї).

2.3.1. Теорема про компактнiсть образу. Певним аналогом
числового вiдрiзка у довiльному метричному просторi є компактна
множина, а довiльного числового промiжку – зв’язна множина. То-
му спробуємо дiстати властивостi функцiй, неперервних на ком-
пактних або зв’язних множинах, аналогiчнi властивостям функцiй,
неперервних на промiжках.
� Нехай f є неперервною функцiєю на компактнiй множинi E

i f (E) = F – множина значень цiєї функцiї. Перевiримо, чи є F
також компактною множиною.

Вiзьмемо довiльну послiдовнiсть (yn): yn ∈ F ∀n∈ N i визначимо
xn ∈ E таким чином, щоб f (xn) = yn ∀n ∈ N. Оскiльки E – ком-
пактна множина, то iснує збiжна пiдпослiдовнiсть (xnk): lim

k→∞
xnk =

= x0 ∈ E. Враховуючи неперервнiсть функцiї f , дiстаємо, що ynk =
= f (xnk)→ f (x0)∈ F(k→∞). Отже, ∀(yn): yn∈ F ∀n∈N iснує (ynk):
lim
k→∞

ynk ∈ F . Тому F – компактна множина.�

Цим самим доведена
Теорема 1 (про компактнiсть образу). Якщо функцiя f непе-

рервна на компактнiй множинi E i F = f (E) – образ множини
E, то F – компактна множина.

Враховуючи, що компактна множина обов’язково обмежена, з
теореми 1 дiстаємо аналог першої теореми Вейєрштрасса:

Наслiдок 1 (теорема Вейєрштрасса про обмеженiсть неперерв-
ної функцiї). Якщо функцiя f неперервна на компактнiй мно-
жинi E, то вона обмежена на E. Зокрема, якщо f – функцiя
кiлькох змiнних або комплексної змiнної, що є неперервною на
замкненiй обмеженiй множинi E, то f обмежена на E.

Враховуючи, що компактна множина обов’язково є замкненою i
обмеженою, а замкнена обмежена множина з просторуR1 обов’яз-
ково має найбiльший та найменший елементи, дiстаємо з теореми
1 аналог другої теореми Вейєрштрасса.

Наслiдок 2 (теорема Вейєрштрасса про max f (x) i min f (x)).
Якщо дiйсний (комплексний) функцiонал f неперервний на
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компактнiй множинi E, то iснують max
E

f (x) та min
E

f (x)

(max
E
| f (x)| та min

E
| f (x)|). Зокрема, якщо f – функцiя кiль-

кох змiнних (функцiя комплексної змiнної), що є неперервною
на замкненiй обмеженiй множинi E, то iснують max

E
f (x) та

min
E

f (x) (max
E
| f (x)|та min

E
| f (x)|).

2.3.2. Теорема Кантора. Як i для функцiї однiєї змiнної, на-
звемо довiльну функцiю (оператор або функцiонал) f рiвно-
мiрно неперервною на множинi E, якщо ρ2( f (x′n), f (x′′n)) → 0
(n→ ∞) для будь-яких послiдовностей (x′n) i (x′′n) елементiв з мно-
жини E, для яких ρ1(x′n,x

′′
n)→ 0 (n→∞). Зрозумiло, що кожна фун-

кцiя (оператор або функцiонал) рiвномiрно неперервна на множинi
E, є неперервною на цiй множинi, але не навпаки.

Приклад 1. Числова функцiя f (x) = 1
x є неперервною на множинi

E = (0;1], проте не є рiвномiрно неперервною на E, оскiльки 1
n−

1
2n → 0

(n→ ∞), але f (1
n)− f ( 1

2n) = n−2n =−n 6→ 0 (n→ ∞).
� Нехай функцiя (оператор або функцiонал) f неперервна на

компактнiй множинi E. Припустимо, що f не є рiвномiрно непе-
рервною функцiєю на E. Тодi ∃(x′n) i (x′′n): x′n i x′′n ∈E ∀n i ρ1(x′n,x

′′
n)→

→ 0 (n→ ∞), але ρ2( f (x′n), f (x′′n)) 6→ 0 (n→ ∞).
Видiлимо з послiдовностi αn = ρ2( f (x′n), f (x′′n)), n ∈ N, збiжну

пiдпослiдовнiсть (αnk), для якої lim
k→∞

αnk = α > 0. Враховуючи ком-

пактнiсть множини E, видiлимо з послiдовностi (x′nk
) збiжну пiдпо-

слiдовнiсть (x′nkν
), для якої lim

ν→∞
x′nkν

= x∗ ∈ E. Оскiльки

ρ1(x′′nkν
,x∗)6 ρ1(x′′nkν

,x′nkν
)+ ρ1(x′nkν

,x∗)→ 0 (ν→ ∞),
то lim

ν→∞
x′′nkν

= x∗. Звiдси, враховуючи неперервнiсть f у точцi x∗ та

неперервнiсть вiдстанi, дiстаємо:

αnkν
= ρ2( f (x′nkν

), f (x′′nkν
))→ ρ2( f (x∗), f (x∗)) = 0 (ν→ ∞).

Але з iншого боку αnkν
→ α > 0 (ν→ ∞). Дiстали суперечнiсть,

яка показує неправильнiсть припущення про те, що f не є рiвно-
мiрно неперервною функцiєю на множинi E.�

Отже, має мiсце
Теорема 2 (Кантора про рiвномiрну неперервнiсть неперервної

функцiї). Якщо функцiя f неперервна на компактнiй множинi
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E, то вона є рiвномiрно неперервною на цiй множинi. Зокре-
ма, якщо f – функцiя кiлькох змiнних або функцiя компле-
ксної змiнної, що неперервна на замкненiй обмеженiй множи-
нi E, то f рiвномiрно неперервна на E.

2.3.3. Теореми про неперервнiсть оберненої функцiї. Тради-
цiйно це питання вивчається за умови, що пряма функцiя непе-
рервна на компактнiй множинi. Але якщо пiдсилити поняття непе-
рервностi, то можна дiстати значно загальнiший результат. У зв’яз-
ку з цим введемо новi поняття.

Послiдовнiсть (xn) з метричного простору (M,ρ) назвемо не-
скiнченно великою, якщо lim

n→∞
ρ(xn,a) = +∞ ∀a ∈ M. При цьому

казатимемо, що послiдовнiсть (xn) має нескiнченну границю i
писатимемо lim

n→∞
xn = ∞ або xn→ ∞ (n→ ∞).

Зауваження. В означеннi нескiнченно великої послiдовностi
квантор “∀” можна замiнити квантором “∃” (покажiть це i порiв-
няйте з означеннями обмеженої послiдовностi, сформульованими
в п. 1.3.3).

Приклад 2. Послiдовнiсть xn = (n;(−1)n), n ∈ N, є нескiн-
ченно великою у просторi R

2, оскiльки ρ(xn,θ) =
√

n2 +1 → ∞
(n→ ∞). Якщо ж на множинi R2 ввести метрику простору iзольованих
точок, то ρ(xn,θ) = 1 6→ ∞ (n→ ∞), тобто ця послiдовнiсть (xn) вже не
буде нескiнченно великою.

Множину E з метричного простору (M,ρ) назвемо передком-
пактною, якщо для будь-якої послiдовностi (xn) елементiв мно-
жини E iснує пiдпослiдовнiсть (xnk), що має скiнченну або нескiн-
ченну границю lim

k→∞
xnk.

Приклад 3. У довiльному метричному просторi кожна компактна мно-
жина є передкомпактною, але не навпаки. У просторiR1 з евклiдовою ме-
трикою передкомпактною множиною є взагалi будь-яка множина E. Але
якщо на множинi R задати тривiальну метрику, то дiстанемо простiр iзо-
льованих точок, у якому передкомпактними будуть тiльки скiнченнi мно-
жини.

Функцiю f , визначену на множинi E, назвемо цiлком непе-
рервною на множинi E, якщо послiдовнiсть ( f (xn)) має границю
lim
n→∞

f (xn) (скiнченну чи нескiнченну) для будь-якої послiдовностi
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(xn) елементiв множини E, що має границю lim
n→∞

xn (скiнченну чи

нескiнченну).
Легко бачити, що цiлком неперервна функцiя на множинi E зав-

жди неперервна на цiй множинi, але не навпаки. Разом з тим для
функцiї f , заданої на компактнiй множинi E, поняття неперервно-
стi й цiлковитої неперервностi є рiвносильними.

Приклад 4. Розглянемо функцiї

f1(x,y) = arctg 1
x2+y2 , (x,y) ∈ R2\{(0,0)},

f2(z) = 1
|z|−1, z∈ C\{z: |z|= 1},

f3(x,y) = arctg 1
xy, (x,y) ∈ R2\OX\OY,

f4(z) = Rez
z , z∈ C\{0}.

Пропонуємо читачевi переконатися у тому, що функцiї f1 та f2 є цiлком
неперервними, тодi як функцiї f3 та f4 є лише неперервними (але не цiл-
ком) на своїх областях визначення.

Нехай функцiя f : E↔ F цiлком неперервна на передкомпактнiй
множинi E, причому послiдовностi ( f (x∗n)) i ( f (x∗∗n )) мають рiзнi
границi, коли послiдовностi (x∗n) i (x∗∗n ) елементiв з E мають рiзнi
границi.

Розглянемо обернену функцiю f−1: F↔ E. З’ясуємо, чи не буде
вона цiлком неперервною.
� Вiзьмемо довiльну послiдовнiсть (yn) точок множини F, яка

має скiнченну чи нескiнченну границю: lim
n→∞

yn = y∗. Позначимо

xn = f−1(yn) ∈ E ∀n∈ N.
Припустимо, що ця послiдовнiсть не має границi. Оскiльки мно-

жина E передкомпактна, то ∃(xnk): lim
k→∞

xnk = x∗ – скiнченна чи не-

скiнченна границя. Для послiдовностi (xmk), де {mk}∪{nk} = N, за
припущенням точка x∗ не є границею. Тому iснує точка x∗∗ 6= x∗ i по-
слiдовнiсть (xpk) така, що xpk → x∗∗ (k→ ∞). Звiдси випливає, що
ynk = f (xnk)→ y∗ i ypk = f (xpk)→ y∗ (k→∞). Але з iншого боку, по-
слiдовностi ( f (xnk)) i ( f (xpk)) повиннi мати рiзнi границi, оскiльки
рiзнi границi мають послiдовностi (xnk) i (xpk).

Дiстали суперечнiсть, яка означає, що було зроблено непра-
вильне припущення. Тому

∃ lim
n→∞

f−1(yn) ∀(yn): yn ∈ F ∀n∈ N i ∃ lim
n→∞

yn,



2.3.4] Òåîðåìè ïðî çâ'ÿçíiñòü îáðàçó 117

тобто функцiя f−1 є цiлком неперервною на множинi F .�
Отже, доведена
Теорема 3 (про цiлковиту неперервнiсть оберненої функцiї).

Нехай функцiя f : E ↔ F цiлком неперервна на передкомпа-
ктнiй множинi E, причому lim

n→∞
f (x∗n) 6= lim

n→∞
f (x∗∗n ), коли lim

n→∞
x∗n 6=

lim
n→∞

x∗∗n ∀(x∗n) i (x∗∗n ): x∗n i x∗∗n ∈E ∀n∈N. Тодi функцiя f−1, обернена

до f , є цiлком неперервною на множинi F .
Приклад 5. 1) Кожна числова функцiя f , що неперервна i строго мо-

нотонна на числовому промiжку 〈a;b〉, задовольняє умови теореми 3, а то-
му ∃ f−1: f (E)↔E, неперервна на промiжку f (E) = 〈A;B〉, де A= inf

E
f (x),

B = sup
E

f (x).

2) Функцiя f (x) = x− signx, якщо її роз-
глядати на множинi (−∞;−1)∪{0}∪(1;+∞),
задовольнятиме усi умови теореми 3, крiм
умови lim

n→∞
f (x∗n) 6= lim

n→∞
f (x∗∗n ), коли lim

n→∞
x∗n 6=

6= lim
n→∞

x∗∗n . Саме тому обернена до неї фун-

кцiя f−1(x) = x + signx, x ∈ (−∞;+∞), є
розривною у точцi x0 = 0 (рис. 13).

Оскiльки для функцiй, заданих на
компактних множинах, поняття непе-
рервностi i цiлковитої неперервностi рiвносильнi, то частинним ви-
падком теореми 3 є

Теорема 4 (про неперервнiсть оберненої функцiї). Якщо фун-
кцiя f : E↔ F неперервна на компактнiй множинi E,то обер-
нена функцiя f−1: F ↔ E неперервна на F .

2.3.4. Теореми про зв’язнiсть образу. Дiстанемо тепер уза-
гальнення теореми Больцано – Кошi про промiжнi значення не-
перервної функцiї.

Розглянемо функцiю f , що є неперервною на зв’язнiй множинi
E, i нехай f (E) = F – образ множини E. Визначимо, чи є F зв’я-
зною множиною.
� Припустимо, що F – незв’язна множина, тобто F = F1∪F2,

де F1 i F2 – вiдокремленi множини. Тодi F1∩F2 = ∅ i F2∩F1 = ∅,
причому F1 6=∅ i F2 6=∅.

Позначимо Ek = {x ∈ E: f (x) ∈ Fk}, k ∈ 1,2. Зрозумiло, що
Ek 6= ∅ ∀k ∈ 1,2 i E = E1∪E2 i E1∩E2 = ∅. Оскiльки E – зв’язна
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множина, то множини E1 i E2 не є вiдокремленими, а тому принайм-
нi одна з них (нехай це E1) мiстить хоч би одну точку дотику iншої
множини (тобто E2).

Нехай x0 ∈ E1∩E2. Тодi ∃(xn): xn ∈ E2 ∀n∈ N i lim
n→∞

xn = x0. Звiд-

си, враховуючи неперервнiсть функцiї f , маємо lim
n→∞

f (xn) = f (x0),

причому yn = f (xn)∈F2 ∀n∈N, а y0 = f (x0)∈F1. Отже, y0∈F2, тоб-
то F1∩F2 6= ∅, що неможливо. Тому припущення про незв’язнiсть
множини F неправильне, тобто F = f (E) – зв’язна множина.�

Проведенi мiркування показують, що правильна
Теорема 5 (про зв’язнiсть образу). Якщо функцiя f є непе-

рервною на зв’язнiй множинi E, то образ цiєї множини, тоб-
то F = f (E), також є зв’язною множиною.

Частинним випадком теореми 5 є
Теорема 6 (Больцано – Кошi про множину значень дiйсного

функцiонала). Якщо дiйсний функцiонал f є неперервним на
зв’язнiй множинi E (зокрема, на областi E), то множина
значень f на E, тобто F = f (E) включає в себе iнтервал
(m;M), де m= inf

x∈E
f (x), а M = sup

x∈E
f (x). А якщо E – зв’язна ком-

пактна множина, то f (E) = [m;M].
Зауважимо, що функцiонал f з теореми 6 може бути, зокрема,

функцiєю кiлькох змiнних.
Розглянемо деякi важливi застосування доведених тверджень.

2.3.5. Поняття неперервної кривої та дуги. За аналогiєю з
просторами R2 i C назвемо неперервною кривою у нормованому
просторi L множину

Γ = {(t,x(t)): t ∈ 〈α;β〉, x(t) ∈ L},
за умови, що функцiя x(t) є неперервною на промiжку 〈α;β〉. При
цьому носiєм кривої Γ назвемо множину

Γн = {x = x(t) ∈ L: t ∈ 〈α;β〉}.
За теоремою 5 носiй кривої Γ, який часто ототожнюють з цiєю

кривою, є зв’язною множиною. Якщо 〈α;β〉= [α;β], то Γ називають

неперервною дугою, а її носiй позначають
_
ab, де a= x(α), b= x(β).

За теоремою 1 i теоремою 5 носiй неперервної дуги є компа-
ктною i зв’язною множиною.
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Приклад 6. При фiксованих a> 0, b> 0
функцiя f (t) = (acost;bsint), t ∈ [−π;π/2],
задає в R2 неперервну криву, яка є дугою
елiпса (рис. 14).

Важливими частинними випадками
неперервних дуг у нормованому просто-
рi L є вiдрiзок [a;b] = {x = (1− t)a+ tb:
t ∈ [0;1]} (a,b∈ L) i так звана ламана,
тобто множина

Ln :=a0a1 . . .an :=
n−1[

k=0

[ak;ak+1] (ak ∈ L ∀k∈ 0,n). (1)

Вiдрiзок [a;b] є неперервною дугою у просторi L, бо функцiя
x(t) = (1− t)a+ tb є лiнiйним оператором на R1, а отже, вона непе-
рервна.

Цей самий вiдрiзок можна задати за допомогою iншої функцiї:

y(t) = x
(

t−α
β−α

)
, t ∈ [α;β], яка теж є лiнiйним неперервним операто-

ром. Тому вiдрiзки [ak;ak+1], з яких складається ламана (1), можна
задати неперервними лiнiйними операторами yk(t), t ∈ [k;k + 1],
k∈ 0,n−1.

Тодi неперервна функцiя y: [0;n]→ L, яка визначається рiвнiстю
y(t) = yk(t), коли t ∈ [k;k+ 1], k ∈ 0,n−1, задаватиме всю ламану
Ln, тобто y([0;n]) = Ln. Звiдси випливає, що
ламана Ln є неперервною дугою.

Якщо для точок a, b множини E iснує

неперервна дуга
_
ab ⊂ E, то кажуть що

точки a та b можна сполучити непе-
рервною дугою, що цiлком лежить в E
(рис. 15).

2.3.6. Вiдстань мiж множинами метричного простору. В
пунктi 1.3.3 було введено вiдстань вiд точки x до множини E 6= ∅

метричного простору (M,ρ) як число

ρ(x,E) = inf
y∈E

ρ(x,y).

Фiксуючи в останнiй рiвностi множину E, дiстанемо функцiю

f (x) = ρ(x,E), x∈M.
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Дослiдимо цю функцiю на рiвномiрну неперервнiсть.
� За властивостями iнфiмуму та нерiвнiстю трикутника маємо:

ρ(x1,E)6 ρ(x1,y)6 ρ(x1,x2)+ ρ(x2,y) ∀x1,x2 ∈M i ∀y∈ E.

Вважаючи ε> 0 фiксованим, виберемо y∈ E так, щоб ρ(x2,y)<
< ρ(x2,E) + ε. Тодi ρ(x1,E) 6 ρ(x1,x2) + ρ(x2,E) + ε ∀x1 i x2 ∈ M.
Звiдси, спрямовуючи ε до нуля, дiстаємо

ρ(x1,E)6 ρ(x1,x2)+ ρ(x2,E)⇒ ρ(x1,E)−ρ(x2,E)6 ρ(x1,x2).
Так само показуємо, що i ρ(x2,E) − ρ(x1,E) 6 ρ(x1,x2), тобто
|ρ(x1,E)−ρ(x2,E)|6 ρ(x1,x2) ∀x1 i x2 ∈M. Отже,

| f (x1)− f (x2)|6 ρ(x1,x2) ∀x1 i x2 ∈M,

а тому функцiя f рiвномiрно неперервна на множинi M метричного
простору (M,ρ).�

Таким чином, правильна
Теорема 7 (про рiвномiрну неперервнiсть вiдстанi вiд точки до

множини). Вiдстань f (x) = ρ(x,E) вiд точки x до множини E,
що лежать у метричному просторi (M,ρ), є рiвномiрно непе-
рервним функцiоналом на множинi M.

Якщо K i F – довiльнi непорожнi мно-
жини з метричного простору (M,ρ), то вiд-
станню мiж цими множинами називають
число

ρ(K,F) = inf
x∈K

ρ(x,F) = inf
x∈K

inf
y∈F

ρ(x,y)

(див. рис. 16). Можна довести, що ρ(K,F) = inf
x∈K
y∈F

ρ(x,y). Пропонуємо

читачевi зробити це самостiйно.
Приклад 7. 1) Якщо K = 〈a;b〉, F = 〈c;d〉, де−∞6 a< b6 c< d6+∞,

то у просторi R1 ρ(K,F) = c−b.
2) Якщо K = N, F = {n+ 1

2n : n∈ N}, то в R1 ρ(K,F) 6 ρ(n,n+ 1
2n ) =

= 1
2n → 0 (n→ ∞), тобто ρ(K,F) = 0.
3) У просторi iзольованих точок можливi лише два випадки:

ρ(K,F) =
{ 0, коли K∩F 6=∅,

1, коли K∩F =∅.

Легко бачити, що ρ(K,F) = 0 завжди, коли K ∩F 6= ∅. Проте
якщо множини K та F не мають спiльних точок, то це ще не озна-
чає, що ρ(K,F) 6= 0 (див. приклад 7.2)). Важливо з’ясувати, коли з
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умови K∩F =∅ випливає умова ρ(K,F) 6= 0.
� Припустимо, що K – компактна множина. Тодi, враховуючи

неперервнiсть функцiї f (x) = ρ(x,F) за наслiдком 2 п. 1.3.1 дiста-
немо, що

∃min
x∈K

ρ(x,F) = ρ(x∗,F), де x∗ ∈ K.

Вважаючи F замкненою множиною i F ∩K = ∅, матимемо за
наслiдком 1 п. 1.3.3, що

ρ(x∗,F) = δ> 0 i ρ(x,y)> δ ∀x∈ K i ∀y∈ F.�

Отже, має мiсце
Теорема 8 (про вiдстань мiж компактною i замкненою множина-

ми). Якщо K – компактна множина, а F – замкнена множина
з простору (M,ρ), причому K 6=∅, F 6=∅, а K∩F =∅,то ∃δ> 0:
ρ(x,y)> δ> 0 ∀x∈ K i ∀y∈ F, тобто ρ(K,F)> δ> 0.

Застосуємо теорему 8 до неперервної дуги Γ, носiй Γн якої ле-
жить у областi D. Оскiльки Γн – компактна множина, а межа
∂D областi D є замкненою множиною, то за доведеним ∃δ > 0:
ρ(Γн,∂D)> δ> 0, тобто ρ(x,y)> δ> 0 ∀x∈ Γн i ∀y∈ ∂D.

2.3.7. Зв’язнi множини у нормованому просторi. У нормо-
ваному просторi L можна означити зв’язну множину дещо в iнший
спосiб. А саме, непорожню множину E ⊂ L, будь-якi двi точки якої
можна сполучити неперервною дугою, що цiлком лежить в E, на-
зивають лiнiйно зв’язною.

У в и п а д к у , к о л и м н о ж и н а E в i д к р и т а , в о с т а н -
н ь о м у о з н а ч е н н i з а м i с т ь н е п е р е р в н о ї д у г и м о ж н а
в з я т и л а м а н у . Покажемо це.
� Припустимо, що E – вiдкрита множина, E 6= ∅ i E 6= L (бо

iнакше нема чого доводити). Тодi множина F = CE непорожня й
замкнена. Нехай двi точки a, b∈ E сполучено неперервною дугою
Γ⊂ E. Згiдно з пунктом 2.3.5 Γ є компактною множиною, причому
Γ∩F =∅. Тому, за теоремою 8, ρ(Γ,F) = ε> 0.

Далi, неперервна функцiя x(t), t ∈ [α;β], яка задає дугу Γ, за те-
оремою Кантора п. 2.3.2 є рiвномiрно неперервною. Тому ∃δ > 0:
‖x(t ′)−x(t ′′)‖< ε ∀t ′, t ′′ ∈ [α;β]: |t ′− t ′′|< δ.

Розiб’ємо вiдрiзок [α;β] точками tk так, щоб

α = t0 < t1 < .. . < tn = β i max
06k6n

(tk+1− tk)< δ.
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Позначивши xk = x(tk), k ∈ 0,n, матимемо: ‖xk+1− xk‖ < ε ⇒
[xk;xk+1] ⊂ Oε(xk) ⊂ E ∀k ∈ 0,n−1. Тодi й ламана Ln = x0x1 . . .xn,
яка з’єднує точки a та b, цiлком лежить в E.�

Подивимось, чи лiнiйна зв’язнiсть множини E гарантує її зв’я-
знiсть.
� Припустимо, що iснує непорожня множина E, яка є лiнiйно

зв’язною, але не є зв’язною. Тодi E = E1∪E2, де Ei 6= ∅, Ei ⊂ Gi,
Gi – вiдкритi множини ∀i ∈ 1,2, причому G1∩G2 =∅. Зафiксуємо
двi точки a∈ E1 та b∈ E2. Оскiльки множина E лiнiйно зв’язна, то

iснує неперервна дуга Γ =
_
ab⊂E. За п. 2.3.5 множина Γ є зв’язною.

Але, з iншого боку, її можна подати у виглядi Γ = Γ1∪Γ2, де Γi =
Γ∩Ei, i ∈ 1,2. При цьому Γi 6=∅ i Γi ⊂Gi ∀i ∈ 1,2, тобто множини
Γi вiдокремленi. Це суперечить зв’язностi Γ.�

Отримана суперечнiсть показує, що правильна
Теорема 9 (про зв’язок мiж зв’язнiстю та лiнiйною зв’язнiстю).

Всяка лiнiйно зв’язна множина E нормованого простору L є
зв’язною множиною. Зокрема, зв’язними є всi опуклi множи-
ни, у тому числi й сам простiр L.

З теореми 9, а також леми 4 п. 1.5.4 та прикладу 5.2) п. 1.7.2
випливає

Наслiдок 3 (про зв’язнiсть елементарного прямокутника). У
просторi Rm множина P = 〈a1;b1〉× 〈a2;b2〉× . . .×〈am;bm〉 (яку
називають елементарним прямокутником) є зв’язною.

Твердження, обернене до теореми 9, не справедливе, тому що
з в ’ я з н а м н о ж и н а м о ж е н е б у т и л i н i й н о з в ’ я з н о ю
н а в i т ь у п р о с т о р i R2. Покажемо це.
� Позначимо на площинi R2 точки

an =
(

1
n,0
)
, bn =

(
2n+1

2n(n+1) ,1
)

i a = (0,0).
Побудуємо з вiдрiзкiв [an;bn] та [bn;an+1],
n∈ N, множину

E =
∞[

n=1

[an;bn]∪ [bn;an+1] (рис. 17).

З геометричних мiркувань зрозумiло, що
множина E лiнiйно зв’язна, а отже, i зв’язна. Оскiльки точка
a = (0,0) є граничною точкою множини E, то за лемою 4 п. 1.5.4
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зв’язною буде також множина F = E∪{a}. Перевiримо, чи може
ця множина бути лiнiйно зв’язною. Для цього зауважимо, що мно-
жина F має такi двi властивостi: 1) ∀x∈ [0;1] ∃!y∈ [0;1]: (x,y) ∈ F;
2) ∀x0 ∈ (0;1] ∃x∈ [0;x0]: (x,1) ∈ F .

Припустимо, що точки a та a1 можна сполучити неперервною
дугою Γ =

_
aa1 ⊂ F, яка визначається параметричними рiвняннями

x = x(t), y = y(t), t ∈ [0;1], де

0 = x(0)6 x(t)6 x(1) = 1, 0 = y(0) = y(1)6 y(t)6 1 ∀t ∈ [0;1].
Вiдмiтимо на вiдрiзку [0;1] точку

t0 = sup
{

t ∈ [0;1]: x(t) = 0
}
.

За критерiєм супремуму ∀n∈ N ∃tn ∈ [0;1]: t0− 1
n < tn 6 t0, при-

чому x(tn) = 0. З того, що tn→ t0 (n→∞), а функцiя x(t) неперервна
у точцi t0, дiстанемо, що lim

n→∞
x(tn) = x(t0) = 0. Таким чином,

x(t0) = 0< x(t) ∀t ∈ (t0;1].
Оскiльки точка (x(t0),y(t0)) ∈ Γ ⊂ F i x(t0) = 0, то за властивi-

стю 1) y(t0) = 0. Тодi, в силу неперервностi функцiї y(t) у точцi t0,
для ε = 1

2 знайдемо δ > 0 таке, що y(t) < 1
2, коли t0 6 t 6 t0 + δ.

Оскiльки функцiя x(t) неперервна на вiдрiзку [0;1] ⊃ [t0; t0 + δ], то
за теоремою Больцано – Кошi x

(
[t0; t0 + δ]

)
= [0;x0], де x0 > 0.

Розглянемо тепер яку-небудь точку (x∗,1)∈F, де x∗ ∈ [0;x0], яка
iснує згiдно з властивiстю 2). З одного боку, ∃t∗ ∈ [t0; t0 + δ]: x(t∗) =
= x∗ i тодi y(t∗) < 1

2. З iншого боку, (x(t∗),y(t∗)) ∈ Γ ⊂ F i тому за
властивiстю 1) y(t∗) = 1, тобто дiстаємо суперечнiсть.

Отже, припущення, що точки a та a1 можна сполучити непе-
рервною дугою

_
aa1 ⊂ F, неправильне. Тому множина F хоч i зв’я-

зна, проте не є лiнiйно зв’язною.�
З’ясуємо тепер, як пов’язанi мiж собою поняття зв’язностi та

лiнiйної зв’язностi множини у випадку, коли ця множина вiдкрита.
� Розглянемо у просторi L довiльну вiдкриту множину G 6= ∅.

Вiзьмемо довiльну точку x0∈G i позначимо X множину точок x∈G,
кожну з яких можна сполучити з точкою x0 ламаною, що цiлком
лежить у G.

Якщо x∗ ∈ X, то x∗ ∈ G, а тому x∗ – внутрiшня точка G, тоб-
то ∃Oδ(x∗) ⊂ G. Вiзьмемо довiльну точку x∗∗ ∈ Oδ(x∗) i розглянемо
точки x = x∗∗+(x∗−x∗∗)t, t ∈ [0;1], що утворюють вiдрiзок [x∗∗;x∗].
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Оскiльки

‖x−x∗‖= ‖x∗∗+(x∗−x∗∗)t−x∗‖= (1− t)‖x∗∗−x∗‖< δ,
то [x∗∗;x∗]⊂Oδ(x∗). Крiм того, точку x∗ можна сполучити з точкою
x0 ламаною, що цiлком лежить у G. Тому i кожну точку x∗∗ околу
Oδ(x∗) можна сполучити з точкою x0 ламаною, що цiлком лежить у
G. Отже, Oδ(x∗)⊂ X, тобто X – вiдкрита множина.

Нехай y∗ ∈G\X. Тодi y∗ ∈G i y∗ /∈ X, а тому ∃Oδ(y∗)⊂G. Якщо
припустити, що ∃x∗ ∈ Oδ(y∗)∩X, то як i вище, легко показати, що
y∗ можна сполучити з точкою x0 ламаною, що цiлком лежить у G,
тобто y∗ ∈X. Але y∗ /∈X. Тому Oδ(y∗)⊂G\X, тобто G\X – вiдкрита
множина.

Таким чином, ∀x0 i x1 ∈G∃X ⊂G: G = X∪(G\X), причому мно-
жини X i G\X вiдкритi та кожну точку множини X можна сполучи-
ти з точкою x0 ламаною, що цiлком лежить в G. Оскiльки вiдкрита
множина X 6= ∅, то вiдкрита множина G є зв’язною тодi й тiльки
тодi, коли G\X =∅, тобто x1 ∈ X. Тому вiдкрита множина G є зв’я-
зною тодi й тiльки тодi, коли будь-якi двi її точки x0 та x1 можна
сполучити ламаною, що цiлком лежить у G.�

Проведенi мiркування показують, що правильна
Теорема 10 (критерiй зв’язностi вiдкритої множини у нормова-

ному просторi). Для того щоб вiдкрита множина G з нормова-
ного простору L була зв’язною, необхiдно й досить, щоб вона
була лiнiйно зв’язною у цьому просторi.

Зауваження. Згiдно з лемою 4 п. 1.5.4 теорема 10 правильна
також для будь-якої множини E такої, що G⊂E⊂G, а G – вiдкри-
та множина.

Якщо вiдкрита множина G нормованого простору L є зв’язною,
то її називають областю. Об’єднання областi G з її межею назива-
ють замиканням областi або замкненою областю i позначають
G. Якщо область G є обмеженою множиною у просторi Rm або Cm,
то G називають компактною областю.

Приклад 8. 1) Кожна куля G = K(x, r) у нормованому просторi L є
областю, бо вона вiдкрита i опукла, а отже, зв’язна.

2) У просторiRm абоCm замкнена куля G = K(x, r) є замкненою обла-
стю i компактною областю.

3) Якщо G = R
m або G = C

m, то G є областю i замкненою областю,
але G не є компактною областю.
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4) Множина G є областю у просторi R1 тодi й тiльки тодi, коли G =
= (a;b), а G – компактна область у R1 тодi й тiльки тодi, коли G = [a;b].

2.3.8. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Якщо оператор f : E→F, де E, F – нормованi простори, неперерв-
ний у точцi x0 ∈ E, то f неперервний на E.

2. Якщо оператор f : E→ F обмежений у деякому околi точки x0 ∈ E,
то цей оператор обмежений на кожнiй обмеженiй множинi E1⊂ E.

3. Твердження 1, 2 правильнi для довiльного лiнiйного оператора.

4. Якщо лiнiйний оператор f : E→ F неперервний у точцi x0 ∈ E, то
вiн обмежений на E.

5. Кожен лiнiйний оператор f : E→ F можна перетворити на опера-
тор стиску, домноживши його на певне стале число.

6. Якщо функцiя f неперервна на множинi E i F = f (E) – компактна
множина, то i E – компактна множина.

7. Якщо f неперервна на E i обмежена на E, то E – обмежена мно-
жина.

8. Якщо функцiя f неперервна на замкненiй обмеженiй множинi E,
то f обмежена на E.

9. Функцiя f (x,y) = |x+ y| −
√

1−x2−y2 має в своїй областi визна-
чення найбiльше та найменше значення. Якщо це так, знайти цi
значення.

10. Функцiя f (x,y) = (x+y)exy обмежена на множинi

E = {(x,y) ∈ R2: 06 x+y6 1}.

11. Якщо функцiя f неперервна на множинi E, то вона i рiвномiрно
неперервна на E.

12. Твердження, обернене до 11, є правильним.

13. Якщо f рiвномiрно неперервна на E, то E – компактна множина.

14. Якщо функцiя f комплексної змiнної не є рiвномiрно неперервною
на замкненiй обмеженiй множинi E, то f не є i неперервною на E.

15. Якщо функцiя f (x,y) двох змiнних неперервна в замкненiй областi
D, то iснують min

D
f (x,y) i max

D
f (x,y), а f (D) = [m;M].

16. Якщо f : D→C– неперервна в областi D⊂C, то а) f (D) – область
в C, б) f (D) – зв’язна множина.

17. Якщо функцiя f : E↔ F неперервна на E, то f−1: F ↔ E – непе-
рервна функцiя на F .
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18. Неперервна крива у нормованому просторi може не бути зв’язною
множиною.

19. В означеннi лiнiйно зв’язної множини завжди можна замiсть непе-
рервної кривої взяти ламану.

20. Лiнiйна зв’язнiсть опуклої множини випливає з її зв’язностi.

II. Довести данi твердження.
1. Нехай K – компактна, а F – обмежено компактна множи-

ни. Тодi ∃x∗ ∈ K i y∗ ∈ F : ρ(K,F) = ρ(x∗,y∗). Якщо при цьому
K∩F =∅, то ρ(K,F)> 0.

2. У просторiR2 iснують обмежено компактнi множини K i F такi, що
K∩F =∅, але ρ(K,F) = 0.

3. Якщо функцiя f неперервна на E, E1 ⊂ E i E1 = E, тобто E1 скрiзь
щiльна на E, то f (E1) = f (E), тобто f (E1) скрiзь щiльна на f (E).

4. Якщо функцiї f i g неперервнi на множинi E, E1⊂ E i E1 = E, при-
чому f (x) = g(x) ∀x∈ E1, то f (x) = g(x) ∀x∈ E. Таким чином, зна-
чення неперервної функцiї на множинi E повнiстю визначаються її
значеннями на пiдмножинi, що є скрiзь щiльною на E.

2.4. Теорема Банаха про нерухому точку
стискуючого вiдображення

У даному пiдроздiлi введено поняття нерухомої точки вiдобра-
ження, що є аналогом поняття розв’язку рiвняння, та доведено ва-
жливу теорему Банаха про iснування та єдинiсть нерухомої точки
вiдображення з класу так званих стискiв.

2.4.1. Поняття нерухомої точки вiдображення. На практицi
часто доводиться розв’язувати рiвняння вигляду f1(x) = f2(x), де
f1 та f2 – заданi функцiї, що визначенi на множинi F i набувають
значень з цiєї ж множини. Якщо F – множина з лiнiйного простору
(наприклад, з R або C), то дане рiвняння рiвносильне рiвнянню

f1(x)− f2(x) = 0⇔ f1(x)− f2(x)+x = x⇔ f (x) = x,

де f (x) = f1(x)− f2(x)+x. У зв’язку з цим рiвняння

f (x) = x (1)
вiдiграє важливу роль у математицi, оскiльки воно дозволяє з єди-
ної точки зору поглянути на багато iнших рiвнянь. Надалi вважає-
мо, що функцiя f з рiвняння (1) є оператором, що вiдображає мно-
жину F у множину F з метричного простору (M,ρ). Тому розв’яз-
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ками рiвняння (1) є точки множини F, якi вiдображаються опера-
тором f самi в себе.

Точку x∗ називають нерухомою точкою оператора (вiдобра-
ження, функцiї) f , якщо f (x∗) = x∗.

Приклад 1. Якщо f (x) = x2, то нерухомими точками вiдображення f є
точки x0 = 0 i x1 = 1.

Сказане вище показує, що у багатьох випадках задача розв’я-
зання деякого рiвняння зводиться до задачi вiдшукання нерухомої
точки певного вiдображення.

2.4.2. Поняття методу послiдовних наближень вiдшукання
нерухомої точки. Одним з методiв вiдшукання нерухомої точки
вiдображення f : F → F є метод послiдовних наближень, суть
якого полягає у наступному. Нульовим наближенням нерухомої
точки x∗ вiдображення f називають довiльну точку x0 ∈ F . Якщо
визначене n-е наближення точки x∗, тобто деяка точка xn ∈ F, то
(n+1)-им наближенням цiєї точки вважають точку xn+1 = f (xn). За
принципом математичної iндукцiї визначено послiдовнiсть (xn) n-х
наближень точки x∗ ∀n∈ N0. Якщо ця послiдовнiсть є збiжною до
точки x∗ ∈ F, а функцiя f неперервна у цiй точцi x∗, то з рiвностi
xn+1 = f (xn) випливає рiвнiсть

lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

f (xn) = f ( lim
n→∞

xn), тобто x∗ = f (x∗).

У цьому випадку кажуть, що нерухому точку x∗ вiдображення f
можна знайти методом послiдовних наближень.

2.4.3. Поняття стискуючого вiдображення. Виявляється, що
метод послiдовних наближень доцiльно застосовувати до, так зва-
них, стискуючих вiдображень (операторiв). Вiдображення (опера-
тор) f : F → F ⊂ (M,ρ) називають стискуючим вiдображенням
(оператором) або стиском, якщо

∃α ∈ [0;1): ρ( f (x), f (y))6 αρ(x,y) ∀x i y∈ F. (2)
Приклад 2. Якщо f (x) = x2, x∈ [−q;q] = F i 0< q< 1/2, то

ρ( f (x), f (y)) = |x2−y2|= |x+y| · |x−y|6

6 (|x|+ |y|)|x−y|6 2q|x−y|= αρ(x,y),

де 0< α = 2q< 1. Тому дане вiдображення f : F → F є стиском.
З означення стискуючого вiдображення f : F → F випливає, що

ц е в i д о б р а ж е н н я є р i в н о м i р н о н е п е р е р в н и м , а т о м у
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i н е п е р е р в н и м н а м н о ж и н i F .

2.4.4. Теорема Банаха про нерухому точку стискуючого
вiдображення. Застосуємо метод послiдовних наближень вiдшу-
кання нерухомої точки вiдображення до стискуючого вiдображення
f : F → F ⊂ (M,ρ).
� Для цього вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ F i побудуємо точки

xn+1 = f (xn) ∈ F ∀n∈ N0. Використовуючи (2), оцiнимо вiдстань

ρ(xn+1,xn) = ρ( f (xn), f (xn−1))6

6 αρ(xn,xn−1) = αρ( f (xn−1), f (xn−2))6

6 α2ρ(xn−1,xn−2)6 . . .6 αnρ(x1,x0) ∀n∈ N0.

Звiдси дiстаємо, що коли m> n, то

ρ(xm,xn)6 ρ(xm,xm−1)+ ρ(xm−1,xn)6

6 ρ(xm,xm−1)+ ρ(xm−1,xm−2)+ ρ(xm−2,xn)6

6 . . .6 ρ(xm,xm−1)+ ρ(xm−1,xm−2)+ . . .+ ρ(xn+1,xn)6

6 (αm−1 + αm−2 + . . .+ αn)ρ(x1,x0)6

6 ρ(x1,x0)
∞

∑
k=n

αk = ρ(x1,x0)
αn

1−α
→ 0 (n→ ∞),

оскiльки 06 α< 1 i αn→ 0 (n→ ∞).
Тому ρ(xm,xn)→ 0, коли m> n→ ∞, тобто послiдовнiсть (xn) є

фундаментальною у метричному просторi (M,ρ). Вважаючи метри-
чний простiр (M,ρ) повним, а множину F замкненою, дiстанемо,
що послiдовнiсть (xn) є збiжною i lim

n→∞
xn = x∗ ∈ F . Оскiльки стиску-

юче вiдображення f : F → F є неперервним, то

lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

f (xn) = f ( lim
n→∞

xn), тобто x∗ = f (x∗).

Отже, стискуюче вiдображення f : F → F має принаймнi одну
нерухому точку x∗ ∈ F .

Припустимо, що x∗∗ ∈F також є нерухомою точкою вiдображен-
ня f . Тодi

ρ(x∗∗,x∗) = ρ( f (x∗∗), f (x∗))6 αρ(x∗∗,x∗),
де 06 α< 1⇒ ρ(x∗∗,x∗)(1−α)6 0, де 1−α> 0⇒ ρ(x∗∗,x∗)6 0⇒
ρ(x∗∗,x∗) = 0, тобто x∗∗ = x∗.
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Отже, стискуюче вiдображення f : F → F має єдину нерухому
точку x∗ ∈ F .�

Таким чином, доведена
Теорема 1 (Банаха про нерухому точку стискуючого вiдобра-

ження). Нехай f – стискуюче вiдображення множини F ⊂
⊂ (M,ρ) самої в себе, (M,ρ) – повний метричний простiр i
F – замкнена множина. Тодi iснує єдина нерухома точка
x∗ ∈ F вiдображення f , яку можна знайти методом послiдов-
них наближень.

Всi умови у теоремi 1 є iстотними. Це пояснюють наступнi при-
клади 3 та 4.

Приклад 3. Оператор f (x) = x2, x∈ [−q;q], де 0< q< 1/2, задоволь-
няє усi умови теореми Банаха (див. приклад 2). Якщо замiнити вiдрiзок
F = [−q;q] на вiдрiзок F = [q/2;q], то порушиться умова f : F → F . Якщо
вiдрiзок F = [−q;q] замiнити на пiвiнтервал F = (0;q], то порушиться умо-
ва замкненостi множини F . Нарештi, якщо замiсть простору R1 розгля-
нути простiр R1 \{0} (з тiєю ж метрикою), то порушиться умова повноти
простору.

В усiх трьох випадках порушується лише якась одна з умов теореми 1,
i при цьому оператор f не має нерухомої точки.

Наступний приклад показує, що для правильностi теореми 1
умову α< 1 не можна замiнити умовою α6 1.

Приклад 4. Розглянемо функцiю f (x) = x + 1/x, x > 1. Оскiльки
f ′(x) = 1−1/x2 > 0∀x> 1, то f ↑ [1;+∞). Тому f : [1;+∞)↔ [2;+∞), при-
чому множина F = [1;+∞) замкнена. Крiм того, за формулою Лагранжа

f (y)− f (x) = f ′(c)(y−x) = (1−1/c2)(y−x)< y−x,

коли 16 x< y. Отже, для α = 1

| f (y)− f (x)|6 α|y−x| ∀x,y∈ F.

Даний оператор, очевидно, не має нерухомої точки.

2.4.5. Узагальнення теореми Банаха. Спробуємо дещо по-
слабити у теоремi Банаха умову, що вiдображення f є стиском. А
саме, припустимо, що вiдображення f : F → F, де F ⊂ (M,ρ), є
слабко стискуючим, тобто задовольняє умову

ρ( f (x), f (y))< ρ(x,y) ∀x 6= y. (3)
Як показує приклад 4 п. 2.4.4, для такого вiдображення теорема

1, взагалi кажучи, неправильна. Тому треба посилити iншу умову
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теореми 1 – вимогу замкненостi множини F у повному просторi
(M,ρ). Вимоги, щоб множина F була обмежено компактною, буде
замало (див. той самий приклад 4).

Зупинимось на вимозi компактностi множини F i подивимось,
чи матиме вiдображення F нерухому точку.
� Шукана нерухома точка x∗ повинна задовольняти рiвнiсть

f (x∗) = x∗, яка рiвносильна рiвностi ρ(x∗, f (x∗)) = 0. Якщо ввести
до розгляду дiйсну функцiю

S(x) = ρ(x, f (x)), x∈ F,

то достатньо буде довести, що ∃x∗ ∈ F : S(x∗) = 0. В силу невiд’єм-
ностi цiєї функцiї рiвнiсть S(x∗) = 0 буде означати, що

min
x∈F

S(x) = S(x∗) = 0.

Iснування найменшого значення дiйсної функцiї S(x) на компа-
ктнiй множинi F можна отримати з теореми Вейєрштрасса (наслi-
док 2 п. 2.3.1), як тiльки стане вiдомо, що функцiя S(x) неперервна.

Для перевiрки неперервностi функцiї S(x) вiзьмемо до уваги не-
рiвнiсть (3) i розглянемо рiзницю

S(x)−S(y) = ρ(x, f (x))−ρ(y, f (y))6

6 ρ(x,y)+ ρ(y, f (y))+ ρ( f (y), f (x))−ρ(y, f (y))6

6 ρ(x,y)+ ρ(x,y) = 2ρ(x,y) ∀x,y∈ F.

В останнiх оцiнках можна переставити мiсцями змiннi x та y. Тому
правильна нерiвнiсть

|S(x)−S(y)|6 2ρ(x,y) ∀x,y∈ F,

з якої випливає, що функцiя S(x) рiвномiрно неперервна на множи-
нi F . Вiдтак, маємо iснування min

x∈F
S(x) = S(x∗) = A> 0.

Залишається довести, що A = S(x∗) = 0. Проте, якби це було не
так, то для точки y∗ = f (x∗), враховуючи нерiвнiсть (3), можна було
б записати:

0< A6 S(y∗) = ρ(y∗, f (y∗)) = ρ( f (x∗), f (y∗))<

< ρ(x∗,y∗) = ρ(x∗, f (x∗)) = S(x∗) = A,

що приводить до суперечливої нерiвностi A< A.
Отже, S(x∗) = 0, тобто вiдображення f має нерухому точку x∗.
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Для з’ясування єдиностi нерухомої точки припустимо, що ∃x∗∗ 6=
6= x∗: f (x∗∗) = x∗∗. Знову застосовуючи нерiвнiсть (3), знайдемо

ρ(x∗,x∗∗) = ρ( f (x∗), f (x∗∗))< ρ(x∗,x∗∗),
що неможливо. Отже, нерухома точка єдина.�

Таким чином, доведена
Теорема 2 (про нерухому точку слабко стискуючого вiдобра-

ження). Якщо вiдображення f переводить компактну множи-
ну F метричного простору (M,ρ) у себе i є слабко стискую-
чим, то воно має єдину нерухому точку x∗ ∈ F .

Приклад 5. Для вiдображення f (x) = sinx правильна нерiвнiсть

| f (x)− f (y)|= |sinx−siny|< |x−y| ∀x 6= y,

причому f : [−2π;2π]→ [−1;1]. Отже, за теоремою 2 це вiдображення має
єдину нерухому точку.

Пiдкреслимо, що теорема 1 не дозволяє дiйти цього висновку.

Зауваження. Спосiб доведення теореми 2 не є конструктивним.
Зокрема, без вiдповiдi залишається питання, чи завжди можна зна-
йти нерухому точку методом послiдовних наближень.

Узагальнимо тепер теорему 1 в iншому напрямку. Для цього
введемо поняття n-го степеня вiдображення f : F→F такою рiв-
нiстю:

f n(x) = f ( f (. . . f︸ ︷︷ ︸
n разiв

(x))) = f ◦ f ◦ . . .◦ f︸ ︷︷ ︸
n разiв

(x).

� Припустимо, що в теоремi 1 стискуючим є не саме вiдобра-
ження f , а деякий його степiнь g = f N. Тодi, в силу теореми 1,
вiдображення g має єдину нерухому точку x∗ ∈ F, тобто g(x∗) =
= f N(x∗) = x∗. Зрозумiло, що при цьому gk(x∗) = x∗ ∀k ∈ N. Звiд-
си випливає, що

f (x∗) = f (gk(x∗)) = f ( f Nk(x∗)) = f Nk( f (x∗)) = gk( f (x∗)) ∀k∈ N.
Позначивши f (x∗) = y∗, помiтимо, що послiдовнiсть yk = gk(y∗)

можна задати рекурентно формулами y0 = y∗, yk = g(yk−1) ∀k ∈ N.
Оскiльки вiдображення g є стиском, а x∗ – його нерухома точка,
то за теоремою 1 yk→ x∗ (k→ ∞). А вище була одержана рiвнiсть
yk = f (x∗) ∀k∈N. Через це f (x∗) = x∗, тобто x∗ є нерухомою точкою
вiдображення f .

Припустимо, що x∗∗– ще одна нерухома точка оператора f . Тодi
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з рiвностi f (x∗∗) = x∗∗ випливає, що f 2(x∗∗) = f ( f (x∗∗)) = f (x∗∗) =
= x∗∗, а за iндукцiєю i f N(x∗∗) = x∗∗. Отже, x∗∗ – нерухома точка
вiдображення g= f N. В силу єдиностi нерухомої точки вiдображен-
ня g маємо x∗∗ = x∗.�

Таким чином, доведена
Теорема 3 (узагальнення теореми Банаха). Нехай вiдображен-

ня f переводить замкнену множину F повного метричного
простору (M,ρ) саму в себе, а деякий степiнь g = f N вiдобра-
ження f є стиском. Тодi вiдображення f разом з вiдображен-
ням g має єдину нерухому точку x∗ ∈ F .

Приклад 6. Множина F многочленiв pN(t) = a0 + a1t + . . .+ aNtN сте-
пеня, не вищого N, замкнена у повному просторi C[a;b] (див. приклад 5
п. 1.7.2). Якщо розглянути на цiй множинi диференцiальний оператор
D(x(t)) = x′(t), то його N-ний степiнь DN(x(t)) = x(N)(t) виявиться сти-
ском. Тому за теоремою 3 iснує тiльки один многочлен p(t) ∈ F такий, що
p′(t) = p(t). Це многочлен p(t)≡ 0.

2.4.6. Застосування теореми Банаха до розв’язування систе-
ми рiвнянь. Застосуємо доведену теорему Банаха до розв’язання
системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

m

∑
i=1

αkixi = bk, k∈ 1,m. (4)

Зрозумiло, що ця система рiвнянь рiвносильна системi
m

∑
i=1

αkixi +xk−bk = xk, k∈ 1,m,

або
m

∑
i=1

akixi−bk = xk, k∈ 1,m, (5)

де aki = αki, коли k 6= i, i akk = αkk+ 1. Систему (5) можна записати
у виглядi

f (x) = x, x = (x1,x2, . . . ,xm) ∈ Rm,

де

f (x) =
( m

∑
i=1

a1ixi−b1,
m

∑
i=1

a2ixi−b2, . . . ,
m

∑
i=1

amixi−bm

)
∈ Rm.

Отже, f : Rm→Rm, Rm – повний метричний простiр i F =Rm –
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замкнена множина. Визначимо, коли f є стиском. Для цього оцiни-
мо вiдстань

ρ( f (x), f (y)) =

√
m

∑
k=1

( m

∑
i=1

akixi−bk−
m

∑
i=1

akiyi +bk

)2
=

=

√
m

∑
k=1

( m

∑
i=1

aki(xi−yi)
)2
.

Згадуючи нерiвнiсть Кошi – Буняковського (див. п. 1.1.1, фор-
мула (7)), дiстаємо:( m

∑
i=1

aki(xi−yi)
)2
6

m

∑
i=1

a2
ki

m

∑
i=1

(xi−yi)2,

а тому

ρ( f (x), f (y))6

√
m

∑
k=1

m

∑
i=1

a2
ki

m

∑
i=1

(xi−yi)2 =

=

√
m

∑
k=1

m

∑
i=1

a2
ki ·

√
m

∑
i=1

(xi−yi)2 = α ·ρ(x,y),

де α =
√

m
∑

k=1

m
∑

i=1
a2

ki. Отже, наклавши умову
m
∑

k=1

m
∑

i=1
a2

ki < 1, дiстаємо,

що f : Rm→ Rm є стиском.
За теоремою Банаха система (5), а отже, i система (4), має

єдиний розв’язок x∗ = (x∗1,x
∗
2, . . . ,x

∗
m), який можна знайти мето-

дом послiдовних наближень, причому нульове наближення x(0) =
= (x(0)

1 ,x(0)
2 , . . . ,x(0)

m ) ∈Rm – довiльна точка, а (n+1)-е наближення
x∗ визначається рiвнiстю

x(n+1) = (x(n+1)
1 ,x(n+1)

2 , . . . ,x(n+1)
m ),

де x(n+1)
k =

m
∑

i=1
akix

(n)
i −bk ∀k∈ 1,m.

2.4.7. Застосування теореми Банаха до розв’язування iнте-
гральних рiвнянь. Застосуємо тепер теорему Банаха до так зва-
ного iнтегрального рiвняння вигляду

y(x) = y0 +
xw

x0

f (t,y(t))dt, (6)
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де f – задана функцiя двох змiнних, що є неперервною на замкне-
ному прямокутнику

P = {(u,v) ∈ R2: x0−a6 u6 x0 +a, y0−b6 v6 y0 +b}.
�Невiдомою у рiвняннi (6) є деяка функцiя y= y(x) дiйсної змiн-

ної, що є неперервною на вiдрiзку [x0−a;x0 +a].
Запишемо рiвняння (6) у виглядi

ϕ(y) = y, y = y(x) ∈C[x0−a;x0 +a] i max
[x0−a;x0+a]

|y(x)−y0|6 b,

де

ϕ(y) = y0 +
xw

x0

f (t,y(t))dt ∈C[x0−a;x0 +a].

Позначимо

F = {y = y(x) ∈C[x0−a;x0 +a]: ρ(y,y0)6 b}
i визначимо, коли ϕ(y) ∈ F, тобто

ρ(ϕ(y),y0) = max
[x0−a;x0+a]

∣∣∣∣∣y0 +
xw

x0

f (t,y(t))dt−y0

∣∣∣∣∣=

= max
[x0−a;x0+a]

∣∣∣∣∣
xw

x0

f (t,y(t))dt

∣∣∣∣∣6 b.

Оскiльки замкнений прямокутник P є компактною множиною у
просторi R2, а функцiя f неперервна на P, то за теоремою Вейєр-
штрасса iснує M = max

P
| f (u,v)|. Тому∣∣∣∣∣

xw
x0

f (t,y(t))dt

∣∣∣∣∣6M|x−x0|6M ·a

i, отже, умова M a6 b гарантує умову ϕ(y) ∈ F ∀y∈ F, тобто

ϕ : F → F ⊂C[x0−a;x0 +a].
Дослiдимо замкненiсть множини F . Вiзьмемо довiльну послiдов-

нiсть (yn): yn∈ F ∀n∈N i ∃ lim
n→∞

yn = y∗. Тодi з нерiвностi ρ(yn,y0)6 b

за властивiстю неперервностi вiдстанi дiстанемо

lim
n→∞

ρ(yn,y0) = ρ( lim
n→∞

yn,y0) = ρ(y∗,y0)6 b.

Отже, y∗ = lim
n→∞

yn ∈ F для будь-якої збiжної послiдовностi (yn) еле-
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ментiв з F . Тому за критерiєм замкненостi множина F є замкненою
у просторi C[x0−a;x0 +a].

Нарештi визначимо, коли вiдображення ϕ є стиском. Для цього
оцiнимо вiдстань

ρ(ϕ(y1),ϕ(y2)) = max
[x0−a;x0+a]

∣∣∣∣(y0 +
xw

x0

f (t,y1(t))dt
)
−

−
(

y0 +
xw

x0

f (t,y2(t))dt
)∣∣∣∣=

= max
[x0−a;x0+a]

∣∣∣∣∣
xw

x0

( f (t,y1(t))− f (t,y2(t)))dt

∣∣∣∣∣ . (7)

Для подальшого оцiнювання вважатимемо, що функцiя f (u,v) за-
довольняє умову Лiпшица за змiнною v, тобто

∃L> 0: | f (u,v1)− f (u,v2)|6 L |v1−v2| ∀(u,v1) i (u,v2) ∈ P.

За цiєю умовою∣∣∣∣∣
xw

x0

( f (t,y1(t))− f (t,y2(t)))dt

∣∣∣∣∣6
∣∣∣∣∣

xw
x0

L |y1(t)−y2(t)|dt

∣∣∣∣∣6
6

∣∣∣∣∣
xw

x0

L · max
[x0−a;x0+a]

|y1(t)−y2(t)| dt

∣∣∣∣∣=

= Lρ(y1,y2) · |x−x0|6 L ·a·ρ(y1,y2).
Звiдси та з рiвностi (7) дiстаємо, що

ρ(ϕ(y1),ϕ(y2))6 L ·a·ρ(y1,y2) = α ·ρ(y1,y2) ∀y1 i y2 ∈ F.

Отже, наклавши умову α = L ·a< 1, дiстанемо, що вiдображен-
ня ϕ є стиском. Тому iснує єдина нерухома точка y∗ = y∗(x)∈ F цьо-
го вiдображення, тобто єдиний розв’язок рiвняння (6), який можна
знайти методом послiдовних наближень, вважаючи нульовим на-
ближенням y∗ = y∗(x) функцiю y0(x) ≡ y0, а (n+ 1)-им наближен-
ням функцiю

yn+1(x) = y0 +
xw

x0

f (t,yn(t))dt ∀n∈ N0. �

Сформулюємо одержаний результат у виглядi теореми.
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Теорема 4 (Пiкара про iснування та єдинiсть розв’язку iнте-
грального рiвняння). Нехай функцiя f (u,v) є неперервною на
замкненому прямокутнику

P = {(u,v) ∈ R2: x0−a6 u6 x0 +a, y0−b6 v6 y0 +b}.
i задовольняє умову Лiпшица за змiнною v, тобто

∃L> 0: | f (u,v1)− f (u,v2)|6 L |v1−v2| ∀(u,v1) i (u,v2) ∈ P.

Тодi якщо a·max
P
| f (u,v)|6 b i L ·a< 1,то iнтегральне рiвняння

(6) має єдиний розв’язок, який можна знайти методом послi-
довних наближень.

2.4.8. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Кожне вiдображення має нерухому точку.

2. Вiдображення f : R→ R, де f (x) = sinx, має єдину нерухому точку.

3. Якщо вiдображення f : F → F має нерухому точку, то воно є сти-
ском.

4. Якщо вiдображення f : R→R не має нерухомих точок, то воно не є
стиском.

5. Вiдображення f з твердження 2 є стиском.

6. Якщо вiдображення f є стискуючим, то D( f )⊃E( f ), тобто область
визначення мiстить у собi множину значень f .

7. У теоремi Банаха умову повноти простору (M,ρ) i замкненостi
множини F можна замiнити умовою обмеженої компактностi мно-
жини

8. Вiдображення f (x) = ln(1+ x) та g(x) = arctgx є: а) стискуючими;
б) слабко стискуючими.

9. Те, що в означення слабко стискуючого вiдображення нерiвнiсть
(3) строга, є суттєвим для правильностi теореми 2.

10. Теореми 1 – 3 є рiвносильними твердженнями.

II. Довести, що данi вiдображення f є стискуючими вiдображеннями
C[a;b] в C[a;b]:

1. f (x(t)) = y0 +
tr

a
K(u,x(u))du, де K(u,v) – неперервна функцiя на

P = {(u,v) ∈ R2: a 6 u 6 b i −∞ < v < +∞}, причому ∃L > 0:
L(b−a)< 1 i |K(u,v1)−K(u,v2)|6 L |v1−v2| ∀(u,v1) i (u,v2) ∈ P.
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2. f (x(t)) = ϕ(t) + λ
tr

a
K(t,v)x(v)dv, де λ ∈ R, K(u,v) – неперерв-

на функцiя на P = {(u,v): a 6 u 6 b, a 6 v 6 b}, ϕ(t) ∈ C[a;b] i
|λ| ·max

P
|K(u,v)| · (b−a)< 1.

III. Довести, що рiвняння
xr

0
ϕ(t)dt = ϕ(x) не має у просторi C[0;a], a> 0,

ненульових розв’язкiв.

2.4.9. Iсторична довiдка. Поняття оператора ввiв у 1855 роцi
Р. Кармайкл (1828 – 1861), а функцiонала – в 1887 роцi iталiйський
математик В. Вольтерра (1860 – 1940). Означення функцiї комплексної
змiнної сформулював у 1821 роцi О. Кошi.

Поняття лiнiї рiвня ввiв у 1798 роцi французький математик Г. Монж
(1746 – 1818).

Поняття границi функцiї “мовою ε – δ” ввiв у 1821 роцi О. Кошi. Тодi
вiн також ввiв строге означення неперервної функцiї, яке ранiше, у 1817
роцi сформулював Б. Больцано, якому по сутi належить теорема про про-
мiжнi значення неперервної функцiї.

Теорему про компактнiсть образу для числових функцiй, неперервних
на вiдрiзку, першим у 1860 роцi довiв нiмецький математик К. Вейєр-
штрасс (1815 – 1897).

Поняття рiвномiрної неперервностi введено у 1870 роцi нiмецьким
математиком Г. Гейне (1821 – 1881).

Метод послiдовних наближень для розв’язання диференцiальних рiв-
нянь запропонував у 1890 роцi французький математик Ш. Пiкар (1856
– 1941), а для довiльних стискуючих вiдображень цей метод застосував у
1922 роцi польський математик С. Банах.



3. ПОХIДНI ТА ДИФЕРЕНЦIАЛИ
ФУНКЦIЙ КIЛЬКОХ ЗМIННИХ

У даному роздiлi вивчається узагальнення понять похiдної та
диференцiала числової функцiї однiєї змiнної на випадок функцiй
кiлькох змiнних.

3.1. Диференцiйовнiсть i частиннi похiднi
функцiй кiлькох змiнних

У цьому пiдроздiлi поняття диференцiйовної функцiї та її похi-
дної узагальнено на випадок функцiй кiлькох змiнних.

3.1.1. Диференцiйовнiсть скалярної функцiї кiлькох змiнних.
Вiдомо, що функцiя однiєї змiнної f : E → R, E ⊂ R, називається
диференцiйовною у точцi x0, якщо iснують окiл O(x0) ⊂ E цiєї то-
чки, число A = A(x0) i числова функцiя α = α(x), x∈O(x0), такi, що
прирiст функцiї f у точцi x0: ∆ f (x0) = f (x)− f (x0) можна записати
у виглядi

∆ f (x0) = A(x0)(x−x0)+ α(x)(x−x0) ∀x∈O(x0)
i α(x)→ 0 = α(x0), коли x→ x0. При цьому число A(x0) називають
похiдною функцiї f у точцi x0:

A(x0) = f ′(x0) =
d f(x0)

dx
:= lim

x→x0

∆ f (x0)
x−x0

.

За аналогiєю, природно назвати функцiю f : E → R, E ⊂ R2,
тобто числову, або скалярну, функцiю двох змiнних x та
y диференцiйовною у точцi M0 = (x0,y0), якщо iснують: окiл
O(M0) ⊂ E цiєї точки, числа Ax = Ax(M0) та Ay = Ay(M0) i число-
вi функцiї αx = αx(M) та αy = αy(M), M ∈O(M0), такi, що прирiст
(або повний прирiст) функцiї f у точцi M0:

∆ f (M0) := f (M)− f (M0) = f (x,y)− f (x0,y0)
можна записати у виглядi

∆ f (M0) = Ax(M0)(x−x0)+Ay(M0)(y−y0)+

+αx(M)(x−x0)+ αy(M)(y−y0) ∀M ∈O(M0) (1)
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i αx(M)→ 0 та αy(M)→ 0, коли M→M0.
Введемо у розгляд матрицi:

вектор-рядок f ′(M0) :=(Ax(M0),Ay(M0)),

вектор-стовпчик ∆M :=
(

x−x0

y−y0

)
=
(

∆x
∆y

)
,

i вектор-рядок α(M) :=(αx(M),αy(M)).

 (2)

Згадуючи правило множення матриць, рiвнiсть (1) можна запи-
сати у виглядi

∆ f (M0) = f ′(M0)∆M + α(M)∆M ∀M ∈O(M0), (3)
де α(M)→ 0, коли ∆M→ 0. При цьому вважаємо, що α(M)→ 0 i
∆M→ 0 покоординатно, тобто як вектори простору R2.

Поняття диференцiйовностi природно узагальнюється на випа-
док функцiї f : E→ R, E ⊂ Rn, тобто числової функцiї n змiнних x1,
x2, . . . , xn. Таку функцiю f називають диференцiйовною у точцi
M0 = (x0

1,x
0
2, . . . ,x

0
n), якщо у деякому околi O(M0) точки M0 правиль-

на рiвнiсть (3), де f ′(M0) = (A1(M0),A2(M0), . . . ,An(M0)) i α(M) =
= (α1(M),α2(M), . . . ,αn(M))→ 0, коли

∆M =


∆x1

∆x2

. . .
∆xn

→ 0, тобто ∆xk→ 0 ∀k∈ 1,n.

3.1.2. Повна i частиннi похiднi скалярної функцiї. Якщо
функцiя двох змiнних f (x,y) диференцiйовна у точцi M0, то вектор-
рядок f ′(M0) =: d f(M0)

dM , визначений рiвностями (1) i (2), називають
похiдною або повною похiдною функцiї f у точцi M0. При цьо-
му координати вектора f ′(M0) називають частинними похiдними
функцiї f у точцi M0 по вiдповiдних змiнних i позначають:

Ax(M0)=: f ′x(M0)=: ∂ f (M0)
∂x – частинна похiдна по змiннiй x,

Ay(M0)=: f ′y(M0)=: ∂ f (M0)
∂y – частинна похiдна по змiннiй y.

Отже, f ′(M0) = ( f ′x(M0), f ′y(M0)) = d f(M0)
dM .

�Легко бачити, що коли у рiвностi (1) покласти x 6= x0, а y = y0,
то дiстанемо

f (x,y0)− f (x0,y0) = f ′x(M0)(x−x0)+ αx(M)(x−x0)⇔
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f (x,y0)− f (x0,y0)
x−x0

= f ′x(M0)+ αx(M)→ f ′x(M0),

коли x→ x0. Отже,

f ′x(x0,y0) = lim
x→x0

f (x,y0)− f (x0,y0)
x−x0

.

Так само дiстанемо, що

f ′y(M0) = lim
y→y0

f (x0,y)− f (x0,y0)
y−y0

.

Останнi границi можуть iснувати навiть тодi, коли функцiя f не є
диференцiйовною у точцi x0. Тому частиннi похiднi функцiї f у то-
чцi M0 по змiнних x, y визначають за допомогою останнiх границь,
незалежно вiд диференцiйовностi функцiї f у точцi M0.

Якщо f – функцiя n змiнних x1, x2, . . . , xn, то її частинна похi-
дна по змiннiй xk визначається за аналогiєю:

∂ f (M0)
∂xk

:= lim
xk→x0

k

f (x0
1, . . . ,x

0
k−1,xk,x0

k+1, . . . ,x
0
n)− f (x0

1,x
0
2, . . . ,x

0
n)

xk−x0
k

.

Зауважимо, що д л я в i д ш у к а н н я ч а с т и н н о ї п о х i д н о ї
ф у н к ц i ї к i л ь к о х з м i н н и х п о я к i й с ь з м i н н i й н а в с i
i н ш i з м i н н i с л i д д и в и т и с я я к н а с т а л i . Це випливає з
означення частинної похiдної.

Припустимо, що функцiя f диференцiйовна у точцi M0. Тодi з
рiвностi (1) або (3) випливає, що f (M)→ f (M0), коли M → M0,
тобто функцiя f неперервна у точцi M0. �

Таким чином, має мiсце
Теорема 1 (про необхiднi умови диференцiйовностi функцiї).

Якщо функцiя кiлькох змiнних диференцiйовна у точцi M0, то
вона неперервна у цiй точцi i має у нiй скiнченнi частиннi по-
хiднi по кожнiй змiннiй.

Приклад 1. Нехай

f (x,y) =
{

1, коли y = x2, (x,y) 6= (0,0),
0 для iнших точок (x,y).

Тодi у точцi M0 = (0,0) функцiя f не є неперервною, бо

lim
(x,y)→(0,0)

y=x2

f (x,y) = 1 6= lim
(x,y)→(0,0)

y6=x2

f (x,y) = 0.
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За теоремою 1 ця функцiя не є диференцiйовною у точцi M0, а тому не
має повної похiдної у точцi M0. Разом з тим

f ′x(0,0) = lim
x→0

f (x,0)− f (0,0)
x−0

= lim
x→0

0−0
x

= 0 =
∂ f (0,0)

∂x
,

f ′y(0,0) = lim
y→0

f (0,y)− f (0,0)
y−0

= lim
y→0

0−0
y

= 0 =
∂ f (0,0)

∂y
.

Таким чином, на вiдмiну вiд функцiї однiєї змiнної, функцiя n
змiнних (n> 2) може мати у точцi M0 скiнченнi частиннi похiднi по
кожнiй змiннiй i не бути у цiй точцi не тiльки диференцiйовною, а й
навiть неперервною.

З iншого боку, для багатьох функцiй досить легко знайти їх ча-
стиннi похiднi. I тому бажано за їх виглядом дати вiдповiдь на пи-
тання про диференцiйовнiсть даної функцiї.

3.1.3. Достатнi умови диференцiйовностi. Для простоти за-
писiв розглянемо функцiю двох змiнних f (x,y).
� Припустимо, що функцiя f має у деякому околi O(M0) точки

M0 частиннi похiднi по змiнних x та y, котрi є функцiями, неперерв-
ними у точцi M0, тобто f ′x(M)→ f ′x(M0) та f ′y(M)→ f ′y(M0), коли
M→M0. Тодi

∆ f (M0) = f (x,y)− f (x0,y0) =

= ( f (x,y)− f (x0,y))+( f (x0,y)− f (x0,y0)). (4)
Застосуємо до кожного доданка правої частини рiвностi (4) фор-

мулу Лагранжа скiнченних приростiв:

f (x,y)− f (x0,y) = f ′x
(
x0 + θx(x−x0),y

)
(x−x0),

f (x0,y)− f (x0,y0) = f ′y
(
x0,y0 + θy(y−y0))(y−y0),

}
(5)

де 0< θx,θy < 1. Введемо позначення

αx(M) = f ′x(x0 + θx(x−x0),y)− f ′x(M0),
αy(M) = f ′y(x0,y0 + θy(y−y0))− f ′y(M0).

}
(6)

Тодi за умовою неперервностi частинних похiдних маємо:

αx(M)→ 0 i αy(M)→ 0, коли M→M0.

Крiм того, з рiвностей (4) – (6) дiстаємо:

∆ f (M0) = f ′x(M0)(x−x0)+ f ′y(M0)(y−y0)+

+αx(M)(x−x0)+ αy(M)(y−y0),
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а тому функцiя f диференцiйовна у точцi M0.
Мiркування для загального випадку функцiї кiлькох змiнних

аналогiчнi.�
Отже, доведена
Теорема 2 (про достатнi умови диференцiйовностi функцiї). Не-

хай функцiя f кiлькох змiнних x1,x2, . . . ,xn має частиннi похiднi
f ′x1

(M), f ′x2
(M), . . . , f ′xn

(M), що є неперервними у точцi M0. Тодi f
диференцiйовна у точцi M0, а її повна похiдна

f ′(M0) =
(

f ′x1
(M0), f ′x2

(M0), . . . , f ′xn
(M0)

)
.

Приклад 2. Нехай f (x,y,z) = x2y + ex−y2 − sin(y + z2). Знайдемо ча-
стиннi похiднi f ′x(x,y,z) = 2xy+ex−y2

, f ′y(x,y,z) = x2−2yex−y2−cos(y+z2),
f ′z(x,y,z) =−2zcos(y+z2). Зрозумiло, що кожна з цих частинних похiдних
неперервна у довiльнiй точцi (x,y,z) ∈R3, а тому дана функцiя є диферен-
цiйовною у кожнiй точцi (x,y,z) ∈ R3, а повна похiдна

f ′(x,y,z) =
(
2xy+ex−y2

,x2−2yex−y2−cos(y+z2),−2zcos(y+z2)
)
.

3.1.4. Похiдна скалярної функцiї за напрямком. Поглянемо
тепер на частиннi похiднi функцiї f двох змiнних дещо з iншого боку.
Якщо x 6= x0, а y = y0, то t = (x−x0) 6= 0 i

∆M =
(

x−x0

y−y0

)
=
(

x−x0

0

)
=
(

1
0

)
(x−x0) =~i t ⇔

M = M0 +~i t .
Тому рiвнiсть (1) набуває вигляду

f (M0 +~i t )− f (M0) = f ′x(M0)t + αx
(
M0 +~i t

)
t⇔

lim
t→0

f (M0 +~i t )− f (M0)
t

= f ′x(M0).

Отже, f ′x(M0) характеризує швидкiсть змiни функцiї f вздовж
вектора ~i, або за напрямком осi OX. Аналогiчно f ′y(M0) хара-

ктеризує швидкiсть змiни функцiї f вздовж вектора ~j =
(

0
1

)
,

або за напрямком осi OY. У цьому полягає ф i з и ч н и й з м i с т
ч а с т и н н и х п о х i д н и х .

Розглянемо тепер довiльний одиничний вектор (або напрямок)

~e =
(

ex

ey

)
: e2

x + e2
y = 1. Тодi похiдною функцiї f у точцi M0 за
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напрямком ~e природно назвати границю

lim
t→0

f (M0 + t~e)− f (M0)
t

=: f ′e(M0)=:
∂ f (M0)

∂e
.

Ця похiдна характеризує швидкiсть змiни функцiї f за напрям-
ком ~e. Дане означення зберiгається i для функцiї n змiнних.

Приклад 3. Нехай f (x,y) – функцiя з прикладу 1. Тодi для будь-якого
напрямку~e= ex~i + ey~j у точцi M0 = (0,0) прирiст f (M0 + t~e)− f (M0) = 0,

якщо t досить мале. Тому ∂ f (M0)
∂e = 0 для будь-якого напрямку~e.

Разом з тим функцiя f не є диференцiйовною у точцi M0 = (0,0),
оскiльки вона розривна у цiй точцi.

Вирiшимо питання про iснування та обчислення похiдної за на-
прямком.
� Припустимо, що функцiя f диференцiйовна у точцi M0, а

~e = ex~i + ey~j – довiльний фiксований напрямок. Тодi, поклавши у
рiвностi (3) ∆M = t~e, де t 6= 0, дiстанемо

f (M0 + t~e)− f (M0) = f ′(M0)t~e+ α(M0 + t~e)t~e⇔

∃ lim
t→0

f (M0 + t~e)− f (M0)
t

= f ′(M0) ·~e=
∂ f (M0)

∂e
,

де f ′(M0) = ( f ′x(M0), f ′y(M0)), f ′(M0) ·~e= f ′x(M0)ex + f ′y(M0)ey.
На останню суму можна дивитись як на скалярний добуток ве-

кторiв f ′(M0) i~eу гiльбертовому просторi R2. Тому

f ′e(M0) = f ′(M0) ·~e= ‖ f ′(M0)‖ · ‖~e‖cosα ,
де α – кут мiж векторами f ′(M0) i~e. Зрозумiло, що цей скалярний
добуток (тобто f ′e(M0)) є найбiльшим тодi й тiльки тодi, коли α = 0,
тобто вектори f ′(M0) i ~e спiвнапрямленi: ~e� f ′(M0). При цьому,
враховуючи, що ‖~e‖= 1, маємо

max
e

f ′e(M0) = ‖ f ′(M0)‖=
√

f ′x
2(M0)+ f ′y

2(M0) .

У зв’язку з цим вектор f ′(M0) має спецiальне позначення:

f ′(M0) = gradf (M0)
i назву: градiєнт функцiї f у точцi M0. Г р а д i є н т з а д а є
н а п р я м о к ~e1, в з д о в ж я к о г о ф у н к ц i я f з м i н ю є т ь с я
н а й ш в и д ш е .

Аналогiчнi мiркування мають мiсце для функцiї n змiнних.�
Таким чином, правильна
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Теорема 3 (про похiдну за напрямком). Якщо функцiя f дифе-
ренцiйовна у точцi M0,то вона має у цiй точцi похiдну f ′e(M0)
за будь-яким напрямком~e= (e1,e2, . . . ,en). При цьому

f ′e(M0) = f ′(M0) ·~e= f ′x1
(M0)e1 + f ′x2

(M0)e2 + . . .+ f ′xn
(M0)en

i якщо~e∗ � gradf (M0), то

f ′e∗(M0) = max
e

f ′e(M0) =
√

f ′x1
2(M0)+ f ′x2

2(M0)+ . . .+ f ′xn

2(M0) .

Приклад 4. Функцiя f (x,y) = x2 − y2 диференцiйовна скрiзь в R2,
оскiльки її частиннi похiднi f ′x = 2x, f ′y =−2yнеперервнi вR2. Тому похiдна

за напрямком ∂ f (M0)
∂e iснує для будь-яких точки M0 = (x0,y0) i напрямку~e.

Зокрема, якщо M0 = (1,1), а~e= 1√
2
·~i− 1√

2
·~j, то

∂ f (1,1)
∂e

= f ′x(1,1)ex + f ′y(1,1)ey = 2· 1√
2
−2· −1√

2
= 2
√

2.

Якщо вектор~a = (a1,a2, . . . ,an) 6= 0 i не обов’язково одиничний,
то скалярний добуток

f ′(M0)~a = f ′x1
(M0)a1 + f ′x2

(M0)a2 + . . .+ f ′xn
(M0)an =:

∂ f (M0)
∂a

називають ще похiдною функцiї f у точцi M0 за вектором~a.
Якщо f – функцiя двох змiнних x i y, то легко дати геометри-

чну iлюстрацiю похiдної за напрямком, а тому i частинних похiдних.
Дiйсно, якщо~e= ex ·~i +ey ·~j, а M0 = x0~i +y0~j, то

f ′e(M0) = lim
t→0

f
(
(x0 + t ex)~i +(y0 + t ey)~j

)
− f (x0~i +y0~j )

t
=

= lim
t→0

ϕ(t)−ϕ(0)
t

= ϕ′(0),

де ϕ(t) = f ((x0 + t ex)~i +(y0 +
+t ey~j), t ∈O(0), є рiвнянням
кривої Γ, яку можна одержа-
ти шляхом перетину поверх-
нi z = f (x,y) площиною, що
проходить через точку M0 па-
ралельно вектору~e i осi OZ (див. рис. 18).

Згадуючи геометричний змiст похiдної функцiї однiєї змiнної дi-
стаємо, що f ′e(M0) є кутовим коефiцiєнтом дотичної до кривої Γ у
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точцi (x0, y0, f (x0, y0)), тобто f ′e(M0) = tgβe, де βe – кут, що утво-
рює ця дотична з напрямком~e.

Зокрема, f ′x(x0,y0) = tgβx ( f ′y(x0,y0) = tgβy), де βx (βy) – кут мiж
вiссю OX (OY) i дотичною у точцi (x0,y0, f (x0,y0)) до кривої Γ, що
утворюється шляхом перетину поверхнi z= f (x,y) площиною y= y0

(x = x0). У цьому полягає г е о м е т р и ч н и й з м i с т п о х i д н о ї з а
н а п р я м к о м i, зокрема, ч а с т и н н и х п о х i д н и х ф у н к ц i ї f
у т о ч ц i M0 = (x0,y0).

3.1.5. Диференцiйовнiсть вектор-функцiї. Розглянемо тепер
функцiю f : E → R

m, E ⊂ Rn, або вектор-функцiю, компонен-
тами якої є скалярнi функцiї fk: E → R, k ∈ 1,m. Якщо M =
= (x1,x2, . . . ,xn) ∈ E, то f (M) =

(
f1(M), f2(M), . . . , fm(M)

)
∈ Rm.

З такими функцiями тiсно пов’язаний нормований простiр дiй-
сних матриць A = (ai, j) розмiрностi m×n з нормою

‖A‖=

√
m

∑
i=1

n

∑
j=1

a2
i, j ,

який позначають MRn
m. Його можна ототожнювати з простором

R
mn, оскiльки цi простори iзоморфнi. При цьому координатами

вектора-матрицi A є її елементи. Нулем у просторi MRn
m є матри-

ця Θ з нульовими елементами. Для спрощення позначень, як i в
попереднiх пунктах, часто позначатимемо нульовi елементи рiзних
просторiв одним i тим же символом 0. Вiдмiтимо також, що про-
стiрMRn

m повний, навiть обмежено компактний, а збiжнiсть у цьо-
му просторi рiвносильна покоординатнiй збiжностi.

Припустимо, що вектор-функцiя f : E→ R
m, E ⊂ Rn, визначена

в деякому околi точки M0 ∈ E. Узагальнюючи усi попереднi озна-
чення диференцiйовних функцiй, назвемо вектор-функцiю f ди-
ференцiйовною у точцi M0, якщо її прирiст у цiй точцi,

f (M0 + ∆M)− f (M0) = ∆ f (M0) = (∆ f1(M0),∆ f2(M0), . . . ,∆ fm(M0)),
можна записати у виглядi

∆ f (M0) = A(M0)∆M + α(M0,∆M)∆M ∀∆M ∈O(0), (7)
де A та α – матрицi розмiрностi m× n такi, що A не залежить вiд
∆M, а α→ 0, коли ∆M→ 0. При цьому матриця A називається по-
хiдною функцiї f у точцi M0 i позначається f ′(M0) або d f(M0)

dM .
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Зауваження. Там, де цього вимагає правило множення ма-
триць, вектори слiд записувати у стовпчик. Так у рiвностi (7) ве-
ктори ∆M та ∆ f (M0) вважаються векторами-стовпцями.

Отже, як i для числових функцiй однiєї змiнної, можна сказа-
ти, що в е к т о р - ф у н к ц i я f д и ф е р е н ц i й о в н а у т о ч ц i M0 ,
я к щ о в о н а м а є в ц i й т о ч ц i п о х i д н у .

Встановимо зв’язок мiж диференцiйовнiстю вектор-функцiї
f = ( f1, . . . , fm) та її компонент.
�Нехай у точцi M0 диференцiйовна сама функцiя f . Позначимо

вектори-рядки матриць A та α з рiвностi (7) через Ai та αi, i ∈ 1,m,
вiдповiдно. Тодi рiвнiсть (7) стане еквiвалентною системi рiвностей

∆ fi(M0) = Ai(M0)∆M + αi(M0,∆M)∆M ∀∆M ∈O(0), i ∈ 1,m. (8)
При цьому кожен вектор-рядок Ai не залежить вiд ∆M, а кожен
вектор-рядок αi → 0, коли ∆M→ 0.

Звiдси випливає, що компоненти f1, f2, . . . , fm функцiї f є ди-
ференцiйовними у точцi M0 i рядками похiдної f ′(M0) є похiднi
( fi)′(M0).

Так само, враховуючи, що збiжнiсть у будь-якому просторi Rp

рiвносильна покоординатнiй збiжностi, дiстанемо, що з рiвностi (8)
випливає рiвнiсть (7). Це означає, що з диференцiйовностi усiх
компонент вектор-функцiї випливає диференцiйовнiсть її самої.�

Отже, має мiсце
Теорема 4 (про диференцiйовнiсть вектор-функцiї та її компо-

нент). Для того щоб вектор-функцiя f = ( f1, . . . , fm) була ди-
ференцiйовною у точцi M0, необхiдно i достатньо, щоб усi її
компоненти, або координатнi функцiї, fi були диференцiйов-
ними у точцi M0. При цьому

f ′i (M0) =
(

∂ fi(M0)
∂x1

,
∂ fi(M0)

∂x2
, . . . ,

∂ fi(M0)
∂xn

)
∀i ∈ 1,m,

а

f ′(M0) =


∂ f1(M0)

∂x1

∂ f1(M0)
∂x2

. . . ∂ f1(M0)
∂xn

∂ f2(M0)
∂x1

∂ f2(M0)
∂x2

. . . ∂ f2(M0)
∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂ fm(M0)

∂x1

∂ fm(M0)
∂x2

. . . ∂ fm(M0)
∂xn

 . (9)

Матрицю з правої частини рiвностi (9) називають також ма-
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трицею Якобi функцiї f у точцi M0. Якщо m = n, то визнач-
ник, що вiдповiдає матрицi Якобi, називають визначником Яко-
бi або якобiаном функцiї f у точцi M0 i позначають Jf (M0) або
D f (M0)

DM =: D( f1, f2,... , fn)
D(x1,x2,... ,xn) або ∂( f1, f2,... , fn)

∂(x1,x2,...,xn) . Наприклад, якщо m= n = 3, то

Jf (M0) =
D( f1, f2, f3)

D(x,y,z)
=

∂( f1, f2, f3)
∂(x,y,z)

:=

:=

∣∣∣∣∣∣∣
∂ f1(M0)

∂x
∂ f1(M0)

∂y
∂ f1(M0)

∂z
∂ f2(M0)

∂x
∂ f2(M0)

∂y
∂ f2(M0)

∂z
∂ f3(M0)

∂x
∂ f3(M0)

∂y
∂ f3(M0)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣∣∣
∂ f1
∂x

∂ f1
∂y

∂ f1
∂z

∂ f2
∂x

∂ f2
∂y

∂ f2
∂z

∂ f3
∂x

∂ f3
∂y

∂ f3
∂z

∣∣∣∣∣∣∣ .
Теорема 4 дозволяє дiставати властивостi диференцiйовних

вектор-функцiй з вiдповiдних властивостей скалярних функцiй.
Зокрема, диференцiйовна вектор-функцiя неперервна.

Приклад 5. Нехай f (M) = f (x,y) =
(
sin(x+y2),cos(x−y2)

)
. Тодi

f1(x,y) = sin(x+y2), f2 = cos(x−y2),

∂ f1(x,y)
∂x

= cos(x+y2),
∂ f1(x,y)

∂y
= 2ycos(x+y2),

∂ f2(x,y)
∂x

=−sin(x−y2),
∂ f2(x,y)

∂y
= 2ysin(x−y2).

Усi знайденi частиннi похiднi неперервнi в R2. Тому f1 i f2, а отже i f ,
диференцiйовнi в R2, причому

f ′(x,y) =
(

cos(x+y2) 2ycos(x+y2)
−sin(x−y2) 2ysin(x−y2)

)
.

3.1.6. Похiдна вектор-функцiї за напрямком. Похiдна век-
тор-функцiї f = ( f1, f2, . . . , fm) у точцi M0 = (x0

1,x
0
2, . . . ,x

0
n) за на-

прямком ~e = (e1,e2, . . . ,en): ‖~e‖ = 1, означається так само, як це
зроблено для скалярної функцiї в п. 3.1.4:

f ′e(M0)=:
∂ f (M0)

∂e
=: lim

t→0

f (M0 + t~e)− f (M0)
t

.

Вiдмiннiсть полягає лише у тому, що f (M) i f ′e(M0) є векторами
простору Rm.

Оскiльки збiжнiсть у просторi Rm рiвносильна покоординатнiй
збiжностi, то похiдна ∂ f (M0)

∂e iснує тодi i тiльки тодi, коли iснують
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похiднi ∂ fi(M0)
∂e ∀i ∈ 1,m. При цьому

∂ f (M0)
∂e

=
(

∂ f1(M0)
∂e

,
∂ f2(M0)

∂e
, . . . ,

∂ fm(M0)
∂e

)
.

Приклад 6. Знайдемо похiдну функцiї f = (xy2,x3− lny) за напрямком

~e =
(
− 2√

5
; 1√

5

)
у точцi (0,1). Позначимо ϕ = xy2, ψ = x3− lny. Частиннi

похiднi ϕ′x = y2, ϕ′y = 2xy, ψ′x = 3x2, ψ′y = −1
y неперервнi в околi точки

(0,1). Тому функцiї ϕ та ψ диференцiйовнi у вказанiй точцi i мають у цiй
точцi похiднi за будь-яким напрямком~e= (ex,ey) (теореми 2, 3). Знайдемо

ϕ′e(0,1) = ϕ′x(0,1)ex + ϕ′y(0,1)ey = 1 ·
(
− 2√

5

)
+ 0 · 1√

5
= − 2√

5
. Аналогiчно

ψ′e(0,1) = 0·
(
− 2√

5

)
+(−1) · 1√

5
=− 1√

5
. Отже, f ′e(0,1) =

(
− 2√

5
,− 1√

5

)
.

3.1.7. Частиннi похiднi вектор-функцiї по вектор-змiннiй.
Маючи точку z = (z1,z2, . . .zn), ми можемо утворити з неї декiль-
ка векторiв меншої розмiрностi, викидаючи деякi координати (по-
рахуйте кiлькiсть усiх можливих таких векторiв). Зокрема, цю то-
чку z можна розглядати як пару z = (x,y), де x = (x1, . . . ,xk),
y = (y1, . . . ,yl ), а (x1, . . . ,xk,y1, . . .yl ) = (z1,z2, . . . ,zn).

Нехай тепер задано функцiю w = f (z) = f (x,y), w∈ Rm, в око-
лi точки z0 = (x0,y0). Покладемо x = x0 i розглянемо функцiю
ϕ(y) = f (x0,y). Ця функцiя визначена у деякому l-вимiрному околi
точки y0 = (y0

1, . . . ,y
0
l ). Якщо iснує (повна) похiдна ϕ′(y0), то її на-

зивають частинною похiдною по змiннiй y функцiї f у точцi z0

i позначають f ′y(z
0) або ∂ f (z0)

∂y . Отже, f ′y(z
0) := ϕ′(y0).

Аналогiчно означається частинна похiдна по x функцiї f у
точцi z0 за допомогою рiвностi

f ′x(z
0) :=

∂ f (z0)
∂x

:= ψ′(x0),

де ψ(x) = f (x,y0).
Вiдмiтимо, що за означенням частинної похiдної по скалярнiй

змiннiй правильнi спiввiдношення

∂ fi(z0)
∂y j

=
∂ϕi(y0)

∂y j
∀i ∈ 1,m, j ∈ 1, l .

Беручи до уваги це та рiвнiсть (9), знайдемо вигляд частинної
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похiдної f ′y(z
0):

∂ f (z0)
∂y

=
dϕ(y0)

dy
=


∂ϕ1(y0)

∂y1

∂ϕ1(y0)
∂y2

. . . ∂ϕ1(y0)
∂yl

∂ϕ2(y0)
∂y1

∂ϕ2(y0)
∂y2

. . . ∂ϕ2(y0)
∂yl

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂ϕm(y0)

∂y1

∂ϕm(y0)
∂y2

. . . ∂ϕm(y0)
∂yl

=

=


∂ f1(z0)

∂y1

∂ f1(z0)
∂y2

. . . ∂ f1(z0)
∂yl

∂ f2(z0)
∂y1

∂ f2(z0)
∂y2

. . . ∂ f2(z0)
∂yl

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂ fm(z0)

∂y1

∂ fm(z0)
∂y2

. . . ∂ fm(z0)
∂yl

 . (10)

Пропонуємо читачевi самостiйно знайти вигляд частинної похi-
дної f ′x(z

0).
Виникає питання про зв’язок мiж повною та частинними похi-

дними функцiї f . Виявляється, що вiн такий самий, як i для функцiй
двох скалярних змiнних.
�Щоб виявити цей зв’язок, припустимо, що функцiя f (z) має

похiдну f ′(z0) =C, яка є матрицею розмiрностi m×n. Тодi в деякому
околi нуля справедливе представлення

∆ f (z0) = C∆z+ γ(∆z)∆z, (11)
де γ→ 0, коли ∆z→ 0.

Нехай C = (ci, j), γ = (γi, j), i ∈ 1,m, j ∈ 1,n. Розiб’ємо матрицю C
на двi матрицi A = (ai, j) та B = (bi, j), вiднiсши до матрицi A першi k
стовпчикiв матрицi C, а до матрицi B – решту l = n−k стовпчикiв
матрицi C. Таким чином,

c1,1 . . . c1,n

c2,1 . . . c2,n

. . . . . . . . . . . . . .
cm,1 . . . cm,n

=


a1,1 . . . a1,k b1,1 . . . b1,l

a2,1 . . . a2,k b2,1 . . . b2,l

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am,1 . . . am,k bm,1 . . . bm,l

 ,
або коротше, C = (A,B).

Аналогiчно вчинимо з матрицею γ, розбивши її на матрицi
α = (αi, j) i β = (βi, j).

Якщо позначити через ∆x i ∆y прирости точок x0 та y0, вiдповi-
дно, то ∆z = (∆x,∆y) буде приростом точки z0. Пiдставляючи таке
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∆zз фiксованим ∆y = 0 у рiвнiсть (11), дiстанемо:

∆ f (z0) = f (z0 + ∆z)− f (z0) = f (x0 + ∆x,y0)− f (x0,y0) =

= ψ(x0 + ∆x)−ψ(x0) = ∆ψ(x0),

C∆z= A∆x, γ∆z= α∆x,

а отже, в деякому околi нуля

∆ψ(x0) = A∆x+ α∆x,

причому α→ 0, коли ∆x→ 0.
Це означає, що функцiя ψ(x) = f (x,y0) диференцiйовна у точцi

z0 i ψ′(x0) = f ′x(z
0) = A.

Якщо ж покласти у рiвностi (11) ∆z= (0,∆y), то дiстанемо:

∆ f (z0) = ∆ϕ(y0), C∆z= B∆y, γ∆z= β∆y,

а отже, в деякому околi нуля

∆ϕ(y0) = A∆y+ β∆y,

причому β→ 0, коли ∆y→ 0. Звiдси випливає диференцiйовнiсть
функцiї ϕ(y) = f (x0,y) i рiвнiсть ϕ′(y0) = f ′y(z

0) = B.�
Таким чином, доведена
Теорема 5 (про зв’язок мiж повною та частинними похiдними

вектор-функцiї по вектор-змiнних). Якщо вектор-функцiя f (z) =
= f (x,y), де z= (z1, . . . ,zn) = (x1, . . .xk,y1, . . . ,yl ) = (x,y), диферен-
цiйовна у точцi z0 = (z0

1, . . . ,z
0
n), то вона має в цiй точцi i ча-

стиннi похiднi по вектор-змiнних x та y. При цьому

d f(z0)
dz

=
(

∂ f (z0)
∂x

,
∂ f (z0)

∂y

)
.

Продовжуючи вiдповiдати на поставлене вище питання, заува-
жимо, що твердження, обернене до теореми 5, не має мiсця (див.
пункт 3.1.2). Разом з тим в пунктi 3.1.3 доведено теорему 2 про те,
що неперервнiсть у точцi M0 частинних похiдних скалярної функцiї
f по всiх її скалярних змiнних є достатньою умовою для диференцi-
йовностi даної функцiї у заданiй точцi.

Переконаємося, що це твердження зберiгає силу для вектор-
функцiї f (z) = f (x,y) з векторними змiнними x та y.
� Припустимо, що в деякому околi точки z0 = (x0,y0) функцiя

f (z) = f (x,y) має частиннi похiднi A(z) = f ′x(z) i B(z) = f ′y(z), котрi є
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неперервними у точцi z0. Нагадаємо, що функцiї A(z) та B(z) набу-
вають значень з просторiвMRk

m таMRl
m, вiдповiдно (див. п. 3.1.5).

Оскiльки в просторi матриць будь-якої розмiрностi збiжнiсть
рiвносильна покоординатнiй збiжностi, то в такому просторi i не-
перервнiсть рiвносильна покоординатнiй неперервностi. Тому, по-
глянувши на рiвнiсть (10), зрозумiємо, що з неперервностi частин-
них похiдних f ′x та f ′y випливає неперервнiсть похiдної кожної ком-
поненти функцiї f = ( f1, . . . , fm) по кожнiй елементарнiй змiннiй
x1, . . . , xk, y1, . . . , yl .

Вiдтак, за теоремою 2 маємо диференцiйовнiсть кожної скаляр-
ної функцiї fi(z) у точцi z0. Далi за теоремою 4 приходимо до дифе-
ренцiйовностi вектор-функцiї f .�

Отже, правильна
Теорема 6 (про зв’язок мiж повною та частинними похiдними

вектор-функцiї по вектор-змiнних). Якщо вектор-функцiя f (z) =
= f (x,y), де z= (z1, . . . ,zn) = (x1, . . .xk,y1, . . . ,yl ) = (x,y), має в де-
якому околi точки z0 = (z0

1, . . . ,z
0
n) частиннi похiднi f ′x(z) та

f ′y(z), котрi є неперервними функцiями у точцi z0 = (z0
1, . . . ,z

0
n),

то вона в цiй точцi диференцiйовна.
Проведенi мiркування показують, що питання про диференцi-

йовнiсть вектор-функцiї кiлькох змiнних у багатьох випадках зводи-
ться до вiдшукання частинних похiдних скалярних функцiй кiлькох
змiнних. При цьому кiлькiсть змiнних суттєво не впливає на методи
дослiджень та висновки. Тому надалi, як правило, вважатимемо, що
f є скалярною функцiєю двох або трьох змiнних, тобто w = f (M),
M = (x,y) ∈ E, w∈ R, E ⊂ R2 або M = (x,y,z) ∈ E ⊂ R3.

Приклад 7. Для функцiї f = (xy2z3,x2y− lnz), визначеної на множинi
E = {(x,y,z): z> 0}, маємо: f1 = xy2z3, f2 = x2y− lnz. Оскiльки частиннi
похiднi ( fi)′x, ( fi)′y, ( fi)′z, i ∈ 1,2, неперервнi на E, то функцiя f диферен-
цiйовна на множинi E. За теоремою 5 на множинi E iснують f ′(x,y) i f ′(y,z),
причому за рiвнiстю (10)

f ′(x,y) =
(

( f1)′x ( f1)′y
( f2)′x ( f2)′y

)
=
(

y2z3 2xyz3

2xy x2

)
,

f ′(y,z) =
(

( f1)′y ( f1)′z
( f2)′y ( f2)′z

)
=
(

2xyz3 3xy2z2

x2 −1/z

)
.
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3.1.8. Деякi поняття з теорiї поля. Розглянемо насамперед
так званий диференцiальний оператор набла

~∇ =
∂
∂x
~i +

∂
∂y
~j +

∂
∂z
~k.

Визначимо спочатку цей оператор на множинi скалярних фун-
кцiй f , диференцiйовних у точцi M = (x,y,z), за допомогою рiвностi

~∇( f ) = ~∇ f (M) :=
∂ f (M)

∂x
~i +

∂ f (M)
∂y

~j +
∂ f (M)

∂z
~k.

Формально це множення вектора ~∇ на скаляр f (M). Отже,

~∇ f (M) = grad f (M) = f ′(M) =
d f(M)

dM
– повна похiдна,

∂ f (M)
∂e

= f ′(M) ·~e= ~∇ f (M) ·~e– похiдна за напрямком.

Визначимо тепер оператор набла на множинi вектор-функцiй
~f (M) =

(
f1(M), f2(M), f3(M)

)
,

диференцiйовних у точцi M = (x,y,z), за допомогою рiвностi

~∇( f ) :=~∇ ·~f (M) =
∂ f1(M)

∂x
+

∂ f2(M)
∂y

+
∂ f3(M)

∂z
.

Формально це скалярний добуток векторiв ~∇ i ~f (M). Цей ска-
лярний добуток називають дивергенцiєю (розбiжнiстю) вектор-
функцiї f у точцi M i позначають div~f (M). Отже,

div ~f (M) = ~∇ · f (M) =
∂ f1(M)

∂x
+

∂ f2(M)
∂y

+
∂ f3(M)

∂z
.

Для двох векторiв ~∇ i ~f (M) крiм їх скалярного добутку можна
також знайти їх векторний добуток [~∇ ·~f (M) ], який називають ро-
тором вектор-функцiї ~f у точцi M i позначають rot~f (M). Отже,

rot~f (M) :=[~∇ ·~f (M) ] =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

f1(M) f2(M) f3(M)

∣∣∣∣∣∣∣ :=
=~i
(

∂ f3(M)
∂y

− ∂ f2(M)
∂z

)
+~j

(
∂ f1(M)

∂z
− ∂ f3(M)

∂x

)
+

+~k
(

∂ f2(M)
∂x

− ∂ f1(M)
∂y

)
.
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Безпосередньою перевiркою можна впевнитися, що мають мi-
сце наступнi формули:

grad(~f ·~ϕ) = [~f · rot~ϕ ]+ [~ϕ · rot~f ]+
∂~f
∂ϕ

+
∂~ϕ
∂ f

,

якщо ~f = ~f (M) 6= 0 i~ϕ =~ϕ(M) 6= 0;

div(ϕ ·~f ) = ϕ div ~f +~f gradϕ ,
якщо ϕ = ϕ(M) – скалярна функцiя, а ~f = ~f (M) – вектор-функцiя,

div [~f ·~ϕ ] =~ϕ rot~f −~f rot~ϕ .
Пропонуємо читачевi довести всi цi рiвностi.
Приклад 8. Перевiримо правильнiсть останньої рiвностi для функцiй

~f = (x,y,z) та~ϕ = (z,y,x). Знайдемо

~g = [~f ,~ϕ ] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
x y z
z y x

∣∣∣∣∣∣= (xy−yz,z2−x2,xy−yz).

Тодi div~g = g′x +g′y +g′z = y+0−y = 0. Далi, rot~f = (0−0,0−0,0−0) =~0,

rot~ϕ = (0−0,1−1,0−0) =~0.
Отже, для вказаних функцiй потрiбна рiвнiсть виконується.

3.1.9. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Якщо функцiя f диференцiйовна у точцi M0, то вона визначена у
деякому околi цiєї точки.

2. Функцiя f диференцiйовна у точцi M0, якщо вона неперервна у цiй
точцi.

3. Якщо f (x,y) − f (x0,y0) = A(x0,y0)(x− x0) + B(x0,y0)(y− y0) +
+α(x,y)(x−x0) + β(x,y)(y−y0) ∀(x,y) ∈O(x0,y0), то функцiя f ди-
ференцiйовна у точцi M0 = (x0,y0).

4. Якщо функцiя f диференцiйовна у точцi M0 = (x0,y0), то iснують
числа A(x0,y0) i B(x0,y0) такi, що

∆ f (x0,y0)−A(x0,y0)(x−x0)−B(x0,y0)(y−y0)√
(x−x0)2 +(y−y0)2

→ 0,

коли (x,y)→ (x0,y0).

5. Твердження, обернене до 4, є правильним.

6. Якщо функцiя f диференцiйовна у точцi M0 = (x0,y0), то вона має
у цiй точцi неперервнi частиннi похiднi f ′x(x0,y0) i f ′y(x0,y0).

7. Твердження, обернене до 6, є правильним.
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8. Якщо f (x,y) = (x2 + y2)sin 1
x2+y2 , коли (x,y) 6= (0,0), i f (0,0) = 0,

то функцiя f має частиннi похiднi, розривнi у точцi (0,0), але дифе-
ренцiйовна у цiй точцi.

9. Якщо функцiя f має у точцi M0 похiдну за будь-яким напрямком~e,
то f є неперервною функцiєю у точцi M0.

10. Якщо функцiя f має у точцi M0 = (x0,y0) частиннi похiднi f ′x(M0) i
f ′y(M0), то вона має у цiй точцi похiдну за будь-яким напрямком~e.

11. Якщо f (x,y) =
√
|x ·y|, то функцiя f має у точцi (0,0) похiдну за

будь-яким напрямком~e.

12. Градiєнт функцiї f у точцi M0 є повною похiдною цiєї функцiї у цiй
точцi.

II. Довести данi твердження.
1. Якщо функцiя f диференцiйовна у точцi M0, то вона має у цiй точцi

єдину повну похiдну.

2. Якщо f i ϕ – числовi функцiї двох змiнних, що визначенi в околi
точки M0 = (x0,y0), то

∆( f ±ϕ)(M0) = ∆ f (M0)±∆ϕ(M0),

∆( f ·ϕ)(M0) = f (M0) ·∆ϕ(M0)+ ϕ(M0) ·∆ f (M0)+ ∆ f (M0)∆ϕ(M0),

∆
(

f
ϕ

)
(M0) =

ϕ(M0)∆ f (M0)− f (M0)∆ϕ(M0)
ϕ(M0)ϕ(M0 + ∆M)

.

3. Якщо f i ϕ – числовi функцiї, диференцiйовнi у точцi M0 = (x0,y0),
то функцiї f ±ϕ, f ·ϕ i f/ϕ диференцiйовнi у точцi M0, причому

( f ±ϕ)′(M0) = f ′(M0)±ϕ′(M0),

( f ·ϕ)′(M0) = f ′(M0) ·ϕ(M0)+ ϕ′(M0) · f (M0),(
f
ϕ

)′
(M0) =

f ′(M0) ·ϕ(M0)−ϕ′(M0) · f (M0)
ϕ2(M0)

(ϕ(M0) 6= 0).

3.2. Диференцiювання у нормованому просторi.
Диференцiали Фреше i Гато

У даному пiдроздiлi означення диференцiйовної вектор-функцiї
узагальнюється на випадок функцiй, областi визначення i множи-
ни значень яких лежать у певних нормованих просторах. Вводяться
поняття диференцiалiв Фреше i Гато для таких функцiй, зокрема
для функцiй кiлькох змiнних.
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3.2.1. Узагальнення означення диференцiйовної вектор-
функцiї. Повний диференцiал. Щоб перенести поняття дифе-
ренцiйовної вектор-функцiї f : E → Y, де E ⊂ X = R

n, Y = R
m,

на випадок, коли X та Y є довiльними нормованими просторами,
проаналiзуємо спочатку введене в п. 3.1.5 означення диференцi-
йовностi. А саме, за п. 3.1.5 функцiя f диференцiйовна у точцi M0,
якщо її прирiст ∆ f (M0) = f (M0 + ∆M)− f (M0) у точцi M0 можна
подати у виглядi

∆ f (M0) = A∆M + α(∆M)∆M ∀∆M ∈O(0), (1)
де A та α – деякi m×n-матрицi, причому A не залежить вiд ∆M, а
α(∆M)→ 0, коли ∆M→ 0.

Оскiльки у довiльному нормованому просторi Y немає операцiї
множення векторiв, а тим бiльше матрицi на вектор, подивимося
на добутки A∆M та α∆M з iншого боку.

По-перше, вираз A∆M (матриця A) однозначно задає лiнiйний
оператор A∗: Rn→ R

m, що має вигляд A∗(∆M) = A∆M (див. теоре-
му 2 п. 2.1.4). Отже, у рiвностi (1) можна замiнити добуток A∆M
на значення лiнiйного оператора A∗(∆M). Бiльше того, нiчого не
змiниться, якщо вимагати, щоб оператор A∗ був неперервним (див.
приклад 4.1) п. 2.2.5).

Цей оператор має спецiальну назву – диференцiал, або пов-
ний диференцiал функцiї f у точцi M0 i позначення d f(M0) = A∗

або, детальнiше,

d∆M f (M0) = A∗(∆M) = A∆M = f ′(M0)∆M. (2)
Часто кажуть, що диференцiал функцiї d f(M0) є лiнiйною ча-
стиною її приросту ∆ f (M0).

По-друге, подивимось на добуток γ(∆M) := α(∆M)∆M як на по-
хибку наближення приросту ∆ f (M0) оператором A∗. Для цього до-
ведемо спочатку одне твердження.

Лема 1 (про норму добутку матриць). Якщо A∈MRn
m, B∈MRk

n,
то ‖AB‖6 ‖A‖ · ‖B‖.
� Для доведення цiєї леми позначимо A = (ai, j), B = (bi, j),

C = AB = (ci, j). Введемо також позначення ai для векторiв-рядкiв
матрицi A та b j для вектор-стовпчикiв матрицi B.

За означенням добутку матриць кожен елемент ci, j матрицi C є
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скалярним добутком векторiв ai та b j . Беручи до уваги означення
норми матрицi, дане на початку п. 3.1.5, та нерiвнiсть Кошi – Бу-
няковського (теорема 3 п. 1.7.3), дiстанемо:

‖AB‖=

√
m
∑

i=1

k
∑
j=1

(ai ,b j)26

√
m
∑

i=1

k
∑
j=1
‖ai‖2‖b j‖2 =

=
√

m
∑

i=1
‖ai‖2 ·

√
k
∑
j=1
‖b j‖2 = ‖A‖ · ‖B‖.�

За лемою 1 дiстаємо ‖γ(∆M)‖= ‖α(∆M)∆M‖6 ‖α(∆M)‖·‖∆M‖,
звiдки ‖γ(∆M)‖/‖∆M‖ = ‖α(∆M)‖ → 0, або γ(∆M) = o(∆M), коли
∆M→ 0. Це вказує на досить високий ступiнь наближеня приросту
функцiї ∆ f її диференцiалом d f . У цьому розумiннi диференцiал на-
зивають головною частиною приросту функцiї.

З’ясуємо, чи кожну функцiю γ: Rn→Rm, яка задовольняє умову
γ(∆M) = o(∆M), коли ∆M→ 0, можна представити як

γ(∆M) = α(∆M)∆M,

де α(∆M) – m×n-матриця, така, що α(∆M)→ 0 при ∆M→ 0.
�Позначивши β(∆M) = γ(∆)/‖∆M‖, дiстанемо, що

β(∆M)→ 0 при ∆M→ 0, γ(∆M) = β(∆M)‖∆M‖.

Згадуючи, що ‖∆M‖=
√

∆M2
1 + . . .+ ∆M2

n, можемо розписати

γ(∆M) = β(∆M) · (∆M2
1 + . . .+ ∆M2

n)/‖∆M‖=

= β(∆M)
∆M1

‖∆M‖
∆M1 + . . .+ β(∆M)

∆Mn

‖∆M‖
∆Mn =

= α1(∆M)∆M1 + . . .+ αn(∆M)∆Mn,

де α j(∆M) = β(∆M) ∆M j

‖∆M‖ ∀ j ∈ 1,n. При цьому

‖α j(∆M)‖6 ‖β(∆M)‖ ·
|∆M j |
‖∆M‖

6 ‖β(∆M)‖→ 0 (∆M→ 0) ∀ j ∈ 1,n.

Позначаючи α j = (α1 j , . . . ,αm j), j ∈ 1,n, утворимо з координат ве-
кторiв α j стовпцi матрицi α = (αi j ), i ∈ 1,m, j ∈ 1,n. Пiсля цього
й дiстанемо потрiбне представлення γ(∆M) = α(∆M)∆M, причому
α(∆M)→ 0 (∆M→ 0).�

Таким чином, проаналiзувавши означення диференцiйовної век-
тор-функцiї, можемо сформулювати його узагальнення. Вектор-



3.2.1]
Óçàãàëüíåííÿ îçíà÷åííÿ äèôåðåíöiéîâíî¨âåêòîð-ôóíêöi¨. Ïîâíèé äèôåðåíöiàë 157

функцiя f : Rn→ R
m називається диференцiйовною у точцi M0,

якщо iснує неперервний лiнiйний оператор A∗: Rn→ Rm такий, що

∆ f (M0) = A∗(∆M)+ γ(∆M), (3)
причому γ(∆M) = o(∆M), тобто ‖γ(∆M)‖/‖∆M‖→ 0, коли ∆M→ 0.

Звiдси видно, що с у т ь д и ф е р е н ц i й о в н о с т i ф у н к ц i ї
п о л я г а є у б л и з ь к о с т i п р и р о с т у ц i є ї ф у н к ц i ї д о д е я -
к о ї л i н i й н о ї ф у н к ц i ї з т о ч н i с т ю д о o(∆M) . Саме цим зу-
мовленi важливi “хорошi” властивостi диференцiйовних функцiй.

Зрозумiло, що для вказаних вектор-функцiй останнє означення
диференцiйовностi рiвносильне введеному ранiше. Проте воно за-
стосовне i для функцiй f , область визначення i множина значень
яких лежать у довiльних нормованих просторах. У цьому i полягає
узагальнення.

З проведених вище мiркувань зрозумiло, що коли A – матриця
з рiвностi (1), а A∗ – оператор з рiвностi (3), то

A∗(∆M) = A∆M = f ′(M0)∆M.

Тому оператор A∗ у рiвностi (3) єдиний i вiн є повним диференцiа-
лом функцiї f у точцi M0.

Iнодi оператор A∗ ототожнюють з f ′(M0) i називають похiдною
(повною) функцiї f у точцi M0, а значення цього оператора A∗(∆M)
при фiксованому ∆M називають диференцiалом (повним) функцiї f
у точцi M0.

У випадку, коли f є числовою функцiєю, наприклад, f = f (x,y),
її повний диференцiал у точцi M0 = (x0,y0) частiше записують у роз-
горнутому, координатному виглядi:

d f(x0,y0) =
(

f ′x(x0,y0), f ′y(x0,y0)
)
(∆x,∆y) =

= f ′x(x0,y0)∆x+ f ′y(x0,y0)∆y. (4)
Зауваження. У позначеннi диференцiала часто опускають не

тiльки аргумент ∆M, а й точку M0 (якщо вона зрозумiла з контексту
або є довiльною точкою M), а замiсть f пишуть вираз, який задає
функцiю f .

Приклад 1. Запис d(x2 + y3) позначає диференцiал d f(M) = d f(x,y)
функцiї f (x,y) = x2 + y3 у точцi M = (x,y). За достатньою умовою дифе-
ренцiйовностi цей диференцiал iснує в кожнiй точцi M ∈R2. За формулою
(4) знаходимо d(x2 +y3) = 2x∆x+3y2∆y.
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На практицi диференцiали скалярних функцiй iнодi використо-
вують для наближених обчислень. Пiдставою для цього є рiвнiсть
(3), яку можна переписати як

∆ f (M0) = d f(M0)+o(∆M), коли ∆M→ 0.

Звiдси випливає формула ∆ f (M0)≈ d f(M0), коли ∆M ≈ 0, або

f (M0 + ∆M)≈ f (M0)+d∆M f (M0), коли ∆M ≈ 0. (5)
Приклад 2. Обчислимо наближено ln(0,982 + 0,013), користуючись

формулою (5). Для цього введемо у розгляд функцiю f (x,y) = ln(x2 + y3)
i точку M = (0,98;0,01), яка близька до точки M0 = (1,0). При цьому
∆M = M−M0 = (−0,02;0,01), а ln(0,982 +0,013) = f (M0 + ∆M).

Знаходимо частиннi похiднi f ′x = 2x
x2+y3 , f ′y = 3y2

x2+y3 , якi визначенi й не-

перервнi на множинi D( f ) = {(x,y): x2 + y3 > 0}. Тому у кожнiй точцi
(x,y) ∈D( f ) функцiя f диференцiйовна i її диференцiал можна обчислити
за формулою (4):

d f(x,y) =
2x

x2 +y3 ∆x+
3y2

x2 +y3 ∆y.

При заданому ∆M = (∆x,∆y) i в заданiй точцi M0 = (x0,y0) маємо:
f (M0) = ln(12 +03) = 0, а

d∆M f (M0)
2·1

12 +03 · (−0,02)+
3·02

12 +03 ·0,01=−0,04.

Отже, за формулою (5) ln(0,982 + 0,013) ≈ −0,04 (що збiгається iз
значенням, обчисленим на калькуляторi).

3.2.2. Геометричний змiст повного диференцiала. Визначи-
мо геометричний змiст повного диференцiала функцiї двох змiнних
z = f (x,y), (x,y) ∈ D ⊂ R2, z∈ R, графiком якої є деяка поверхня
P у просторi R3. Припустимо, що ця функцiя f є диференцiйов-
ною у точцi M0 = (x0,y0) ∈ D. Тодi f (x,y)− f (x0,y0) ≈ d f(M0), а
dz= d f(M0) = f ′x(M0)(x−x0)+ f ′y(M0)(y−y0) i у зв’язку з цим роз-
глянемо площину

z− f (x0,y0) = f ′x(M0)(x−x0)+ f ′y(M0)(y−y0). (6)

Нехай крива Γ визначається рiвняннями


x = x(t),
y = y(t),
z= z(t),

t ∈ O(t0),

причому ∃x′(t0), y′(t0), z′(t0), x0 = x(t0), y0 = y(t0) i z(t) = f (x(t),y(t))
∀t ∈O(t0). Це означає, що крива Γ лежить на поверхнi P i проходить
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через точку (x(t0),y(t0),z(t0)) = A0.
Припускаючи, що x′2(t0)+y′2(t0)+z′2(t0)> 0 дiстанемо, що кри-

ва Γ має у точцi A0 дотичний вектор (x′(t0),y′(t0),z′(t0)), а пряма
x−x0

x′(t0)
=

y−y0

y′(t0)
=

z−z0

z′(t0)
(7)

є дотичною до кривої Γ у точцi A0. Таку дотичну до деякої кривої
Γ⊂ P у точцi A0 ∈ P природно назвати дотичною прямою до по-
верхнi P у точцi A0 (рис. 19).

Позначаючи кожне вiдно-
шення у (7) як τ, дiстанемо па-
раметричнi рiвняння цiєї доти-
чної: 

x = x0 +x′(t0)τ,
y = y0 +y′(t0)τ,
z= z0 +z′(t0)τ,

τ ∈ (−∞;+∞).
Пiдставляючи це у (6) i врахо-

вуючи, що f (x0,y0) = z0, маємо

z′(t0)τ = f ′x(M0) ·x′(t0) · τ + f ′y(M0) ·y′(t0) · τ. (8)
З iншого боку, z(t) = f (x(t),y(t)) i за теоремою 1

z′(t0) = f ′x(M0) ·x′(t0)+ f ′y(M0) ·y′(t0),
а тому рiвнiсть (8) є тотожнiстю.

Отже, знайдена дотична пряма до поверхнi P у точцi A0 лежить
у площинi (6). Враховуючи довiльнiсть цiєї дотичної, природно на-
звати площину (6) дотичною площиною до поверхнi z= f (x,y) у
точцi (x0,y0, f (x0,y0)). Вона мiстить усi дотичнi прямi до поверхнi P
у точцi A0.

Оскiльки лiва частина рiвняння (6) є повним диференцiалом
функцiї f у точцi M0, то звiдси випливає г е о м е т р и ч н и й з м i с т
п о в н о г о д и ф е р е н ц i а л а функцiї двох змiнних: d f(M0) є при-
ростом аплiкати дотичної площини до поверхнi z = f (x,y) у точцi
A0 = (x0,y0, f (x0,y0)) (див. рис. 19).

Зауважимо, що рiвнiсть (6) можна записати у виглядi

f ′x(M0)(x−x0)+ f ′y(M0)(y−y0)+(−1) · (z−z0) = 0,
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а лiва частина останньої рiвностi є скалярним добутком векторiв
( f ′x(M0), f ′y(M0),−1) i (x− x0,y− y0,z− z0), другий з яких лежить у
дотичнiй площинi (6). Тому данi вектори ортогональнi (їх скалярний
добуток рiвний нулевi), тобто вектор ( f ′x(M0), f ′y(M0),−1) є ортого-
нальним до площини (6). Звiдси випливає, що пряма

x−x0

f ′x(M0)
=

y−y0

f ′y(M0)
=

z−z0

−1

перпендикулярна до дотичної площини (6), i цю пряму називають
нормаллю до поверхнi z= f (x,y) у точцi A0 = (x0,y0, f (x0,y0)).

Пiдсумовуючи сказане, приходимо до висновку, що має мiсце
Теорема 1 (про дотичну площину i нормаль до поверхнi). Якщо

функцiя f двох змiнних диференцiйовна у точцi (x0,y0), то
поверхня, яка є графiком цiєї функцiї, має у точцi A0 =
= (x0,y0, f (x0,y0)) дотичну площину, рiвняння якої

z− f (x0,y0) = f ′x(x0,y0)(x−x0)+ f ′y(x0,y0)(y−y0),
i нормаль, рiвняння якої

x−x0

f ′x(M0)
=

y−y0

f ′y(M0)
=

z− f (x0,y0)
−1

.

Приклад 3. Знайдемо дотичну площину i нормаль до графiка функцiї
f (x,y) = ln(x2 +y3) у точцi (1,0,0). У прикладi 2 показано, що ця функцiя
f диференцiйовна у точцi M0 = (1,0), i знайдено її частиннi похiднi у да-
нiй точцi. Тодi за теоремою 1 можна записати рiвняння шуканої дотичної
площини: z−0 = 2(x−1)+0·y⇔ z= 2x−2 i нормалi: x−1

2 = y
0 = z

−1.

3.2.3. Диференцiйовнiсть оператора. Диференцiал Фреше.
Друге означення диференцiйовностi, яке базується на рiвностi (3),
переноситься без змiн на довiльнi оператори f : E→ Y, де E ⊂ X,
а X та Y – нормованi простори. Оператор f називають диферен-
цiйовним у точцi x0, якщо iснує неперервний лiнiйний оператор
Λ: X→Y такий, що прирiст ∆ f (x0) = f (x0 + ∆x)− f (x0) оператора
f у точцi x0 можна подати у виглядi

∆ f (x0) = Λ(∆x)+ γ(∆x) ∀∆x∈O(0), (9)
причому γ(∆x) = o(∆x), коли ∆x→ 0.

Оператор Λ називають диференцiалом Фреше оператора f у
точцi x0 i позначають Λ = d f(x0), або Λ(∆x) = d∆x f (x0).

Зрозумiло, що д и ф е р е н ц i а л Ф р е ш е в е к т о р - ф у н к ц i ї
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є ї ї п о в н и м д и ф е р е н ц i а л о м .
Iнодi оператор Λ називають похiдною Фреше функцiї f у то-

чцi x0 i позначають Λ = f ′(x0), а значення цього оператора Λ(∆x)
при фiксованому ∆x називають диференцiалом Фреше функцiї f
у точцi x0 i позначають Λ(∆x) = f ′(x0)∆x = d∆x f (x0) = d f(x0).

Зауваження. Як i для числових функцiй та вектор-функцiй,
в означеннi диференцiйовного оператора передбачається, що цей
оператор визначений у деякому околi точки x0.

Оператор f називають диференцiйовним на множинi E, якщо
вiн диференцiйовний у кожнiй точцi множини E.

Приклад 4. Задамо оператор f : C[a;b]→C[a;b] рiвнiстю

f
(
x(t)
)

= x2(t), t ∈ [a;b], ∀x∈C[a;b].
Знайдемо його прирiст у довiльнiй точцi x0 = x0(t):

∆ f (x0) = f (x0 + ∆x)− f (x0) =
(
x0(t)+ ∆x(t)

)2−x2
0(t) =

= 2x0(t)∆x(t)+ ∆x2(t) ∀∆x∈C[a;b].
Очевидно, оператор Λ

(
∆x(t)

)
= 2x0(t)∆x(t) лiнiйний. В силу нерiвностi

‖Λ(∆x)‖= max
t∈[a;b]

|2x0(t)∆x(t)|6

6 max
t∈[a;b]

|2x0(t)| · max
t∈[a;b]

|∆x(t)|= ‖2x0‖ · ‖∆x‖→ 0 (∆x→ 0),

дiстаємо неперервнiсть оператора Λ в нулi, а отже, i на всьому просторi
C[a;b]. Разом з цим функцiя γ(∆x) = ∆x2 така, що

‖γ(∆x)‖/‖∆x‖= max
t∈[a;b]

|∆x2(t)|/ max
t∈[a;b]

|∆x(t)|6

6 max
t∈[a;b]

|∆x(t)|= ‖∆x‖, коли ∆x 6= 0.

Iнакше кажучи, γ(∆x) = o(∆x), коли ∆x→ 0.
Отже, заданий оператор f диференцiйовний у кожнiй точцi x0 ∈C[a;b]

i має в нiй диференцiал Фреше d f(x0) = 2x0∆x.
З’ясуємо питання єдиностi диференцiала Фреше.
� Припустимо, що оператор f має у точцi x0 два диференцiали

Фреше: Λ1 6= Λ2. Тодi мають мiсце рiвностi

∆ f (x0) = Λi(∆x)+ γi(∆x), ∆x∈O(0), i ∈ 1,2,

де γi(∆x) = o(∆x), коли ∆x→ 0, i ∈ 1,2. Звiдси випливає, що

Λ(∆x) := Λ1(∆x)−Λ2(∆x) = γ2(∆x)− γ1(∆x) = o(∆x) (∆x→ 0).
Оскiльки взято Λ1 6= Λ2, то Λ 6= 0, i тому ∃x∗: Λ(x∗) 6= 0. З умови
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Λ(∆x) = o(∆x), коли ∆x→ 0, i того, що tx∗ → 0, коли R 3 t → 0,
випливає, що ‖Λ(tx∗)‖/‖tx∗‖ → 0 при t → 0. Проте це суперечить
тому, що ‖Λ(tx∗)‖/‖tx∗‖= ‖Λ(x∗)‖/‖x∗‖ 6= 0 ∀t 6= 0 (в силу лiнiйно-
стi оператора Λ i третьої аксiоми норми).

Отже, припущення, що диференцiйовний у точцi x0 оператор f
має в цiй точцi два рiзних диференцiали Фреше, неправильне.�

Таким чином, правильна
Теорема 2 (про єдинiсть диференцiала Фреше). Диференцiйов-

ний у точцi x0 оператор f має у цiй точцi єдиний диференцiал
Фреше d f(x0).

Наслiдок 1 (про диференцiал Фреше лiнiйного оператора). Не-
перервний лiнiйний оператор f : X→Y диференцiйовний у ко-
жнiй точцi x0 ∈ X, причому d f(x0) = f ∀x0 ∈ X.
� Справдi, для неперервного лiнiйного оператора f рiвнiсть (9)

набуває вигляду ∆ f (x0) = f (∆x)+0 ∀∆x∈ X.�
Якщо при доведеннi теореми 2 неперервнiсть оператора

d f(x0) = Λ не мала значення, то в наступному твердженнi вона грає
вирiшальну роль.

Теорема 3 (про необхiдну умову диференцiйовностi оператора).
Якщо оператор f диференцiйовний у точцi x0, то вiн i непе-
рервний у цiй точцi.

Доведення цiєї теореми залишаємо читачевi.

3.2.4. Похiдна оператора за вектором. Слабка диференцi-
йовнiсть i диференцiал Гато. Ще один пiдхiд до визначення по-
няття диференцiйовного оператора базується на поняттi похiдної
за вектором.

Похiдна оператора f у точцi x0 за вектором ∆x визначає-
ться так само, як i для вектор-функцiї, – як границя

f ′∆x(x0) = lim
t→0

f (x0 + t ∆x)− f (x0)
t

.

Якщо ця похiдна iснує для будь-якого вектора ∆x∈ X i є неперерв-
ним лiнiйним оператором Λ∗(∆x), то оператор f називають слабко
диференцiйовним у точцi x0, а оператор Λ∗ називають диферен-
цiалом Гато оператора f i позначають d∗ f (x0). Отже,

d∗∆x f (x0) = f ′∆x(x0) = Λ∗(∆x), ∆x∈ X.
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Приклад 5. Для оператора f з прикладу 4 у довiльнiй точцi x0 ∈ X =
= C[a;b] маємо:

f ′∆x(x0) = lim
α→0

f (x0 + α∆x)− f (x0)
α

= lim
α→0

(x0 + α∆x)2−x2
0

α
=

= lim
α→0

(2x0∆x+ α∆x2) = 2x0∆x ∀∆x∈ X,

оскiльки ‖α∆x2‖= |α| · ‖∆x2‖→ 0 при α→ 0.
Отже, оператор f у кожнiй точцi x0 ∈ X слабко диференцiйовний i має

в цiй точцi диференцiал Гато d∗∆x f (x0) = 2x0∆x.
Оператор f , розглянутий у прикладах 4, 5, виявився одночасно

i диференцiйовним, i слабко диференцiйовним у довiльнiй фiксова-
нiй точцi x0, а його диференцiали Фреше i Гато у точцi x0 збiглися.
Подивимося, чи випадково це.
�Припустимо, що даний оператор f є диференцiйовним у точцi

x0 i для нього правильна рiвнiсть (9). Тодi для довiльного ∆x∈ X

f (x0 + t ∆x)− f (x0) = Λ(t ∆x)+ γ(t ∆x),
коли t досить мале. Звiдси, враховуючи лiнiйнiсть оператора Λ i
умову γ(∆x) = o(∆x), дiстанемо, що

∃ f ′∆x(x0) = lim
t→0

f (x0 + t ∆x)− f (x0)
t

= lim
t→0

Λ(t ∆x)+ γ(t ∆x)
t

=

= lim
t→0

(
Λ(∆x)+ γ(t ∆x)/t

)
= Λ(∆x).

Оскiльки оператор Λ лiнiйний i неперервний, то оператор f є слаб-
ко диференцiйовним у точцi x0, причому d f(x0) = Λ = d∗ f (x0).�

Отже, має мiсце
Теорема 4 (про зв’язок мiж двома видами диференцiйовностi).

Якщо оператор f диференцiйовний у точцi x0, то вiн i слаб-
ко диференцiйовний у цiй точцi, причому його диференцiали
Фреше i Гато у данiй точцi рiвнi мiж собою.

Приклад 6. Нехай f (x,y) =
{ 1, коли y = x2, (x,y) 6= (0,0),

0 для iнших точок (x,y). Тодi

f ′∆M(0,0) = lim
t→0

f (t ∆x, t ∆y)− f (0,0)
t

= 0 ∀∆M ∈ R2.

Звiдси випливає, що функцiя f слабко диференцiйовна у точцi (0,0), а її
диференцiал Гато d∗ f (0,0) = 0, тобто є тотожним нулем.

Незважаючи на те, що функцiя f з прикладу 6 слабко диферен-
цiйовна у точцi (0,0), вона не є неперервною у цiй точцi, а дифе-
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ренцiйовною i поготiв. Таким чином, i з с л а б к о ї д и ф е р е н ц i -
й о в н о с т i н е в и п л и в а є д и ф е р е н ц i й о в н i с т ь .

3.2.5. Найпростiшi властивостi диференцiала Фреше. Для
того щоб отримати цi властивостi, наведемо спочатку одне допо-
мiжне твердження.

Лема 2 (про обмеженiсть вiдношення ‖∆ f‖/‖∆x‖). Якщо
оператор f диференцiйовний у точцi x0, то вiдношення
‖∆ f (x0)‖/‖∆x‖ обмежене у деякому проколеному околi нуля.
�Оскiльки оператор f диференцiйовний у точцi x0, то для нього

правильна рiвнiсть (9), з якої випливає, що
‖∆ f (x0)‖
‖∆x‖

=
‖Λ(∆x)+ γ(∆x)‖

‖∆x‖
6
‖Λ(∆x)‖+‖γ(∆x)‖

‖∆x‖
=

=
∥∥∥∥Λ
( ∆x
‖∆x‖

)∥∥∥∥+
‖γ(∆x)‖
‖∆x‖

∀∆x∈O∗δ(0). (10)

Оскiльки оператор Λ неперервний i лiнiйний, то вiн обмеже-
ний у деякому околi нуля (теорема 4 п. 2.2.5), а вiдтак, i в будь-
якому околi нуля. Зокрема, вiн обмежений на замкненiй одини-
чнiй кулi K1 = {x: ‖x‖6 1}. Звiдси випливає обмеженiсть величини∥∥∥Λ
(

∆x
‖∆x‖

)∥∥∥ на X \ {0}. Обмеженiсть вiдношення ‖γ(∆x)‖
‖∆x‖ у деякому

проколеному околi нуля O∗δ1
(0), δ1 6 δ, безпосередньо випливає з

умови γ(∆x) = o(∆x) при ∆x→ 0.
Отже, твердження леми 2 випливає з нерiвностi (10).�
Припустимо, що оператори f (x) i g(x) диференцiйовнi у точцi

x0, i з’ясуємо питання про диференцiйовнiсть операторiв 1) k f(x)+
+lg(x), k, l ∈ R; 2) f (x)g(x), g(x) – функцiонал; 3) f (x)/g(x), g(x)
– функцiонал, g(x0) 6= 0.
� Користуючись означенням диференцiйовностi, запишемо:

∆ f (x0) = A(∆x)+α(∆x), ∆g(x0) = B(∆x)+β(∆x) ∀∆x∈O(0), (11)
де A(∆x), B(∆x) – неперервнi лiнiйнi оператори, а α(∆x) = o(∆x) i
β(∆x) = o(∆x) при ∆x→ 0. Тодi

1) ∆(k f + lg)(x0) = k∆ f (x0)+ l∆g(x0) =

= kA(∆x)+ lB(∆x)+kα(∆x)+ lβ(∆x) =

= C(∆x)+ γ(∆x) ∀∆x∈O(0),



3.2.5] Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi äèôåðåíöiàëà Ôðåøå 165

де C(∆x) = kA(∆x) + lB(∆x) – неперервний лiнiйний оператор, а
γ(∆x) = kα(∆x)+ lβ(∆x) = o(∆x) при ∆x→ 0.

Отже, оператор k f(x)+ lg(x) диференцiйовний у точцi x0 i

d(k f + lg)(x0) = kd f(x0)+ ldg(x0). (12)
2) Неважко показати, що

∆( f g) = g(x0)∆ f (x0)+ f (x0)∆g(x0)+ ∆ f (x0)∆g(x0).
Звiдси, використовуючи рiвностi (11), дiстанемо:

∆( f g)(x0) = g(x0)
(
A(∆x)+ α(∆x)

)
+

+ f (x0)
(
B(∆x)+ β(∆x)

)
+ ∆ f (x0)∆g(x0) =

= g(x0)A(∆x)+ f (x0)B(∆x)+

+g(x0)α(∆x)+ f (x0)β(∆x)+ ∆ f (x0)∆g(x0) =

= C(∆x)+ γ(∆x) ∀∆x∈O(0),
де C(∆x) = g(x0)A(∆x) + f (x0)B(∆x) – неперервний лiнiйний опе-
ратор, а γ(∆x) = f (x0)α(∆x)+g(x0)β(∆x)+ ∆ f (x0)∆g(x0).

При цьому
γ(∆x)
‖∆x‖

= f (x0)
α(∆x)
‖∆x‖

+g(x0)
β(∆x)
‖∆x‖

+ ∆ f (x0)
∆g(x0)
‖∆x‖

→ 0 (∆x→ 0),

оскiльки α(∆x) = o(∆x), β(∆x) = o(∆x) при ∆x→ 0, ∆ f (x0)→ 0 при
∆x→ 0 за теоремою 3, а вiдношення ∆g(x0)/‖∆x‖ обмежене за ле-
мою 2.

Отже, добуток f (x)g(x) диференцiйовний у точцi x0 i

d( f g)(x0) = g(x0)d f(x0)+ f (x0)dg(x0). (13)
3.1) Дослiдимо на диференцiйовнiсть функцiонал 1

g(x) , g(x0) 6= 0.
Оскiльки функцiонал g(x) диференцiйовний у точцi x0 (а отже, i
неперервний у цiй точцi), а g(x0) 6= 0, то g(x) 6= 0 у деякому околi
Oδ1(x0). Тодi функцiонал 1

g(x) визначений у вказаному околi. Кори-
стуючись рiвнiстю (11), дiстанемо

∆
(

1
g

)
(x0) =

1
g(x0 + ∆x)

− 1
g(x0)

=

=− ∆g(x0)
g(x0 + ∆x)g(x0)

=− B(∆x)+ β(∆x)
g(x0 + ∆x)g(x0)

=
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=− B(∆x)
g2(∆x)

+B(∆x)
(

1
g2(x0)

− 1
g(x0 + ∆x)g(x0)

)
− β(∆x)

g(x0 + ∆x)g(x0)
=

= C(∆x)+ γ(∆x) ∀∆x∈Oδ1(0),

де C(∆x) =− B(∆x)
g2(x0) – неперервний лiнiйний оператор, а

γ(∆x) = B(∆x)
(

1
g2(x0)

− 1
g(x0 + ∆x)g(x0)

)
− β(∆x)

g(x0 + ∆x)g(x0)
.

При цьому
γ(∆x)
‖∆x‖

= B

(
∆x
‖∆x‖

)(
1

g2(x0)
− 1

g(x0 + ∆x)g(x0)

)
−

− 1
g(x0 + ∆x)g(x0)

β(∆x)
‖∆x‖

.

В останнiй рiвностi множник B
(

∆x
‖∆x‖

)
обмежений (див. питання 19

п. 2.2.6), а g(x0 + ∆x)→ g(x0) при ∆x→ 0. Тому, враховуючи вла-
стивостi 7, 8 границь п. 2.2.2 та умову β(∆x) = o(∆x), легко бачити,
що γ(∆x) = o(∆x) при ∆x→ 0.

Отже, функцiонал 1
g(x) диференцiйовний у точцi x0 i

d

(
1
g

)
(x0) =− 1

g2(x0)
dg(x0). (14)

3.2) За доведеним у випадках 2) та 3.1) оператор f (x)
g(x) = f (x) · 1

g(x)
диференцiйовний у точцi x0 i

d

(
f
g

)
(x0) = d

(
f · 1

g

)
(x0) =

1
g(x0)

d f(x0)+ f (x0)d
(

1
g

)
(x0) =

=
1

g(x0)
d f(x0)− f (x0)

g2(x0)
dg(x0),

або

d

(
f
g

)
(x0) =

g(x0)d f(x0)− f (x0)dg(x0)
g2(x0)

. � (15)

Пiдведемо тепер пiдсумок у виглядi теореми.
Теорема 5 (про найпростiшi властивостi диференцiала Фреше).

Якщо оператори f (x) i g(x) диференцiйовнi у точцi x0, то в
цiй точцi диференцiйовнi також оператори k f(x) + lg(x), (де
k, l ∈ R), f (x)g(x) (де g(x) – функцiонал) i f (x)/g(x) (де g(x) –
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функцiонал, g(x0) 6= 0).
При цьому правильнi рiвностi (12) – (15).

3.2.6. Диференцiйовнiсть складеного оператора. Нехай за-
дано оператори f : E→ Z, E ⊂ Y та ϕ: D→ E, D ⊂ X, де X, Y, Z
– нормованi простори. Тодi можна утворити складений оператор
ψ = f ◦ϕ, який дiє за правилом ψ(t) = f (ϕ(t)) ∀t ∈ D. Встановимо
зв’язок мiж диференцiйовнiстю операторiв f i ϕ та оператора ψ. Як
i ранiше, для простоти записiв будемо позначати нульовi елемен-
ти рiзних нормованих просторiв одним i тим же символом 0, а їхнi
норми – як ‖ · ‖.
� Припустимо, що оператор ϕ диференцiйовний у точцi t0, а

оператор f диференцiйовний у вiдповiднiй точцi x0 = ϕ(t0). Тодi
iснують неперервнi лiнiйнi оператори A: X → Y та B: Y → Z, для
яких правильнi рiвностi

ϕ(t0 + ∆t)−ϕ(t0) = A(∆t)+ α(∆t) ∀∆t ∈Oδ(0),

f (x0 + ∆x)− f (x0) = B(∆x)+ β(∆x) ∀∆x∈Oε(0),
де α(∆t) = o(∆t) при ∆t→ 0, β(∆x) = o(∆x) при ∆x→ 0.

Завдяки неперервностi оператора ϕ у точцi t0 (що випливає з
його диференцiйовностi) можна вважати, що ∆ϕ(t0) ∈ Oε(0) ∀∆t ∈
∈Oδ(0). Тодi прирiст ∆ψ(t0) запишеться так:

ψ(t0 + ∆t)−ψ(t0) = f (ϕ(t0 + ∆t))− f (ϕ(t0)) =

= f (x0 + ∆ϕ(t0))− f (x0) = B(∆ϕ(t0))+ β(∆ϕ(t0)) =

= B(A(∆t)+ α(∆t))+ β(A(∆t)+ α(∆t)) =

= B(A(∆t))+B(α(∆t))+ β(A(∆t)+ α(∆t)),
або

∆ψ(t0) = C(∆t)+ γ(∆t) ∀∆t ∈Oδ(0), (16)
де C(∆t) = B(A(∆t)) – очевидно, неперервний лiнiйний оператор, а

γ(∆t) = B(α(∆t))+ β(A(∆t)+ α(∆t)).
Для того щоб показати диференцiйовнiсть оператора ψ у точцi

t0, залишилось перевiрити, чи виконується умова

γ(∆t) = o(∆t), коли ∆t→ 0.

Оператор β(∆x) як такий, що задовольняє умову β(∆x) = o(∆x)
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при ∆x→ 0, запишемо у виглядi

β(∆x) = β1(∆x)‖∆x‖,
де β1(∆x)→ 0 при ∆x→ 0 i будемо вважати, що β1(0) = 0.

Оцiнимо ‖γ(∆t)‖, використовуючи властивостi 3), 4) норм:

‖γ(∆t)‖=
∥∥B(α(∆t))+ β1(A(∆t)+ α(∆t))‖A(∆t)+ α(∆t)‖

∥∥6
6
∥∥B(α(∆t))

∥∥+
∥∥β1(A(∆t)+ α(∆t))

∥∥(A(∆t)+ α(∆t)‖
)
.

Звiдси в силу лiнiйностi операторiв A, B випливає оцiнка
‖γ(∆t)‖
‖∆t‖

6

∥∥∥∥B

(
α(∆t)
‖∆t‖

)∥∥∥∥+
∥∥β1(A(∆t)+ α(∆t))

∥∥×
×
(∥∥∥∥A

(
∆t
‖∆t‖

)∥∥∥∥+
‖α(∆t)‖
‖∆t‖

)
∀∆t ∈O∗δ(0). (17)

Проаналiзуємо усi компоненти правої частини нерiвностi (17).
Оскiльки B – лiнiйний i неперервний оператор, то

B(∆x)→ B(0) = 0, коли ∆x→ 0.

Тодi за властивiстю 4 п. 2.2.5 та зауваженням до неї
∥∥∥B
(

α(∆t)
‖∆t‖

)∥∥∥→ 0

при ∆t→ 0 в силу умови α(∆t) = o(∆t).
Так само, з неперервностi A випливає, що A(∆t) → A(0) = 0,

коли ∆t → 0. Також α(∆t)→ 0 при ∆t → 0, що є наслiдком умови
α(∆t) = o(∆t). Тому, позаяк β1(∆x)→ β1(0) = 0 при ∆x→ 0, то за
властивiстю 4 п. 2.2.2 та зауваженням до неї∥∥β1(A(∆t)+ α(∆t))

∥∥→ 0 при ∆t→ 0.

Далi. Норма
∥∥∥A
( ∆t
‖∆t‖
)∥∥∥ обмежена в силу лiнiйностi оператора A

(див. питання 19 п. 2.2.6), а ‖α(∆t)‖/‖∆t‖ → 0, коли ∆t → 0. Тож,
за властивостям границь права частина нерiвностi (17) прямує до
нуля, коли ∆t→ 0.

Цим самим доведено, що γ(∆t) = o(∆t) при ∆t → 0, а оператор
ψ, згiдно з рiвнiстю (16), дифернцiйовний у точцi t0, причому

dψ(t0) = C = B◦A = d f(x0)◦dϕ(t0). �
Таким чином, правильна
Теорема 6 (про диференцiйовнiсть складеного оператора).

Нехай оператор ϕ(t) диференцiйовний у точцi t0, а оператор
f (x) диференцiйовний у точцi x0 = ϕ(t0), причому E(ϕ) ⊂ D( f ).
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Тодi складений оператор f (ϕ(t)) диференцiйовний у точцi t0,
причому

d( f ◦ϕ)(t0) = d f(x0)◦dϕ(t0), (18)
або

d f(ϕ)(t0) = ddϕ(t0) f (x0). (18∗)
3.2.7. Диференцiйовнiсть композицiї вектор-функцiй. Не-

хай в умовах пункту 3.2.6 X = R
p, Y = R

n, Z = R
m, тобто ϕ та f

є вектор-функцiями p та n змiнних вiдповiдно:

ϕ(t) =


ϕ1(t1, t2, . . . , tp)
ϕ2(t1, t2, . . . , tp)
. . . . . . . . . . . . . .
ϕn(t1, t2, . . . , tp)

 , f (x) =


f1(x1,x2, . . . ,xn)
f2(x1,x2, . . . ,xn)
. . . . . . . . . . . . . . .
fm(x1,x2, . . . ,xn)

 .
Тодi складена функцiя f (ϕ(t)) є вектор-функцiєю p змiнних:

f (ϕ(t)) =


f1(ϕ(t))
f2(ϕ(t))
. . . . . . . .
fm(ϕ(t))

=


f1(ϕ1(t1, . . . , tp), . . . ,ϕn(t1, . . . , tp))
f2(ϕ1(t1, . . . , tp), . . . ,ϕn(t1, . . . , tp))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fm(ϕ1(t1, . . . , tp), . . . ,ϕn(t1, . . . , tp))

 .
За теоремою 6, якщо функцiя ϕ(t) диференцiйовна у точцi t0 =

= (t0
1, . . . , t

0
p), а функцiя f (x) диференцiйовна у точцi ϕ(t0) = x0 =

= (x0
1, . . . ,x

0
n), то складена функцiя f (ϕ(t)) диференцiйовна у точцi

t0 i правильна рiвнiсть (18). Оскiльки всi три функцiї диференцi-
йовнi у вiдповiдних точках, то крiм диференцiалiв вони мають та-
кож повнi похiднi у цих точках. Згiдно з рiвнiстю (2)

d∆tϕ(t0) = ϕ′(t0)∆t, d∆x f (x0) = f ′(x0)∆x,

d∆t( f (ϕ))(t0) = ( f (ϕ))′(t0)∆t.

Спiвставляючи цi рiвностi з рiвнiстю (18), дiстанемо формулу

( f (ϕ))′(t0) = f ′(x0)ϕ′(t0). (19)
Детальнiше, згiдно з рiвнiстю (9) п. 3.1.5, рiвнiсть (19) можна

переписати як

( f (ϕ))′(t0) =


∂ f1(x0)

∂x1
. . . ∂ f1(x0)

∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . .
∂ fm(x0)

∂x1
. . . ∂ fm(x0)

∂xn




∂ϕ1(t0)
∂t1

. . . ∂ϕ1(t0)
∂tp

. . . . . . . . . . . . . . .
∂ϕn(t0)

∂t1
. . . ∂ϕn(t0)

∂tp

 . (20)
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Якщо p = n = m, то для обчислення якобiана складеної функцiї
f ◦ϕ у точцi t0 дiстаємо формулу

D( f ◦ϕ)
Dt

=
D f
Dx
· Dϕ

Dt
=

D( f1, f2, . . . , fm)
D(x1,x2, . . . ,xn)

· D(ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕn)
D(t1, t2, . . . , tn)

,

або

Jf◦ϕ(t0) = Jf (x0) ·Jϕ(t0). (21)
Зокрема, якщо функцiї f i ϕ взаємно оберненi, то f ◦ϕ = I –

тотожна функцiя, тобто I(t1, . . . , tn) = (t1, . . . , tn) i для неї

JI (t0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣= 1 ∀t0 ∈ R3.

Тодi з рiвностi (21) дiстаємо, що

Jf (x0)Jf−1(t0) = Jf◦ f−1(t0) = JI (t0) = 1⇒ Jf−1(t0) =
1

Jf (x0)
,

або
D f−1(t0

1, . . . , t
0
n)

D(t1, . . . , tn)
=

1
D f (x0

1,... ,x
0
n)

D(x1,... ,xn)

.

Останнє спiввiдношення є узагальненням вiдомої формули по-
хiдної оберненої функцiї однiєї змiнної.

3.2.8. Диференцiйовнiсть композицiї скалярної функцiї кiль-
кох змiнних i вектор-функцiї однiєї змiнної. Нехай в умовах
пункту 3.2.7 p = m= 1, тобто

ϕ(t) = (ϕ1(t),ϕ2(t), . . .ϕn(t)), f (x) = f (x1,x2, . . . ,xn).
Тодi складена функцiя f (ϕ(t)) є скалярною функцiєю однiєї змiнної:

f (ϕ(t)) = f (ϕ1(t),ϕ2(t), . . . ,ϕn(t)).
Згiдно з п. 3.2.7, якщо функцiя ϕ(t) диференцiйовна у точцi t0

(а це має мiсце тодi й тiльки тодi, коли всi функцiї ϕk(t), k ∈ 1,n,
диференцiйовнi у точцi t0), а функцiя f (x) диференцiйовна у точцi
ϕ(t0) = x0 = (x0

1,x
0
2 . . . ,x

0
n), то функцiя f (ϕ(t)) диференцiйовна у то-

чцi t0. При цьому з рiвностi (20) випливає, що

( f (ϕ))′(t0) =
d f(ϕ)(t0)

dt
=



3.2.9]
Äèôåðåíöiéîâíiñòü êîìïîçèöi¨ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨êiëüêîõ çìiííèõ i âåêòîð-ôóíêöi¨ êiëüêîõ çìiííèõ 171

=
∂ f (x0)

∂x1
· dϕ1(t0)

dt
+ . . .+

∂ f (x0)
∂xn

· dϕn(t0)
dt

. (22)

Зокрема, якщо функцiя z(x,y) диференцiйовна у точцi (x0,y0), а
функцiї x(t) та y(t) диференцiйовнi у точцi t0, причому x(t0) = x0,
y(t0) = y0, то складена функцiя z(t) = z(x(t),y(t)) диференцiйовна у
точцi t0 i

dz(t0)
dt

=
∂z(x0,y0)

∂x
· dx(t0)

dt
+

∂z(x0,y0)
∂y

· dy(t0)
dt

, (23)

або, коротше,
dz
dt

=
∂z
∂x
· dx

dt
+

∂z
∂y
· dy

dt
. (24)

Приклад 7. Знайдемо похiдну z′(t) вiд суперпозицiї функцiй

z= sin(x2y) i x = cost, y = t3.

Маємо: z′x = 2xycos(x2y), z′y = x2cos(x2y), x′ =−sint, y′ = 3t2.
Тому за формулою (23)

z′(t) = 2xycos(x2y)(−sint)+x2cos(x2y)3t2,

де x = cost, y = t3.

3.2.9. Диференцiйовнiсть композицiї скалярної функцiї кiль-
кох змiнних i вектор-функцiї кiлькох змiнних. Нехай в умовах
пункту 3.2.7 m= 1, тобто f (x) = f (x1,x2, . . . ,xn), а вектор-функцiя
ϕ(t) така, як i була. Тодi складена функцiя

f (ϕ(t)) = f (ϕ1(t1, . . . , tp), . . . ,ϕn(t1, . . . , tp)).
Припустимо, що функцiя f (x) диференцiйовна в точцi ϕ(t0) =

= x0 = (x0
1, . . . ,x

0
n), а функцiя ϕ(t) визначена в деякому околi точки

t0 = (t0
1, . . . , t

0
p) i має в цiй точцi частинну похiдну ϕ′tk(t0) при фiксова-

ному k∈ 1, p. Останнє припущення рiвносильне одночасному iсну-
ванню частинних похiдних (ϕ1)′tk(t0), . . . , (ϕn)′tk(t0).

Виникає питання про iснування та обчислення частинної похi-
дної ( f (ϕ))′tk(t0).
� Щоб вiдповiсти на це питання, згадаємо, що за означенням

частинної похiдної

( f (ϕ))′tk(t0) = g′(t0
k),

де g(tk) = f (ϕ(t0
1, . . . , t

0
k−1, tk, t

0
k+1, . . . , t

0
p)) = f (ψ(tk)).

Так само, ϕ′tk(t0) = ψ′(t0
k) – ця похiдна iснує за припущенням.

Оскiльки ψ(tk) – n-вимiрна вектор-функцiя однiєї змiнної, дифе-
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ренцiйовна у точцi t0
k , то при дослiдженнi функцiї f (ψ(tk)) ми опиня-

ємося в умовах пункту 3.2.8. Тому можемо стверджувати, що iснує
( f (ψ))′(t0

k) = g′(t0
k), причому

g′(t0
k) = ( f (ψ))′(t0

k) =
∂ f (x0)

∂x1
·
dψ1(t0

k)
dtk

+

+
∂ f (x0)

∂x2
·
dψ2(t0

k)
dtk

+ . . .+
∂ f (x0)

∂xn
·
dψn(t0

k)
dtk

.

Враховуючи, що dψi(t0
k )

dtk
= ∂ϕi(x0)

∂tk
∀i ∈ 1,n, остаточно прийдемо до

iснування ( f (ϕ))′tk(t0) i рiвностi

∂ f (ϕ)(t0)
∂tk

=
∂ f (x0)

∂x1
· ∂ϕ1(t0)

∂tk
+

+
∂ f (x0)

∂x2
· ∂ϕ2(t0)

∂tk
+ . . .+

∂ f (x0)
∂xn

· ∂ϕn(t0)
∂tk

. � (24)

Зокрема, якщо функцiя z(x,y) диференцiйовна у точцi (x0,y0) а
функцiї x(u,v) та y(u,v) визначенi в околi точки (u0,v0) i мають ча-
стиннi похiднi x′u(u0,v0), y′u(u0,v0), то й складена функцiя z(u,v) =
= z
(
x(u,v),y(u,v)

)
має частинну похiдну z′u(u0,v0), причому

∂z(u0,v0)
∂u

=
∂z(x0,y0)

∂x
· ∂x(u0,v0)

∂u
+

∂z(x0,y0)
∂y

· ∂y(u0,v0)
∂u

. (25)

Аналогiчно, якщо iснують частиннi похiднi x′v(u0,v0), y′v(u0,v0),
то iснує частинна похiдна z′v(u0,v0), причому

∂z(u0,v0)
∂v

=
∂z(x0,y0)

∂x
· ∂x(u0,v0)

∂v
+

∂z(x0,y0)
∂y

· ∂y(u0,v0)
∂v

. (26)

Коротко формули (25), (26) записують так:
∂z
∂u

=
∂z
∂x
· ∂x

∂u
+

∂z
∂y
· ∂y

∂u
, (27)

∂z
∂v

=
∂z
∂x
· ∂x

∂v
+

∂z
∂y
· ∂y

∂v
. (28)

Приклад 8. Знайдемо частиннi похiднi z′u(u,v), z′v(u,v) вiд суперпозицiї
функцiй z= sin(x2y) i x = cos(u−v), y = u/v.

Скористаємося формулами (27), (28). Частиннi похiднi z′x, z′y знайде-
но у прикладi 7. Обчислюємо x′u = −sin(u− v), x′v = sin(u− v), y′u = 1/v,
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y′v =−u/v2. Тодi
∂z
∂u

= 2xycos(x2y)(−sin(u−v))+x2cos(x2y)
1
v
,

∂z
∂v

= 2xycos(x2y)sin(u−v)+x2cos(x2y)
(
− u

v2

)
,

де x = cos(u−v), y = u/v.

3.2.10. Iнварiантнiсть форми повного диференцiала. На
практицi часто потрiбно обчислити повний диференцiал вектор-
функцiї f (x) = f (x1, . . . ,xn) не в якiй-небудь однiй точцi x0, а у
довiльнiй точцi x, в якiй функцiя f диференцiйовна. Такий дифе-
ренцiал уже має позначення d f(x), у якому символ f позначає
задану функцiю, а x – точку, в якiй обчислюється диференцiал.
Проте, у в и п а д к у , к о л и ф у н к ц i я f з а д а є т ь с я в и р а з о м
f (x) , п i д з н а к о м д и ф е р е н ц i а л а п и ш у т ь о д р а з у ц е й
в и р а з , вважаючи, що вiн мiстить iнформацiю i про функцiю, i
про точку (див. приклад 1). Згiдно з формулами (2) i (4)

d f(x) = f ′(x)∆x (29)
для вектор-функцiї f , а якщо f – скалярна функцiя, то

d f(x1,x2, . . . ,xn) = f ′x1
(x1,x2, . . . ,xn)∆x1+

+ f ′x2
(x1,x2, . . . ,xn)∆x2 + . . .+ f ′xn

(x1,x2, . . . ,xn)∆xn. (30)
При зробленiй домовленостi з рiвностей (29), (30) дiстанемо:

dx= ∆x, dx1 = ∆x1, dx2 = ∆x2, . . . , dxn = ∆xn.

Тодi рiвностi (29), (30) можна переписати так:

d f(x) = f ′(x)dx (31)
для вектор-функцiї f ,

d f(x1,x2, . . . ,xn) = f ′x1
(x1,x2, . . . ,xn)dx1+

+ f ′x2
(x1,x2, . . . ,xn)dx2 + . . .+ f ′xn

(x1,x2, . . . ,xn)dxn. (32)
для скалярної функцiї f .

Зокрема, для функцiї двох змiнних f (x,y)
d f(x,y) = f ′x(x,y)dx+ f ′y(x,y)dy. (33)

Враховуючи рiвнiсть (9) п. 3.1.6 та рiвнiсть (29), для вектор-
функцiї f = ( f1, . . . , fn) дiстанемо ще одне представлення диферен-



3.2.10] Iíâàðiàíòíiñòü ôîðìè ïîâíîãî äèôåðåíöiàëà 174

цiала:

d

 f1(x)
. . .

fn(x)

=

 f ′1(x)
. . .

f ′n(x)

 ∆x =

=

 f ′1(x)∆x
. . .

f ′n(x)∆x

=

 d f1(x)
. . .

d fn(x)

 . (34)

Виявляється, що формули (31) – (33) мають одну перевагу над
формулами (29), (30) i (4).
� Припустимо, що вектор-функцiя f (x) диференцiйовна на

множинi E, а вектор-функцiя ϕ(t) диференцiйовна на множинi D,
причому ϕ(D) ⊂ E. Тодi за теоремою 6 на множинi E буде дифе-
ренцiйовною складена функцiя f (ϕ(t)). Застосуємо до неї рiвностi
(31), (19) i знову (31):

d f(ϕ(t)) = ( f (ϕ))′(t)dt =

= f ′(ϕ(t))ϕ′(t)dt = f ′(ϕ(t))dϕ(t).
Цебто рiвнiсть (31) залишилась правильною пiсля замiни в нiй

x на ϕ(t). Зокрема, якщо в останнiй рiвностi f = f (x,y) – числова
функцiя, а ϕ =

(
x(u,v),y(u,v)

)
, то

d f
(
x(u,v),y(u,v)

)
= f ′

(
x(u,v),y(u,v)

)
d

(
x(u,v)
y(u,v)

)
=

=
(

f ′x
(
x(u,v),y(u,v)

)
, f ′y
(
x(u,v),y(u,v)

)) ( dx(u,v)
dy(u,v)

)
=

= f ′x
(
x(u,v),y(u,v)

)
dx(u,v)+ f ′y

(
x(u,v),y(u,v)

)
dy(u,v).

Бачимо, що рiвнiсть (33) залишається правильною пiсля замiни
x та y на x(u,v) та y(u,v), вiдповiдно.

Такий самий ефект має мiсце i для рiвностi (32).�
Отже, має мiсце
Теорема 7 (про iнварiантнiсть форми повного диференцiала).

1. Нехай вектор-функцiя f (x) диференцiйовна на множинi E,
а вектор-функцiя ϕ(t) диференцiйовна на множинi D, причо-
му ϕ(D) ⊂ E. Тодi рiвнiсть (31) залишиться правильною пiсля
замiни x на ϕ(t).
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2. Якщо скалярна функцiя f (x1,x2, . . . ,xn) диференцiйовна на
множинi E, а скалярнi функцiї ϕ1(t1, t2, . . . , tp), ϕ2(t1, t2, . . . , tp),
. . . , ϕn(t1, t2, . . . , tp) диференцiйовнi на множинi D, причому(
ϕ1(D),ϕ2(D), . . . ,ϕn(D)

)
⊂ E, то рiвнiсть (32) залишиться

правильною пiсля замiни кожної змiнної xi , i ∈ 1,n, на функцiю
ϕi(t1, t2, . . . , tp).

Iнварiантна властивiсть диференцiала, як i його найпростiшi
властивостi, часто застосовуються на практицi.

Приклад 9. Обчислимо диференцiал darcsiny
√

x
z. Маємо:

darcsiny

√
x
z

(31)
=

1√
1−y2 x

z

dy

√
x
z
, dy

√
x
z

(13)
=
√

x
z

dy+y d

√
x
z
,

d

√
x
z

(31)
=

1
2

√
z
x

d
z
x

(15)
=

1
2

√
z
x

zdx−xdz
z2 ,

де над знаками рiвностi вказанi номери використовуваних формул. Отже,

darcsiny

√
x
z

=
1√

1−y2 x
z

(√
x
z

dy+
ydx

2
√

xz
− y
√

x
2z
√

z
dz

)
.

3.2.11. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Якщо функцiя f (x,y) має частиннi похiднi у точцi (x0,y0), то вона
має у цiй точцi повний диференцiал.

2. Твердження, обернене до твердження 1, є правильним.

3. Функцiя f (x,y) має у точцi (x0,y0) повний диференцiал, якщо f ′x i f ′y
неперервнi у цiй точцi.

4. Якщо для деякої точки (x0,y0) ∆ f (x0,y0) = f (x,y,z)− f (x0,y0) =
= d f(x0,y0) ∀(x,y), то f (x,y) = ax+by+c ∀(x,y).

5. Твердження, обернене до 4, є правильним.

6. Пряма є дотичною до даної поверхнi у точцi A0, якщо вона є доти-
чною до будь-якої кривої, що лежить на поверхнi i проходить через
точку A0.

7. Дотична площина до даної поверхнi має з цiєю поверхнею лише
одну спiльну точку.

8. Нормаль до поверхнi у точцi A0 iснує тодi й тiльки тодi, коли по-
верхня має у цiй точцi дотичну площину.

9. Для вектор-функцiї f похiдна f ′(M0) – це матриця лiнiйного опе-
ратора d f(M0).
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10. Якщо оператор f диференцiйовний на множинi E, то множина E
вiдкрита.

11. Якщо складений оператор f (ϕ(t)), t ∈ O(t0), є диференцiйовним у
точцi t0, то внутрiшнiй i зовнiшнiй оператори диференцiйовнi вiд-
повiдно у точках t0 i x0 = ϕ(t0).

12. Функцiя Дiрiхле D(x) та композицiя D ◦D є недиференцiйовними
функцiями у будь-якiй точцi x0 ∈ R.

13. Для заданого оператора f i заданої точки x0 диференцiал Гато
d∗ f (x0) може бути не єдиним.

14. Якщо оператор f слабко диференцiйовний у точцi x0, то вiн є непе-
рервним у цiй точцi.

15. Множники у формулi (19) можна помiняти мiсцями.

16. Теореми 5, 6 не можна застосувати для функцiй однiєї змiнної.

17. Якщо вектор-функцiя f має обернену функцiю f−1 в околi точки
M0 i диференцiйовна у цiй точцi, то обернена функцiя є диференцi-
йовною у точцi f (M0).

18. Диференцiал, записаний у формi (29), має iнварiантну властивiсть.

19. Прирiст довiльного оператора ∆ f (x) = f (x+ ∆x)− f (x) має iнварi-
антну властивiсть.

20. Без формули (23) неможливо обчислити похiдну функцiї z(t) =
= z(x(t),y(t)).

21. Формулу (24) можна отримати з (20) за умови диференцiйовностi
функцiї ϕ(t) у точцi t0.

22. Найпростiшi властивостi диференцiала скалярної функцiї виплива-
ють з iнварiантної властивостi повного диференцiала.

II. Довести данi твердження.

1. Функцiя f (M) = f (x,y) =

{
x2y

x2+y2 , коли (x,y) 6= (0,0),
0, коли (x,y) = (0,0),

має

скiнченнi частиннi похiднi у точцi M0 = (0,0), функцiя M = M(t) =
= (x(t),y(t)) = (t, t) диференцiйовна у точцi t0 = 0, але
f (M(t))′|t=0 6= f ′x(M0) ·x′(t0)+ f ′y(M0) ·y′(t0).

2. Функцiя f (M) = f (x,y) =

{
x

5
3 y

x2+y2 , коли (x,y) 6= (0,0),
0, коли (x,y) = (0,0),

має скiн-

ченнi частиннi похiднi у точцi M0 = (0,0), функцiя M = M(t) =
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= (x(t),y(t)), де x(t) = t, y(t) =
{

t
4
3 sin1

t , коли t 6= 0,
0, коли t = 0,

диферен-

цiйовна у точцi t0 = 0, але функцiя u = f (M(t)) недиференцiйовна у
точцi t0 = 0.

3.3. Похiднi та диференцiали вищих порядкiв.
Формула Тейлора для функцiї кiлькох змiнних

У даному пiдроздiлi поняття похiдних i диференцiалiв вищих по-
рядкiв та формула Тейлора для функцiй однiєї змiнної узагальнюю-
ться на випадок скалярних функцiй кiлькох змiнних.

3.3.1. Частиннi похiднi вищих порядкiв. Нехай скалярна
функцiя f (x,y,z) має в кожнiй точцi околу O(M0) точки M0 частин-
нi похiднi f ′x, f ′y, f ′z. Цi частиннi похiднi як функцiї змiнних x, y, z
можуть мати частиннi похiднi по вказаних змiнних у точцi M0, якi
називають частинними похiдними другого порядку функцiї f у
точцi M0 i позначають:

f ′′xx(M0) := f ′′x2(M0) :=( f ′x)
′
x(M0)=:

∂2 f (M0)
∂x2 =:

∂2 f (M0)
∂x∂x

(читається: “еф два штрихи по iкс-iкс” або “по iкс квадрат” або “де
два еф по де iкс квадрат у точцi M0”);

f ′′xy(M0) :=( f ′x)
′
y(M0)=:

∂2 f (M0)
∂x∂y

; f ′′xz(M0) :=( f ′x)
′
z(M0)=:

∂2 f (M0)
∂x∂z

(читається: “еф два штрихи по iкс-iгрек” або “де два еф по де iкс де
iгрек у точцi M0” i аналогiчно для f ′′xz = ∂2 f

∂x∂z);

f ′′yx(M0) :=( f ′y)
′
x(M0)=:

∂2 f (M0)
∂y∂x

; f ′′yz(M0) :=( f ′y)
′
z(M0)=:

∂2 f (M0)
∂y∂z

;

f ′′yy(M0) := f ′′y2(M0) :=( f ′y)
′
y(M0)=:

∂2 f (M0))
∂y2 =:

∂2 f (M0)
∂y∂y

;

f ′′zx(M0) :=( f ′z)
′
x(M0)=:

∂2 f (M0)
∂z∂x

; f ′′zy(M0) :=( f ′z)
′
y(M0)=:

∂2 f (M0)
∂z∂y

;

f ′′zz(M0) := f ′′z2(M0) :=( f ′z)
′
z(M0)=:

∂2 f (M0)
∂z2 =:

∂2 f (M0)
∂z∂z

.

Якщо всi частиннi похiднi f ′x, f ′y та f ′z визначенi в деякому околi
точки M0 i є диференцiйовними функцiями у точцi M0, то функцiю
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f (x,y,z) називають двiчi диференцiйовною у точцi M0. За теоре-
мою 1 п. 3.1.2 така функцiя має у точцi M0 всi частиннi похiднi дру-
гого порядку. З iншого боку, за теоремою 2 п. 3.1.3 iснування всiх
частинних похiдних другого порядку у деякому околi точки M0 та не-
перервнiсть їх у точцi M0 гарантує двiчi диференцiйовнiсть функцiї
f (x,y,z) у точцi M0.

Так само, якщо частиннi похiднi другого порядку iснують в околi
O(M0) точки M0, а в самiй точцi M0 мають, у свою чергу, частиннi
похiднi по x, по y чи по z, то останнi називаються частинними по-
хiдними третього порядку функцiї f у точцi M0 i позначаються

f ′′′xxx(M) = f ′′′x3 (M) :=( f ′′x2)′x(M) =
∂3 f (M)

∂x3 =
∂3 f (M)
∂x∂x∂x

;

f ′′′xyx(M) :=( f ′′xy)
′
x(M) =

∂3 f (M)
∂x∂y∂x

; f ′′′xzx(M) :=( f ′′xz)
′
x(M) =

∂3 f (M)
∂x∂z∂x

;

f ′′′xxy(M) = f ′′′x2y(M) :=( f ′′x2)′y(M) =
∂3 f (M)
∂x2∂y

=
∂3 f (M)
∂x∂x∂y

; . . . .

Методом математичної iндукцiї визначаються частиннi похi-
днi функцiї f довiльного порядку n ∈ N. Їх називають ще n-ими
частинними похiдними функцiї f у точцi M0. Зокрема,

f (n)
xn (M0) :=

(
f (n−1)
xn−1

)′
x
(M0)=:

∂n f (M0)
∂xn ;

f (n)
xkyn−k(M0) :=

(
f (n−1)
xkyn−k−1

)′
y
(M0)=:

∂n f (M0)
∂xk∂yn−k .

Частиннi похiднi f (n)
xn , f (n)

yn , f (n)
zn називають чистими частинни-

ми похiдними n-го порядку функцiї f , а всi iншi частиннi похiднi
n-го порядку функцiї f називають мiшаними.

Наприклад, f ′′x2, f ′′y2, f ′′z2 – чистi частиннi похiднi другого порядку
функцiї f , а f ′′xy, f ′′yx, f ′′xz, f ′′zx, f ′′yz, f ′′zy– мiшанi частиннi похiднi другого
порядку функцiї f трьох змiнних.

Функцiю кiлькох змiнних f називають n разiв диференцiйов-
ною у точцi M0 (n= 2,3, . . . ), якщо всi її частиннi похiднi (n−1)-го
порядку визначенi у деякому околi точки M0 i є диференцiйовними
функцiями у цiй точцi.

Функцiю f називають n разiв диференцiйовною в областi D,
якщо вона n разiв диференцiйовна в кожнiй точцi областi D.
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Приклад 1. Якщо f (x,y,z) = x2 − 2xy+ z2, то f ′x(x,y,z) = 2x− 2y,
f ′y(x,y,z) =−2x, f ′z(x,y,z) = 2z.

Тому f ′′
x2(x,y,z) = 2, f ′′

y2(x,y,z) = 0, f ′′
z2(x,y,z) = 2, f ′′xy(x,y,z) = −2,

f ′′xz(x,y,z) = 0, f ′′yx(x,y,z) =−2, f ′′yz(x,y,z) = 0, f ′′zx(x,y,z) = 0, f ′′zy(x,y,z) = 0.
Отже, дана функцiя має неперервнi частиннi похiднi другого порядку

в областi R3 i тому вона є тричi диференцiйовною в цiй областi.

Для заданої функцiї f ′′xy = f ′′yx, f ′′xz = f ′′zx i f ′′yz = f ′′zy.
Виникає питання про рiвнiсть мiшаних похiдних n-го порядку

довiльної функцiї f , коли цi мiшанi похiднi iснують.
Розглянемо функцiю

f (x,y) =

{
xy· x2−y2

x2+y2 , коли (x,y) 6= (0,0),
0, коли (x,y) = (0,0).

Для точок (x,y) 6= (0,0)

f ′x(x,y) = y
(

x2−y2

x2+y2 + 4x2y2

(x2+y2)2

)
,

f ′y(x,y) =−x
(

y2−x2

y2+x2 + 4x2y2

(y2+x2)2

)
,

а f ′x(0,0) = f ′y(0,0) = 0 (впевнiться у цьому).
Тому

f ′′xy(0,0) = lim
∆y→0

f ′x(0,∆y)− f ′x(0,0)
∆y = lim

∆y→0

−∆y
∆y =−1,

а

f ′′yx(0,0) = lim
∆x→0

f ′y(∆x,0)− f ′y(0,0)
∆x = lim

∆x→0

−∆x
∆x = 1 6= f ′′xy(0,0).

Отже, вiдповiдь на поставлене вище питання, взагалi кажучи,
негативна: iснування мiшаних похiдних f ′′xy(M) i f ′′yx(M) не гарантує
їх рiвностi.
� Накладемо на одну з мiшаних похiдних, наприклад, на f ′′xy,

умову неперервностi у точцi (x0,y0) i вважатимемо, що в околi то-
чки (x0,y0) iснують f ′x та f ′y. Тодi

f ′′yx(x0,y0) := lim
∆x→0

f ′y(x0 + ∆x,y0)− f ′y(x0,y0)
∆x

=

= lim
∆x→0

1
∆x

(
lim

∆y→0

f (x0 + ∆x,y0 + ∆y)− f (x0 + ∆x,y0)
∆y

−

− lim
∆y→0

f (x0,y0 + ∆y)− f (x0,y0)
∆y

)
=
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= lim
∆x→0

lim
∆y→0

1
∆x∆y

(
f (x0 + ∆x,y0 + ∆y)− f (x0 + ∆x,y0)−

− f (x0,y0 + ∆y)+ f (x0,y0)
)

=: lim
∆x→0

lim
∆y→0

ϕ(x0 + ∆x)−ϕ(x0)
∆x∆y

,

де ϕ(x) := f (x,y0 + ∆y)− f (x,y0).
За теоремою Лагранжа про скiнченнi прирости дiстаємо

ϕ(x0 + ∆x)−ϕ(x0) = ϕ′(x0 + θ1∆x)∆x =

= ( f ′x(x0 + θ1∆x,y0 + ∆y)− f ′x(x0 + θ1∆x,y0))∆x =

= f ′′xy(x0 + θ1∆x,y0 + θ2∆y)∆x∆y,

де 0< θ1,θ2 < 1.
Отже,

f ′′xy(x0 + θ1∆x,y0 + θ2∆y) =
f ′x(x0 + θ1∆x,y0 + ∆y)− f ′x(x0 + θ1∆x,y0)

∆y
i

f ′′yx(x0,y0) = lim
∆x→0

lim
∆y→0

f ′′xy(x0 + θ1∆x,y0 + θ2∆y),

якщо ця границя iснує. За умовою f ′′xy неперервна у точцi (x0,y0).
Тому iснують границi

lim
∆y→0

f ′′xy(x0 + θ1∆x,y0 + θ2∆y) =

= lim
∆y→0

f ′x(x0 + θ1∆x,y0 + ∆y)− f ′x(x0 + θ1∆x,y0)
∆y

= f ′′xy(x0 + θ1∆x,y0)

та

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

f ′′xy(x0 + θ1∆x,y0 + θ2∆y) = f ′′xy(x0,y0).

За вiдомим твердженням про iснування повторної границi (п. 2.2.2,
теорема 2)

∃ lim
∆x→0

lim
∆y→0

f ′′xy(x0 + θ1∆x,y0 + θ2∆y) =

= lim
(∆x,∆y)→(0,0)

f ′′xy(x0 + θ1∆x,y0 + θ2∆y) = f ′′xy(x0,y0)

i тому ∃ f ′′yx(x0,y0) = f ′′xy(x0,y0).�
Таким чином, доведена
Теорема 1 (про iснування та рiвнiсть мiшаних похiдних). Нехай

в околi точки (x0,y0) iснують частиннi похiднi f ′x, f ′y i f ′′xy, при-
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чому f ′′xy неперервна у точцi (x0,y0). Тодi у точцi (x0,y0) iснує
f ′′yx(x0,y0) i

f ′′xy(x0,y0) = f ′′yx(x0,y0). (1)
Зокрема, якщо f ′′xy та f ′′yx неперервнi у точцi (x0,y0), то має мi-
сце рiвнiсть (1).

Для функцiї m змiнних f (x1,x2, . . . ,xm) частиннi похiднi n-го по-
рядку можна записати у виглядi

∂n f (M)
∂xi1∂xi2 . . .∂xin

=: f (n)
xi1xi2...xin

(M), (2)

де ik ∈ 1,m ∀k ∈ 1,n, причому кiлькiсть таких частинних похiдних
дорiвнює mn.

За допомогою теореми 1 можна показати, що коли мiшанi по-
хiднi (2) неперервнi у точцi M, то iндекси i1, i2, . . . , in можна пере-
ставляти мiсцями яким завгодно чином i значення мiшаної похiдної
вiд цього не змiниться. Наприклад,

f ′′′xyz= f ′′′zxy= f ′′′yzx= f ′′′zyx= f ′′′xzy= f ′′′yxz

за умови неперервностi всiх цих мiшаних похiдних.

3.3.2. Диференцiали вищих порядкiв. Якщо скалярна фун-
кцiя f (M) = f (x1,x2, . . . ,xm) диференцiйовна у точцi M0, то вона має
у цiй точцi повний диференцiал, або перший диференцiал

dh f (M0) =
m

∑
k1=1

∂ f (M0)
∂xk1

∆xk1 =: d1
h f (M0).

Далi застосуємо метод математичної iндукцiї. Припустимо, що у
випадку, коли функцiя f є n разiв диференцiйовною у деякiй точцi
M0 ∈ Rm, для неї вже визначено n-й диференцiал, або диференцiал
n-го порядку у точцi M0, який має вигляд

dn
h f (M0) =

m

∑
k1=1

∆xk1

m

∑
k2=1

∆xk2 . . .
m

∑
kn=1

∂n f (M0)
∂xk1∂xk2 . . .∂xkn

∆xkn. (3)

Визначимо тепер диференцiал (n+1)-го порядку функцiї f у то-
чцi M0 у випадку, коли ця функцiя n+ 1 раз диференцiйовна у то-
чцi M0. Згiдно з означенням, функцiя f є n разiв диференцiйовною
у деякому околi O(M0) точки M0. Тому, за припущенням iндукцiї,
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функцiя f у кожнiй точцi M ∈O(M0) має диференцiал

dn
h f (M) =

m

∑
k1=1

∆xk1

m

∑
k2=1

∆xk2 . . .
m

∑
kn=1

∂n f (M)
∂xk1∂xk2 . . .∂xkn

∆xkn. (4)

Оскiльки функцiї ∂n f (M)
∂xk1∂xk2...∂xkn

диференцiйовнi у точцi M0, то з

рiвностi (4) випливає, що при кожному фiксованому h∈ Rm дифе-
ренцiал dn

h f є скалярною функцiєю вiд M, визначеною в O(M0) i
диференцiйовною в точцi M0. Тому вiн має у точцi M0 свiй повний
диференцiал при цьому самому h:

dh(dn
h f )(M0)=: dn+1

h f (M0), (5)
який ми й назвемо (n+ 1)-шим диференцiалом або диференцiа-
лом (n+ 1)-го порядку функцiї f у точцi M0 (при заданому зна-
ченнi h).

З рiвностей (4) та (5) випливає, що формула (3) зберiгається
при переходi вiд n∈ N до n+1:

dn+1
h f (M0) =

m

∑
k1=1

∆xk1

m

∑
k2=1

∆xk2 . . .
m

∑
kn=1

m

∑
kn+1=1

∂n+1 f (M0)
∂xk1∂xk2 . . .∂xkn+1

∆xkn+1.

Отже, за принципом математичної iндукцiї, при кожному n∈ N
поняття диференцiала n-го порядку у точцi M0 визначено для
довiльної функцiї f , що є n разiв диференцiйовною у цiй точцi. При
цьому є правильною формула (3).

Якщо точка M0 фiксована, то диференцiал dn
h f (M0) є функцi-

єю вiд h ∈ Rm. Зауважимо, що у рiвностi (3) часто замiсть h =
= (∆x1,∆x2, . . . ,∆xm) беруть h = (dx1,dx2, . . . ,dxm), а в позначеннi
dn

h f (M0) iндекс h i точку M0 часто опускають.
Приклад 2. Знайдемо d3z, якщо z= xlny. Маємо:

dz= z′x dx+z′ydy= lny dx+
x
y

dy.

Далi двiчi скористаємося рiвнiстю (5):

d2z= d(dz) = (dz)′x dx+(dz)′ydy=

=
1
y

dydx+
(

1
y

dx− x
y2 dy

)
dy=

2
y

dxdy− x
y2 dy2 ;

d3z= d(d2z) = (d2z)′x dx+(d2z)′ydy=

=− 1
y2 dy2dx+

(
− 2

y2 dxdy+
2x
y3 dy2

)
dy=− 3

y2 dxdy2 +
2x
y3 dy3.
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Вважаючи f функцiєю двох змiнних, легко дiстати, що коли вона
має неперервнi n-нi частиннi похiднi, то

dh f (M) =
∂ f (M)

∂x
dx+

∂ f (M)
∂y

dy=:
( ∂

∂x
dx+

∂
∂y

dy
)

f (M),

d2
h f (M) =

(∂ f (M)
∂x

dx+
∂ f (M)

∂y
dy
)′

x
dx+

+
(∂ f (M)

∂x
dx+

∂ f (M)
∂y

dy
)′

y
dy=

=
∂2 f (M)

∂x2 dx2 +2
∂2 f (M)

∂x∂y
dxdy+

∂2 f (M)
∂y2 dy2=:

=:
( ∂2

∂x2 dx2 +2
∂2

∂x∂y
dxdy+

∂2

∂y2 dy2
)

f (M)=:

=:
( ∂

∂x
dx+

∂
∂y

dy
)2

f (M). (6)

I взагалi,

dn
h f (M) =

( ∂
∂x

dx+
∂
∂y

dy
)n

f (M) ∀n∈ N. (7)

Виявляється, що подiбна формула має мiсце для будь-якої фун-
кцiї f (x1,x2, . . . ,xm) кiлькох змiнних, що має неперервнi частиннi
похiднi:

dn
h f (M) =

( ∂
∂x1

dx1 +
∂

∂x2
dx2 + . . .+

∂
∂xm

dxm

)n
f (M). (8)

Вираз
(

∂
∂x1

dx1 + ∂
∂x2

dx2 + . . .+ ∂
∂xm

dxm

)n
задає так званий дифе-

ренцiальний оператор n-го порядку, який визначено на множинi
n раз диференцiйовних функцiй f (x1,x2, . . . ,xm). Для знаходження
значення цього оператора вiд даної функцiї f слiд формально зна-

йти n-ий степiнь суми
(

∂
∂x1

dx1 + . . .+ ∂
∂xm

dxm

)
, пiсля чого в чисель-

нику кожного доданка бiля символа ∂n записати f (M) i одержати
∂n f (M). Наприклад,

d3
h f (x,y) =

( ∂
∂x

dx+
∂
∂y

dy
)3

f (x,y) =

=
( ∂3

∂x3 dx3 +3
∂3

∂x2∂y
dx2dy+3

∂3

∂x∂y2 dxdy2 +
∂3

∂y3 dy3
)

f (M) =
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=
∂3 f (M)

∂x3 dx3 +3
∂3 f (M)
∂x2∂y

dx2dy+3
∂3 f (M)
∂x∂y2 dxdy2 +

∂3 f (M)
∂y3 dy3.

Приклад 3. Знайдемо d3z для функцiї z = xlny з прикладу 2, скори-
ставшись формулою (7). Маємо: z′x = lny, z′y = x

y; z′′x2
= 0, z′′xy = 1

y , z′′
y2 = 0;

z′′′
x3 = z′′′

x2y
= 0, z′′′

y3. Частиннi похiднi третього порядку визначенi i неперерв-
нi на областi визначення D(z) функцiї z. Тому функцiя z тричi диференцi-
йовна i

d3z= 0dx3 +3·0dx2dy− 3
y2 dxdy2 +

2x
y3 dy3.

Нехай числова функцiя f (x,y) двiчi диференцiйовна у кожнiй то-
чцi M = (x,y) областi D, а M = (x,y) = (x(t),y(t)) ∈ D ∀t ∈ D(M) ⊂
⊂R1, а M є двiчi диференцiйовною (покоординатно) функцiєю у ко-
жнiй точцi t ∈ D(M).

Користуючись рiвнiстю (33) п. 3.2.10 та iнварiантною властивi-
стю диференцiала першого порядку, знайдемо при h = ∆t:

dh f (M) = f ′xdx+ f ′ydy=
(

f ′x(M)x′(t)+ f ′y(M)y′(t)
)

∆t.

Далi, вважаючи f ′′xy(M) = f ′′yx(M) i використовуючи найпростiшi
властивостi диференцiала, дiстаємо

d2
h f (M) =

(
x′(t) ·dh f ′x(M)+ f ′x(M) ·dx′(t)+

+y′(t) ·dh f ′y(M)+ f ′y(M)dy′(t)
)
∆t =

=
(

x′(t)
(

f ′′xx(M) ·x′(t)+ f ′′xy(M)y′(t)
)

∆t+

+ f ′x(M) ·x′′(t)∆t +y′(t)
(

f ′′yx(M)x′(t)+

+ f ′′yy(M)y′(t)
)

∆t + f ′y(M)y′′(t)∆t
)

∆t =

= f ′′x2(M)(dx)2 +2 f ′′xy(M)dxdy+

+ f ′′y2(M)(dy)2 + f ′x(M)d2x+ f ′y(M)d2y.

Порiвнюючи цю рiвнiсть з рiвнiстю (6), бачимо, що д р у г и й
д и ф е р е н ц i а л , в з а г а л i к а ж у ч и , н е м а є в л а с т и в о с т i
i н в а р i а н т н о с т i ф о р м и . Те саме можна сказати i про dn f (M)
∀n> 2.

3.3.3. Формула Тейлора. Для дiйсної функцiї ϕ однiєї змiнної,
що має n+ 1 похiдну в iнтервалi (a;b), i точки x0 ∈ (a;b) правильна
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формула Тейлора:

ϕ(x) = ϕ(x0)+
ϕ′(x0)

1!
(x−x0)+

ϕ′′(x0)
2!

(x−x0)2 + . . .+

+
ϕ(n)(x0)

n!
(x−x0)n +

ϕ(n+1)(c)
(n+1)!

(x−x0)n+1 ∀x∈ (a;b), (9)

де c = x0 + θ(x−x0), 0< θ< 1.
Цю формулу можна переписати у виглядi

∆ϕ(x0) =
dϕ(x0)

1!
+

d2ϕ(x0)
2!

+ . . .+
dnϕ(x0)

n!
+

dn+1ϕ(c)
(n+1)!

.

Природно виникає питання про правильнiсть аналогiчної фор-
мули для функцiї f кiлькох змiнних. Для простоти мiркувань роз-
глянемо функцiю f (x,y) двох змiнних.
� Припустимо, що функцiя f (x,y) є n+ 1 раз диференцiйовною

в областi D. Зафiксуємо точки M0 = (x0,y0) i M1 = (x1,y1), для яких
вiдрiзок [M0;M1] = {M ∈ R2: M = M0 + t(M1−M0), t ∈ [0;1]} ⊂ D.

Розглянемо вектор-функцiю M(t) = M0 + t(M1−M0), t ∈ R, з
компонентами x(t) = x0+t(x1−x0) та y(t) = y0+t(y1−y0). Оскiльки
M([0;1]) = [M0;M1] ⊂ D, то на вiдрiзку [0;1] визначена композицiя
ϕ(t) = f (M(t)), причому ϕ(0) = f (M0), ϕ(1) = f (M1).

Щоб мати можливiсть хоча б формально записати для функцiї
ϕ(t) рiвнiсть (9), потрiбно щоб ця функцiя була визначена на дея-
кому iнтервалi (a;b)⊃ [0;1]. Спробуємо вказати такий iнтервал.

Враховуючи, що множина D вiдкрита, а функцiя M(t) неперерв-
на наR, знайдемо спочатку ε> 0: Oε(M0)⊂D i Oε(M1)⊂D, а потiм
δ > 0: M(t) ∈ Oε(M0) ∀t ∈ Oδ(0) та M(t) ∈ Oε(M1) ∀t ∈ Oδ(1). При
цьому M(t) ∈ D ∀t ∈ (−δ;1+ δ), i тому функцiя ϕ(t) = f (M(t)) ви-
значена на iнтервалi (−δ;1+δ). Дослiдимо її на диференцiйовнiсть.

Згiдно з формулою (24) п. 3.2.8

ϕ′(t) = f ′x(M(t))x′(t)+ f ′y(M(t))y′(t) =

= f ′x(M(t))(x1−x0)+ f ′y(M(t))(y1−y0) ∀t ∈ (−δ;1+ δ),
або

ϕ′(t) = dh f (M(t)) ∀t ∈ (−δ;1+ δ), (10)
де h = (x1−x0,y1−y0) = M1−M0.

Далi скористаємося методом математичної iндукцiї. Припусти-
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мо, що при деякому k ∈ 1,n−1 функцiя ϕ(t) має k-ту похiдну на
iнтервалi (−δ;1+ δ), причому ця похiдна

ϕ(k)(t) = dk
h f (M(t)) ∀t ∈ (−δ;1+ δ), (11)

де h = M1−M0.
Введемо допомiжну функцiю f1(M) = dk

h f (M), M ∈ D, яка є ди-
ференцiйовною в D, в силу n разiв диференцiйовностi функцiї f .
Якщо позначити ψ(t) = f1(M(t)), то для цiєї функцiї буде правиль-
ною рiвнiсть (10):

ψ′(t) = dh f1(M(t)) ∀t ∈ (−δ;1+ δ).
Але ψ′(t) = ϕ(k)(t), згiдно з рiвнiстю (11), а

dh f1(M(t)) = dh(dk
h f )(M(t)) = dk+1

h f (M(t)).
Отже, для будь-якого t ∈ (−δ;1+δ) iснує похiдна ϕ(k)(t), яка дорiв-
нює dk+1

h f (M(t)).
Згiдно з принципом математичної iндукцiї, функцiя ϕ(t) є n разiв

диференцiйовною на iнтервалi (−δ;1+ δ) i для будь-якого k ∈ 1,n
правильна рiвнiсть (11). Таким чином, для функцiї ϕ(t) правильна
формула Тейлора (9) при x0 = 0, x = 1, тобто

ϕ(1) = ϕ(0)+
ϕ′(0)

1!
+

ϕ′′(0)
2!

+ . . .+
ϕ(n)(0)

n!
+

ϕ(n+1)(c)
(n+1)!

,

де c∈ (0;1). Враховуючи формулу (11), звiдси дiстаємо:

f (M1) = f (M0)+
dh f (M0)

1!
+

d2
h f (M0)

2!
+ . . .+

dn
h f (M0)

n!
+

dn+1
h f (M∗)
(n+1)!

,

де M∗ ∈ (M0;M1), а h = M1−M0.
Такi ж самi мiркування, як для функцiї двох змiнних, справедливi

i для функцiї n змiнних.�
Отже, має мiсце
Теорема 2 (про формулу Тейлора). Нехай функцiя f є n+1 раз

диференцiйовною в областi D i M0 – фiксована точка D. Тодi
для будь-якої точки M, для якої [M0;M] ⊂ D, правильна фор-
мула Тейлора:

f (M) = f (M0)+
dh f (M0)

1!
+

d2
h f (M0)

2!
+ . . .+

+
dn

h f (M0)
n!

+
dn+1

h f (M∗)
(n+1)!

, (12)
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де h = M−M0, а M∗ ∈ (M0;M).
Приклад 4. Запишемо Формулу Тейлора для функцiї z = xlny у то-

чцi M0 = (1,1) при n = 2. Згiдно з прикладами 2, 3, дана функцiя три-
чi диференцiйовна у своїй областi визначення D: y > 0, тобто у верх-
нiй пiвплощинi. Тому для неї правильна формула (12) при n = 2 в будь-
якiй точцi M ∈ D. Користуючись прикладом 2, знайдемо dz(1,1) = dy,
d2z(1,1) = 2dxdy− dy2, d3z(x∗,y∗) = − 3

y2∗
dxdy2 + 2x∗

y3∗
dy3. Покладаючи у

формулi (12) n = 2, h = (dx,dy) = (x−1,y−1), дiстанемо:

xlny = (y−1)+
1
2!

(
2(x−1)(y−1)− (y−1)2)+

+
1
3!

(
− 3

y2
∗
(x−1)(y−1)2 +

2x∗
y3
∗

(y−1)3
)
,

де x∗ = 1+ θ(x−1), y∗ = 1+ θ(y−1), 0< θ< 1.

Якщо в умовах теореми 2 n= 0, то дiстаємо формулу Лагранжа
для функцiї кiлькох змiнних: f (M) = f (M0)+dh(M∗), або

f (M)− f (M0) = f ′(M∗)(M−M0). (13)
Зокрема, для функцiї двох змiнних

f (x,y)− f (x0,y0) = f ′x(x∗,y∗)(x−x0)+ f ′y(x∗,y∗)(y−y0).
Оскiльки будь-якi двi точки областi D можна сполучити лама-

ною, що цiлком мiститься у D, то за допомогою формули Лагранжа
легко довести наступний

Наслiдок 1 (критерiй сталостi функцiї). Для того щоб функцiя
f (x1,x2, . . . ,xm) була сталою в областi D, необхiдно й досить,
щоб f ′x1

= f ′x2
= . . .= f ′xm

≡ 0 у цiй областi.
3.3.4. Контрольнi запитання i завдання.

I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.
1. Якщо функцiя f диференцiйовна в областi D, то вона має в цiй

областi частиннi похiднi другого порядку.

2. Твердження, обернене до 1, є правильним.

3. Функцiя f (x,y) =
{

x2ysin1
x , коли x 6= 0,

0, коли x = 0,
є диференцiйовною в

областi D = R2 i має в D частиннi похiднi другого порядку.

4. Якщо iснують частиннi похiднi f ′′′xyx(M0) i f ′′′xxy(M0), то вони рiвнi мiж
собою.

5. f ′′xy(x0,y0)≈ f ′x(x0+∆x,y0)− f ′x(x0,y0)
∆x , коли 0 6= ∆x≈ 0.
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6. Якщо функцiя f двiчi диференцiйовна в областi D, то вона має в цiй
областi: а) частиннi похiднi другого порядку i б) неперервнi частин-
нi похiднi першого порядку.

7. Твердження, обернене до 6 а), є правильним.

8. Якщо функцiя f має в областi D неперервнi частиннi похiднi друго-
го порядку, то вона двiчi диференцiйовна в D.

9. Функцiя f є n разiв диференцiйовною у точцi M0 тодi й тiльки тодi,
коли iснують усi її частиннi похiднi n-го порядку у цiй точцi.

10. Кiлькiсть усiх частинних похiдних n-го порядку функцiї m змiнних
f (x1,x2, . . . ,xm) у точцi M0 (якщо вони iснують) становить mn.

11. Якщо функцiя f є n разiв диференцiйовною у точцi M0, то ∀k ∈
∈ 1,n−1 вона є k разiв диференцiйовною у деякому околi точки M0.

12. ∂n f (x,y)
∂xk∂yn−k , k ∈ 0,n, – це всi можливi частиннi похiднi n-го порядку

функцiї f (x,y).

13. Якщо в деякiй областi D функцiя f (x,y) має неперервнi частиннi
похiднi з твердження 12, то вона може не бути n разiв диференцi-
йовною у цiй областi.

14. Iснування усiх частинних похiдних n-го порядку функцiї f у деякому
околi точки M0 та їх неперервнiсть у самiй точцi M0 гарантує n разiв
диференцiйовнiсть функцiї f у точцi M0.

15. Диференцiали вищих порядкiв володiють властивiстю iнварiантно-
стi форми.

16. Формула для обчислення dn f (x,y) за формою аналогiчна формулi
бiнома Ньютона.

17. Функцiя f (x,y) двiчi диференцiйовна у точцi M0 тодi i тiльки тодi,
коли її повний диференцiал dh f (x,y) при кожному фiксованому
h = (dx,dy) ∈ R2 є диференцiйовною функцiєю у точцi M0.

18. Якщо точка M∗ ∈ (M0;M) – з рiвностi (12), то ∃θ ∈ (0;1): x∗ = x0 +
+θ(x−x0), y∗ = y0 + θ(y−y0).

19. Якщо f ′x(x,y) = f ′y(x,y) = 0∀(x,y)∈D⊂R2 i D – вiдкрита множина,
то f (x,y) = constв D.

20. Якщо f диференцiйовна в областi D, то ∀M ∈ D ∃M∗ ∈ D: ∆ f (M) =
= d f(M∗).

II. Довести дане твердження.
1. Якщо в околi точки M0 функцiя f має частиннi похiднi будь-якого

порядку i всi вони за модулем не перевищують деякого числа H > 0,

то в цьому околi f (M) = f (M0)+
∞
∑

k=1

dh(M0)
k! , де h = M−M0.
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3.3.5. Iсторична довiдка. Термiн “похiдна” i позначення типу f ′x ввiв
у 1797 роцi французький математик Ж. Лагранж (1736 – 1813). Частин-
нi похiднi з’явилися вперше у працях I. Ньютона (1643 – 1727), Г. Лей-
бнiца та I. Бернуллi (1667 – 1748). Позначення типу ∂ f

∂x ввiв у 1786 роцi
французький математик А. Лежандр (1752 – 1833). Поняття диференцi-
йовної функцiї по сутi належить О. Кошi. Термiн “градiєнт” i позначення
grad ввiв у 1873 роцi англiйський фiзик i математик Д. Максвелл (1831
– 1879). Вiн же по сутi ввiв i поняття дивергенцiї та ротора, а позначен-
ня div i rot ввiв у 1878 роцi англiйський математик У. Клiффорд (1845 –
1879). Оператор набла ввiв у 1853 роцi iрландський математик У. Гамiль-
тон (1805 – 1865), тому його також називають гамiльтоновим операто-
ром або гамiльтонiаном. Властивостi якобiана першим у 1833 роцi вивчив
нiмецький математик К. Якобi (1804 – 1851).

Вже творцi диференцiального числення П. Ферма (1601 – 1665),
I. Ньютон та Г. Лейбнiц видiляли основну iдею при введеннi поняття дифе-
ренцiйовної функцiї: замiна приросту даної функцiї iншою функцiєю, яка є
лiнiйною вiдносно приростiв незалежних змiнних. Однак лише у ХIХ сто-
лiттi О. Кошi й К. Вейєрштрасс позбавили диференцiальне та iнтегральне
числення формальних суперечностей. Це дозволило поширити диферен-
цiальне та iнтегральне числення не лише на числовi функцiї кiлькох змiн-
них, але й на векторнозначнi функцiї i взагалi, на довiльнi функцiонали та
оператори. Поняття диференцiала вiд функцiонала першими ввели фран-
цузькi математики Р. Гато ( ? – 1914) i М. Фреше.



4. ЗАСТОСУВАННЯ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО
ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦIЙ
КIЛЬКОХ ЗМIННИХ

У даному роздiлi розглянуто застосування диференцiального чи-
слення функцiй кiлькох змiнних до функцiй комплексної змiнної,
до неявних та обернених функцiй i до екстремумiв функцiй кiлькох
змiнних.

4.1. Критерiй диференцiйовностi функцiї комплексної
змiнної. Поняття аналiтичної функцiї

У цьому пiдроздiлi вивчається зв’язок мiж диференцiйовнiстю
функцiї комплексної змiнної i диференцiйовнiстю її дiйсної та уяв-
ної частин. Вводиться важливе поняття аналiтичної функцiї.

4.1.1. Умови Кошi – Рiмана. Функцiя f комплексної змiнної
(аналогiчно до функцiї дiйсної змiнної) називається диференцiйов-
ною у точцi z0, якщо iснують окiл O(z0), число c = c(z0) i функцiя
α = α(z), z∈O(z0), такi, що α(z)→ 0, коли z→ z0, i

∆ f (z0) = c(z0)(z−z0)+ α(z)(z−z0) ∀z∈O(z0). (1)
При цьому число c(z0) називають похiдною функцiї f у точцi z0 i
позначають f ′(z0) або d f(z0)

d z .
Оскiльки для z= x+ i y ∈ D Re f (z)=: u(x,y), а Im f (z)=: v(x,y),

то природно виникає питання про те, якi умови, накладенi на дiйснi
функцiї u i v, гарантують диференцiйовнiсть функцiї f .
� За означенням функцiя f є диференцiйовною у точцi z0 =

= x0 + i y0 тодi й тiльки тодi, коли iснують число c = c(z0) =
= a(x0,y0) + ib(x0,y0) = a + ib, окiл O(z0) = O(x0,y0) i функцiя
α(z) = α1(x,y) + i α2(x,y) = α1 + i α2, (x,y) ∈O(x0,y0), такi, що має
мiсце рiвнiсть (1) i α(z)→ 0, коли z→ z0.

Оскiльки z− z0 = (x− x0) + i (y− y0), ∆ f (z0) = ∆u(x0,y0) +
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+i ∆v(x0,y0), то рiвнiсть (1) рiвносильна системi{
∆u(x0,y0) = a(x−x0)−b(y−y0)+ α1(x−x0)−α2(y−y0),
∆v(x0,y0) = b(x−x0)+a(y−y0)+ α2(x−x0)+ α1(y−y0),

а α(z)→ 0 (z→ z0)⇔ α1(x,y)→ 0 i α2(x,y)→ 0 ((x,y)→ (x0,y0)).
Отже, диференцiйовнiсть функцiї f у точцi z0 = x0 + i y0 рiвно-

сильна диференцiйовностi функцiй u= Re f i v= Im f у точцi (x0,y0)
разом з умовами

u′x(x0,y0) = v′y(x0,y0) = a i v′x(x0,y0) =−u′y(x0,y0) = b.

Останнi умови називають умовами Кошi – Рiмана або Даламбе-
ра – Ейлера.

З проведених мiркувань також випливають рiвностi

f ′(z0) = u′x(x0,y0)+ i v′x(x0,y0) = u′x(x0,y0)− iu′y(x0,y0) = . . .

(iншi вирази для f ′(z0) випливають iз записаних рiвностей та умов
Кошi – Рiмана).�

Таким чином, доведена
Теорема 1 (критерiй диференцiйовностi функцiї комплексної

змiнної). Для того щоб функцiя f комплексної змiнної z= x+ i y
була диференцiйовною у точцi z0 = x0 + i y0, необхiдно й до-
сить, щоб дiйснi функцiї u = Re f i v = Im f змiнних x та y були
диференцiйовними у точцi (x0,y0) та виконувалися умови Ко-
шi – Рiмана u′x(x0,y0) = v′y(x0,y0) = a i v′x(x0,y0) =−u′y(x0,y0) = b.
При цьому

f ′(z0) = u′x(x0,y0)+ i v′x(x0,y0) = u′x(x0,y0)− iu′y(x0,y0) = . . . .

Приклад 1. 1) Якщо f (z) = expz := ex(cosy + i siny), то Re f (z) =
= u(x,y) = ex cosy, Im f (z) = ex siny = v(x,y). Оскiльки u′x = ex cosy = v′y,
u′y = −ex siny = −v′x ∀(x,y) ∈ R2 i знайденi частиннi похiднi неперервнi в
областi D = R2, то функцiї u i v в цiй областi диференцiйовнi i задоволь-
няють умови Кошi – Рiмана. Отже, за теоремою 1 функцiя f (z) = expz,
z∈C, диференцiйовна вC i f ′(z) = u′x(x,y)+ i v′x(x,y) = ex cosy+ iex siny =
= expz, тобто (expz)′ = expz∀z∈ C.

2) Для функцiї f (z) = x− i y маємо u(x,y) = x, v(x,y) =−y, u′x(x,y) = 1 6=
6= v′y(x,y) = −1 ∀(x,y) ∈ R2. Тому за теоремою 1 дана функцiя не є дифе-
ренцiйовною в жоднiй точцi z∈ C.

Виявляється, що для функцiй комплексної змiнної iснування по-
хiдної f ′(z) в областi D гарантує, що ця похiдна є неперервною фун-
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кцiєю в областi D. Це буде показано далi, у пiдроздiлi 6.3.
У зв’язку з цим функцiю f комплексної змiнної називають

аналiтичною в областi D за Кошi, якщо вона має в цiй областi
неперервну похiдну.

Враховуючи проведенi вище мiркування, дiстаємо, що f1(z) =
= expzє аналiтичною функцiєю в областi D =C, а функцiя f2(z) = z
не є аналiтичною нi в якiй областi D.

Застосовуючи до функцiї f (z) = u(x,y) + i v(x,y), z = x + i y ∈
∈ D критерiй диференцiйовностi i згадуючи критерiй неперервно-
стi функцiї комплексної змiнної, дiстаємо наступне твердження.

Теорема 2 (критерiй аналiтичностi). Для того щоб функцiя f
була аналiтичною в областi D за Кошi, необхiдно й досить,
щоб функцiї u = Re f i v = Im f мали в областi D неперервнi ча-
стиннi похiднi, якi задовольняють умови Кошi – Рiмана.

Згiдно з цiєю теоремою означення аналiтичної функцiї можна
сформулювати в iншiй формi: функцiю f називають аналiтичною
в областi D за Рiманом, якщо функцiї u = Re f i v = Im f мають
в областi D неперервнi частиннi похiднi, що задовольняють умови
Кошi – Рiмана.

З теореми 2 та з критерiю сталостi функцiї двох змiнних випли-
ває

Наслiдок 1 (критерiй сталостi функцiї комплексної змiнної). Для
того щоб функцiя f була сталою в областi D, необхiдно й до-
сить, щоб f ′(z) = 0 ∀z∈ D.

4.1.2. Аналiтичнiсть суми степеневого ряду.

� Нехай f (z) =
∞
∑

n=0
an(z− z0)n ∀z∈ K = {z∈ C: |z− z0| < R}, а

R> 0 – радiус збiжностi даного степеневого ряду. Зафiксуємо до-
вiльну точку z1 ∈ K i покажемо, що f диференцiйовна у цiй точцi.
Для цього знайдемо

f (z)− f (z1) =
∞

∑
n=1

an((z−z0)n− (z1−z0)n) =
∞

∑
n=1

an(z−z1) · γn(z),

де γn(z) = (z−z0)n−1 +(z−z0)n−2(z1−z0)+ . . .+(z1−z0)n−1.
Оскiльки

f (z)− f (z1)
z−z1

=
∞

∑
n=1

anγn(z)
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i

γn(z)→ γn(z1) = n(z1−z0)n−1, коли z→ z1,

то для доведення iснування границi lim
z→z1

f (z)− f (z1)
z−z1

достатньо довести

рiвномiрну збiжнiсть ряду
∞
∑

n=1
anγn(z) в деякому околi точки z1.

Для цього зауважимо, що степеневий ряд
∞
∑

n=1
nan(z− z0)n−1 має

кругом збiжностi круг K, оскiльки R1 = 1
lim n
√

n|an|
= 1

lim n
√
|an|

= R. То-

му в замкненому крузi K1 = {z: |z−z0|6 R1 < R}, що мiстить точку
z1 разом iз деяким її околом, цей ряд є абсолютно збiжним, а тому

збiгається додатний ряд
∞
∑

n=1
n|an| ·Rn

1, який є мажорантним для ряду
∞
∑

n=1
anγn(z), оскiльки |anγn(z)|6 n|an|Rn

1 ∀z∈K1 i ∀n∈N. За ознакою

Вейєрштрасса функцiональний ряд
∞
∑

n=1
anγn(z) збiгається рiвномiр-

но на K1 i тому

lim
z→z1

∞

∑
n=1

anγn(z) =
∞

∑
n=1

an lim
z→z1

γn(z) =
∞

∑
n=1

nan(z1−z0)n−1.

Отже, iснує скiнченна границя

lim
z→z1

f (z)− f (z1)
z−z1

=
∞

∑
n=1

nan(z1−z0)n−1 ∀z1 ∈ K. �

Таким чином, доведена
Теорема 3 (про першу похiдну суми степеневого ряду). Нехай

f (z) =
∞
∑

n=1
an(z− z0)n ∀z∈ K = {z: |z− z0| < R}, а R> 0 – радi-

ус збiжностi даного степеневого ряду. Тодi функцiя f дифе-

ренцiйовна в крузi K, f ′(z) =
∞
∑

n=1
nan(z−z0)n−1 ∀z∈ K i останнiй

степеневий ряд має той самий круг збiжностi, що й вихiдний
степеневий ряд.

Якщо до похiдної f ′(z) суми степеневого ряду застосувати теоре-

му 3, то дiстанемо iснування f ′′(z) =
∞
∑

n=2
n(n−1)an(z−z0)n−2 ∀z∈ K

i останнiй степеневий ряд має той самий круг збiжностi, що й ряд



4.1.3] Àíàëiòè÷íiñòü ñóìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó 194

∞
∑

n=0
an(z−z0)n.

Методом математичної iндукцiї дiстаємо наступну теорему.
Теорема 4 (про похiдну будь-якого порядку суми степеневого

ряду). Сума f (z) степеневого ряду
∞
∑

n=0
an(z−z0)n з додатним ра-

дiусом збiжностi Rмає в крузi збiжностi K цього ряду похiдну
f (k)(z) будь-якого порядку k∈ N, причому

f (k)(z) =
∞

∑
n=k

n(n−1) · · · · · (n−k+1)an(z−z0)n−k

i останнiй степеневий ряд має той самий круг збiжностi, що
й даний степеневий ряд.

Наслiдок 2 (про аналiтичнiсть суми степеневого ряду та її похi-
дних). Сума степеневого ряду з додатним радiусом збiжностi
та будь-яка її похiдна є аналiтичними функцiями в крузi збi-
жностi цього ряду.

З теореми 4, зокрема, випливає, що f (k)(z0) = k!ak, тобто

ak = f (k)(z0)
k! ∀k∈ N0, де 0! :=1 i f (0)(z) := f (z).

Ряд вигляду
∞
∑

n=0

f (n)(z0)
n! (z− z0)n називають рядом Тейлора фун-

кцiї f . Тому має мiсце
Теорема 5 (про єдинiсть розвинення функцiї в степеневий ряд).

Якщо ряд
∞
∑

n=0
an(z− z0)n збiгається до функцiї f у крузi K = {z:

|z−z0|< R}, тобто є розвиненням функцiї f у степеневий ряд
за степенями z−z0, то це розвинення єдине i є рядом Тейлора
функцiї f .

Приклад 2. Розкладемо функцiю f (z) = z
z2−1

у степеневий ряд за сте-
пенями z, використовуючи формулу суми геометричної прогресiї. Маємо:

f (z) =
z

z2−1
=

z
2
· (z+1)− (z−1)

(z−1)(z+1)
=

z
2

(
−1

1−z
− 1

1+z

)
=

=
z
2

(
−

∞

∑
n=0

zn−
∞

∑
n=0

(−1)nzn

)
=

z
2

∞

∑
n=0

(
(−1)n+1−1

)
zn =

=
∞

∑
n=0

(−1)n+1−1
2

zn+1 =
∞

∑
n=1

(−1)n−1
2

zn, |z|< 1.

За теоремою 2 звiдси випливає, що f (n)(0) = n! (−1)n−1
2 ∀n∈ N0.
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4.1.3. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Якщо функцiя f диференцiйовна у точцi z0, то вона неперервна у
цiй точцi.

2. Твердження, обернене до 1, є правильним.

3. Функцiя f (z) = z, z ∈ C, є диференцiйовною у деякiй точцi
z0 ∈ C.

4. Функцiя f (z) = z2, z∈C, недиференцiйовна у будь-якiй точцi z0∈C.

5. Якщо Re f = u та Im f = v – диференцiйовнi функцiї в областi D, то
i функцiя f диференцiйовна в D.

6. Твердження, обернене до 5, є правильним.

7. Якщо частиннi похiднi функцiї u = Re f i v = Im f задовольняють
умови Кошi – Рiмана у точцi (x0,y0), то функцiя f диференцiйовна
у точцi z0 = x0 + i y0.

8. Функцiя f (z) =
√
|xy|, z= x+ i y ∈C, не є диференцiйовною у точцi

z0 = 0, але функцiї u = Re f i v = Im f задовольняють умови Кошi –
Рiмана у точцi (x0,y0) = (0,0).

9. Похiдна функцiї комплексної змiнної не може бути розривною фун-
кцiєю в якiйсь точцi z0 ∈ C.

10. Похiдна функцiї дiйсної змiнної може бути розривною в якiйсь точцi
x0 ∈ R.

11. f ′(z0) = lim
∆z→0

∆ f (z0)
∆z .

12. Означення аналiтичностi за Кошi i за Рiманом є еквiвалентними
твердженнями.

II. Довести данi твердження.
1. Якщо f i ϕ диференцiйовнi функцiї у точцi z0, то функцiї

f ± ϕ, f · ϕ i f
ϕ (ϕ(z0) 6= 0) є диференцiйовними у цiй точцi i

( f ±ϕ)′(z0) = f ′(z0)±ϕ′(z0), ( f ·ϕ)′(z0) = f ′(z0)ϕ(z0) + f (z0)ϕ′(z0)

i
(

f
ϕ

)′
(z0) = f ′(z0)ϕ(z0)− f (z0)ϕ′(z0)

ϕ2(z0) .

2. Якщо функцiя f диференцiйовна у точцi z0, а z = z(t) диференцi-
йовна у точцi t0 i z(t0) = z0, то функцiя f ◦z диференцiйовна у точцi
t0 i ( f ◦z)′(t0) = f ′(z0) ·z′(t0).

4.2. Неявнi та оберненi функцiї

У цьому пiдроздiлi вивчаються функцiї y = f (x), що є розв’язка-
ми рiвняння F(x,y) = 0 вiдносно змiнної y.



4.2.2] Ïîíÿòòÿ íåÿâíî¨ ôóíêöi¨ 196

4.2.1. Поняття неявної функцiї. Якщо функцiя f задана ана-
лiтично формулою y = f (x), x∈X, y∈Y, i набуває значення з лiнiй-
ного простору, то поклавши F(x,y) = y− f (x), (x,y) ∈ X×Y =: E,
F(x,y) ∈Y, дiстанемо, що ця функцiя визначається рiвнiстю

F(x,y) = 0, (x,y) ∈ E. (1)
У зв’язку з цим кажуть, що функцiя f неявно задана за допо-

могою рiвняння (1), а саму функцiю f : X → Y називають неяв-
ною функцiєю, що визначається рiвнянням (1), якщо (x, f (x)) ∈ E
∀x∈ X i F(x, f (x)) = 0 ∀x∈ X.

Отже, кожна функцiя f , що задається рiвнянням y= f (x), x∈X,
y ∈ Y (вона iнколи називається явною функцiєю), є одночасно i
неявною функцiєю. Проте далеко не кожну функцiю, що визначає-
ться рiвнянням (1), можна задати явно рiвнянням вигляду y = f (x).

Зауважимо також, що не кожне рiвняння (1) задає принаймнi
одну неявну функцiю з певного класу, а якщо задає таку функцiю,
то вона не обов’язково єдина. Наприклад, рiвняння x2−y2 +1 = 0,
(x,y) ∈ R2, задає функцiї f1 i f2, що визначаються рiвностями
y = f1(x) :=

√
x2 +1, x ∈ R, y ∈ [0;+∞), та y = f2(x) :=−

√
x2 +1,

x∈R, y∈ (−∞;0]. В той же час рiвняння x2 +y2 +1 = 0, (x,y) ∈R2,
не задає жодної функцiї дiйсної змiнної.

У зв’язку з цим виникає питання про те, якi умови слiд накла-
сти на функцiю F, щоб рiвняння (1) визначало неявну функцiю f з
певного класу i щоб ця функцiя була єдиною.

Щоб вiдповiсти на поставлене питання, вважатимемо, що

x = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ Rn, y = (y1,y2, . . . ,ym) ∈ Rm,

(x,y) :=(x1,x2, . . . ,xn,y1,y2, . . . ,ym) ∈ E ⊂ Rn+m,

E – область i F : E→Rm, тобто F(x,y) = w = (w1,w2, . . . ,wm) ∈Rm.
Якщо n = m = 1, то E ⊂ R2 i F(x,y) ∈ R1, а рiвняння (1), мо-

жливо, задає неявну функцiю y = f (x), x ∈ X ⊂ R1, y ∈ R1, однiєї
змiнної. Якщо n> 1 (зокрема, n = 2), а m= 1, то E ⊂ Rn+1 (зокре-
ма, E⊂R3), а рiвняння (1), можливо, задає неявну функцiю n змiн-
них (зокрема, двох змiнних). Якщо n = m= 2, то E ⊂ R4, а рiвнян-
ня (1), можливо, задає неявну вектор-функцiю f = ( f1, f2): X→Y
двох змiнних x1 та x2: f (x1,x2) = ( f1(x1,x2), f2(x1,x2)) = (y1,y2) ∈Y
∀(x1,x2) ∈ X.



4.2.2] Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ 197

4.2.2. Допомiжнi твердження. Для доведення основної тео-
реми даного пiдроздiлу нам будуть потрiбнi двi леми.

Лема 1 (про замкненi множини одного функцiонального просто-
ру). Нехай Oα(x0)⊂ Rn i Oβ(y0)⊂ Rm – фiксованi замкненi око-
ли точок x0∈Rn та y0∈Rm. Позначимо Uα простiр обмежених
функцiй f : Oα(x0)→ Rm i задамо на ньому норму рiвнiстю

‖ f‖U = sup
x∈Oα(x0)

‖ f (x)‖ ∀ f ∈Uα. (2)

Тодi простiр Uα стане повним нормованим простором. При
цьому множини

Uα,β = { f : Oα(x0)→Oβ(y0)},

U0
α,β = { f ∈Uα,β: f – неперервна у точцi x0},

CUα,β = { f ∈Uα,β: f – неперервна на Oα(x0)}
будуть замкненими у просторi Uα.
�Очевидно, що CUα,β ⊂U0

α,β ⊂Uα,β ⊂Uα i всi цi множини непо-
рожнi, бо мiстять функцiю f (x) ≡ y0. Переконаємося, що рiвнiсть
(2) задає норму на просторi Uα. Iснування ‖ f‖U для кожної функцiї
f ∈Uα випливає з обмеженостi функцiї f .

Перевiримо для функцiонала ‖ f‖U аксiоми норми:
1) ‖ f‖U > 0 ∀ f ∈Uα;
2) ‖ f‖U = 0⇔ sup

x∈Oα(x0)
‖ f (x)‖ = 0⇔ ‖ f (x)‖ = 0 ∀x ∈ Oα(x0)⇔

f (x) = 0 ∀x∈Oα(x0)⇔ f = 0;
3) ‖λ f‖U = sup

x∈Oα(x0)
‖λ f (x)‖ = sup

x∈Oα(x0)
|λ| · ‖ f (x)‖ = |λ| ×

× sup
x∈Oα(x0)

‖ f (x)‖= |λ| · ‖ f‖U ∀ f ∈Uα ∀λ ∈ R;

4) ‖ f +g‖U = sup
x∈Oα(x0)

‖ f (x)+g(x)‖6 sup
x∈Oα(x0)

(
‖ f (x)‖+‖g(x)‖

)
=

= sup
x∈Oα(x0)

‖ f (x)‖+ sup
x∈Oα(x0)

‖g(x)‖= ‖ f‖U +‖g‖U ∀ f ,g∈Uα.

Отже, простiр Uα є нормованим. Доведемо його повноту.
Вiзьмемо довiльну фундаментальну послiдовнiсть ( fn) точок

цього простору, тобто таку, що ∀ε> 0 ∃n0:

‖ fn− fm‖U = sup
x∈Oα(x0)

‖ fn(x)− fm(x)‖< ε ∀m,n> n0.
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Звiдси випливатиме, що

‖ fn(x)− fm(x)‖< ε ∀m,n> n0 ∀x∈Oα(x0). (3)
Ця нерiвнiсть означає, зокрема, що при кожному фiксованому

x∈Oα(x0) послiдовнiсть ( fn(x)) є фундаментальною у просторi Rm.
Оскiльки цей простiр повний, то послiдовнiсть ( fn(x)) є збiжною
до деякого вектора f (x) ∈ Rm. Границя lim

n→∞
fn(x) = f (x) є функцiєю

f : Oα(x0)→ Rm. Покажемо, що fn→ f за нормою (2).
Зафiксуємо у нерiвностi (3) довiльну точку x∈Oα(x0) та довiль-

ний номер n> n0 i перейдемо до границi при m→ ∞. Отримаємо
нерiвнiсть

‖ fn(x)− f (x)‖6 ε ∀n> n0 ∀x∈Oα(x0), (4)
з якої випливає, що f – обмежена функцiя i

‖ fn− f‖U = sup
x∈Oα(x0)

‖ fn(x)− f (x)‖6 ε ∀n> n0,

а це i означає збiжнiсть fn→ f у просторi Uα. Цим доведено повноту
простору Uα.

Вiзьмемо тепер у просторi Uα яку-небудь граничну точку f мно-
жини Uα,β. Вкажемо для неї послiдовнiсть ( fn): fn ∈Uα,β ∀n i fn→ f
за нормою (2) (див. теорему 1 п. 1.3.3). З нерiвностi

‖ fn(x)− f (x)‖6 ‖ fn− f‖U ∀x∈Oα(x0)
бачимо, що ‖ fn(x)− f (x)‖→ 0 (n→ ∞) ∀x∈Oα(x0), i тому

‖ fn(x)−y0‖→ ‖ f (x)−y0‖ (n→ ∞) ∀x∈Oα(x0).
Оскiльки fn ∈ Uα,β, а отже, ‖ fn(x)− y0‖ 6 β ∀x ∈ Oα(x0) ∀n ∈ N,
то пiсля переходу до границi дiстанемо нерiвнiсть ‖ f (x)− y0‖ 6 β
∀x ∈ Oα(x0), яка означає, що f ∈ Uα,β. Цим доведено замкненiсть
множини Uα,β у просторi Uα.

Для доведення замкненостi множин U0
α,β та CUα,β достатньо по-

казати, що коли функцiї fn(x), розглянутi вище, неперервнi у точцi
x∗ ∈ Oα(x0), то i гранична функцiя f (x) теж неперевна у точцi x∗.
Покажемо це.

Вiзьмемо довiльну послiдовнiсть (xk): Oα(x0) 3 xk→ x∗ (k→∞) i
зафiксуємо довiльне ε> 0. В силу нерiвностi (4) ∃N:

‖ fN(x)− f (x)‖< ε/3 ∀x∈Oα(x0).
Оскiльки функцiя fN неперервна у точцi x∗, то fN(xk)→ fN(x∗)
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(k→ ∞) i тому ∃k0: ‖ fN(xk)− fN(x∗)‖ < ε
3 ∀k> k0. Враховуючи це,

дiстанемо:

‖ f (xk)− f (x∗)‖6 ‖ f (xk)− fN(xk)‖+‖ fN(xk)− fN(x∗)‖+

+‖ fN(x∗)− f (x∗)‖< ε/3+ ε/3+ ε/3 = ε ∀k> k0.

Це означає, що f (xk)→ f (x∗) (k→∞), тобто функцiя f (x) непе-
рервна у точцi x∗.�

Лема 2 (про аналог формули Лагранжа). Нехай x0 ∈ Rn,
y0 ∈ Rm, S = Oδ(x0,y0) – деякий (n+ m)-вимiрний окiл точки
(x0,y0), а функцiя F : S→ R

m має в околi S частинну похiдну
F ′y(x,y), неперервну у точцi (x0,y0). Тодi iснує функцiя Φ(x,y,z)
така, що

F(x,y)−F(x,z) = Φ(x,y,z)(y−z) ∀(x,y),(x,z) ∈ S, (5)
причому Φ(x,y,z)→ F ′y(x0,y0) =: Φ(x0,y0,y0), коли x→ x0, y→ y0,

z→ y0.
� Згiдно з п. 3.1.7, якщо F = (F1, . . . ,Fm), то

F ′y(x,y) =

 (F1)′y(x,y)
. . . . . . . . . .
(Fm)′y(x,y)

 .
Тому за умовою леми 2 в околi Sточки (x0,y0) iснують частиннi по-
хiднi (Fi)′y(x,y), i ∈ 1,m, що є неперервними в самiй точцi (x0,y0).

Для довiльного x∗ ∈Oδ(x0) позначимо

Sx∗ = {y∈ Rm: (x∗,y) ∈ S}.
Розглянувши нерiвнiсть

(x∗1−x0
1)2 + . . .+(x∗n−x0

n)2 +(y1−y0
1)2 + . . .+(ym−y0

m)2 < δ2,

побачимо, що Sx∗ = Or(y0), де R= ρ(x∗,x0), r =
√

δ2−R2.
Тому при фiксованому x∈Oδ(x0) до функцiй ϕi(y) = Fi(x,y), y∈

∈ Sx, i ∈ 1,m, можна застосувати формулу Лагранжа (13) п. 3.3.3:

Fi(x,y)−Fi(x,z) = (Fi)′y(x,ci)(y−z), y,z∈ Sx, i ∈ 1,m,

де ci = ci(y,z) ∈ (y;z), тобто ci = (1− ti)y+ tizпри деякому ti ∈ (0;1).
Якщо позначити Φi(x,y,z) = (Fi)′y(x,ci(y,z)), i ∈ 1,m, та Φ =

= (Φ1, . . . ,Φm), то рiвнiсть (5) буде виконуватися.
Треба лише встановити, що

Φ(x,y,z)→ F ′y(x0,y0) (x→ x0,y→ y0,z→ y0).
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Це рiвносильно покоординатнiй збiжностi Φi(x,y,z)→ (Fi)′y(x
0,y0),

i ∈ 1,m. Останнє виконується, оскiльки Φi(x,y,z) = (Fi)′y(x,ci(y,z)),
функцiї (Fi)′y(x,y) неперервнi у точцi (x0,y0), а

ci(y,z) = (1− ti)y+ tiz→ y0 при y,z→ y0. �

4.2.3. Iснування, єдинiсть та неперервнiсть неявної функцiї.
Повернемося до питання про iснування та єдинiсть неявної фун-
кцiї, що може бути задана рiвнянням (1). До сказаного про функцiю
F(x,y) в п. 4.2.1 додамо ще деякi припущення. А саме, припусти-
мо, що F(x0,y0) = 0 для деякої точки (x0,y0) ∈ E, а функцiя F(x,y0)
неперервна у точцi x0. Нехай також у деякому околi S⊂ E точки
(x0,y0) iснує похiдна F ′y(x,y) (вона є матрицею розмiрностi m×m),
котра є неперервною у точцi (x0,y0) i має в цiй точцi обернену ма-
трицю [F ′y(x0,y0)]−1, що можливо тодi й тiльки тодi, коли визначник
detF ′y(x0,y0) 6= 0.

Для скорочення записiв позначимо T = F ′y(x0,y0). Помiтимо, що
рiвняння (1) рiвносильне рiвнянню

y = y−T−1F(x,y), (x,y) ∈ E, (6)
невiдомим у якому є функцiя y = f (x), (x, f (x)) ∈ E.

Вважаючи, що Oα(x0)×Oβ(y0)⊂ S⊂ E, будемо розглядати рiв-
няння (1) та (6) на замкненiй множинi Uα,β повного простору Uα з
леми 1. При цьому на розв’язок y = f (x) ∈ Uα,β рiвняння (6) мо-
жна дивитись як на нерухому точку оператора A, що визначається
рiвнiстю

A(y) = y−T−1F(x,y), y = f (x) ∈Uα,β. (7)
За теоремою Банаха ця нерухома точка iснує та єдина, коли опе-
ратор A вiдображає Uα,β у себе i є стиском. Спробуємо пiдiбрати
параметри α та β таким чином, щоб це виконувалося.

Подивимось, коли значення оператора A не виходитимуть за ме-
жi множини Uα,β. Вiзьмемо довiльну функцiю f ∈Uα,β i розпишемо
рiзницю A( f )(x)−y0, користуючись лемою 2:

A( f )(x)−y0 = f (x)−T−1F(x, f (x))−y0 =

= f (x)−y0−T−1(F(x, f (x))−F(x,y0)
)
−T−1F(x,y0) =

= f (x)−y0−T−1Φ(x, f (x),y0)( f (x)−y0)−T−1F(x,y0) =
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= T−1(T−Φ(x, f (x),y0)
)
( f (x)−y0)−T−1F(x,y0) ∀x∈Oα(x0).

Звiдси, враховуючи лему 1 п. 3.2.1, дiстанемо нерiвнiсть

‖A( f )(x)−y0‖6 ‖T−1‖ · ‖T−Φ(x, f (x),y0)‖ · ‖ f (x)−y0‖+

+‖T−1‖ · ‖F(x,y0)‖ ∀x∈Oα(x0). (8)
Нам потрiбно визначити, коли з нерiвностi ‖ f (x)− y0‖ 6 β ви-

пливає нерiвнiсть ‖A( f )(x)−y0‖6 β ∀x∈Oα(x0).
За лемою 2, Φ(x,y,z)→ T = F ′y(x0,y0), коли x→ x0, y,z→ y0.

Тому для довiльного q∈ (0;1) можна вказати такi α,β> 0, що

‖T−1‖ · ‖T−Φ(x,y,z)‖6 q, коли x∈Oα(x0), y,z∈Oβ(y0). (9)
Пiсля цього, враховуючи неперервнiсть функцiї F(x,y0) у точцi

x0 i рiвнiсть F(x0,y0) = 0, можна вказати таке α> 0, що

‖T−1‖ · ‖F(x,y0)‖6 β(1−q) ∀x∈Oα(x0). (10)
Отже, з нерiвностей (8) – (10) видно, що числа α,β > 0 можна

пiдiбрати так, щоб

‖A( f )(x)−y0‖6 qβ + β(1−q) = β ∀ f ∈Uα,β ∀x∈Oα(x0).
Це означає, що A: Uα,β→Uα,β пiсля належного вибору α та β.

Щоб з’ясувати, чи є оператор A стиском, вiзьмемо довiльнi двi
функцiї f1, f2 ∈Uα,β i, застосовуючи лему 2, розпишемо

A( f1)(x)−A( f2)(x)= f1(x)−T−1F(x, f1(x))− f2(x)+T−1F(x, f2(x))=

= f1(x)− f2(x)−T−1(F(x, f1(x))−F(x, f2(x))
)

=

= f1(x)− f2(x)−T−1Φ(x, f1(x), f2(x))( f1(x)− f2(x)) =

= T−1(T−Φ(x, f1(x), f2(x))
)
( f1(x)− f2(x)) ∀x∈Oα(x0).

Звiдси, враховуючи умову (9), дiстанемо:

‖A( f1)(x)−A( f2)(x)‖6 ‖T−1‖ · ‖T−Φ(x, f1(x), f2(x))‖×

×‖ f1(x)− f2(x)‖6 q‖ f1(x)− f2(x)‖ ∀ f1, f2 ∈Uα,β ∀x∈Oα(x0).
Тому буде виконуватися нерiвнiсть

‖A( f1)−A( f2)‖U 6 q‖ f1− f2‖U ∀ f1, f2 ∈Uα,β,

яка i означає, що оператор A є стиском.
Отже, виконано всi умови теореми Банаха, за якою оператор A,

що визначається рiвнiстю (6), має єдину нерухому точку. Тому iснує
єдина функцiя f ∈Uα,β така, що F(x, f (x)) = 0 ∀x∈Oα(x0).
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Оскiльки f ∈Uα,β⇔ f : Oα(x0)→Oβ(y0), то можна сказати, що
рiвняння (1) визначає єдину неявну функцiю f у достатньо малому
околi точки (x0,y0).

Важливо знати також, коли знайдена вище неявна функцiя f бу-
де неперервною. Виникає гiпотеза, що це матиме мiсце тодi, коли
початкова функцiя F неперервна. Чи так це насправдi?

Додамо до всiх попереднiх умов, накладених на функцiю F(x,y),
умову неперервностi цiєї функцiї у точцi (x0,y0).

Проглянемо знову попереднє доведення спочатку. Видiлимо у
множинi Uα,β пiдмножину U0

α,β, що складається тiльки з неперерв-

них у точцi x0 функцiй. За лемою 1 множина U0
α,β замкнена у пов-

ному просторi Uα. Оскiльки функцiя F(x,y) неперервна у точцi
(x0,y0), то оператор A, що визначається рiвнiстю (6), переводить
неперервну у точцi x0 функцiю f у неперервну в точцi x0 функцiю
A( f ). Звiдси випливає, що оператор A задовольняє всi умови тео-
реми Банаха на множинi U0

α,β ⊂Uα,β. Тому вiн має нерухому точку

g∈U0
α,β. Оскiльки ж у ширшiй множинi Uα,β вiн має єдину нерухому

точку f , то g = f i f є неперервною функцiєю у точцi (x0,y0).
Нарештi, якщо замiсть неперервностi функцiї F(x,y) в однiй то-

чцi (x0,y0) вимагати її неперервнiсть в усiй областi E 3 (x0,y0), то
легко прийти до висновку, що неявна функцiя y = f (x), x∈Oα(x0),
y∈ Oβ(y0), що визначається рiвнянням (1), є неперервною на всiй
своїй областi визначення, тобто на замкненiй кулi Oα(x0).

Справдi, щоб це довести, досить розглянути ще одну пiдмножи-
ну CUα,β ⊂U0

α,β ⊂Uα,β, яка складається з функцiй f (x), неперерв-

них на Oα(x0). Ця множина теж замкнена у повному просторi Uα
(за лемою 1) i вiдображається стискуючим оператором A сама у се-
бе. Тому i в цiй множинi iснує нерухома точка оператора A, звiд-
ки випливає, що цiєю нерухомою точкою є знайдена вище функцiя
f ∈Uα,β, i що ця функцiя неперервна на Oα(x0).�

Цим самим доведена
Теорема 1 (про iснування, єдинiсть та неперервнiсть неяв-

ної функцiї). Припустимо, що виконуються умови: 1) функцiя
F(x,y) = F(x1, . . . ,xn,y1, . . . ,ym) визначена в областi E ⊂ Rn+m

i набуває значень у просторi Rm; 2) F(x0,y0) = 0; 3) функцiя
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F(x,y0) неперервна у точцi x0; 4) у деякому околi S⊂ E то-
чки (x0,y0) iснує частинна похiдна F ′y(x,y); 5) ця похiдна F ′y(x,y)
неперервна у точцi (x0,y0); 6) якобiан detF ′y(x0,y0) 6= 0.

Тодi iснують околи Oα(x0) та Oβ(y0) точок x0 та y0 i єдина
функцiя f : Oα(x0)→ Oβ(y0) такi, що F(x, f (x)) = 0 ∀x ∈ Oα(x0),
тобто рiвняння (1) визначає єдину неявну функцiю f , у до-
статньо малому околi точки (x0,y0).

Якщо, крiм того, виконується умова 7) функцiя F(x,y) не-
перервна у точцi (x0,y0) (в областi E), то i неявна фун-
кцiя f (x), що визначається рiвнянням (1), неперервна у точцi
(x0,y0) (у своїй областi визначення).

Зауваження. Найскладнiшою у цiй теоремi є умова 4), оскiль-
ки iснування частинної похiдної вектор-функцiї по вектор-змiннiй
F ′y(x,y) за означенням дуже важко встановити, хоча формально по-
будувати цю похiдну у виглядi матрицi Якобi досить просто (див.
рiвнiсть (10) п. 3.1.7). Тiльки у випадку, коли m = 1, тобто y є чи-
словою змiнною (i, вiдповiдно, F є числовою функцiєю), питання
про iснування частинної похiдної F ′y зводиться до питання iснуван-
ня звичайної похiдної функцiї однiєї змiнної.

У загальному випадку, згiдно з пп. 3.1.5, 3.1.7, iснування ча-
стинної похiдної F ′y(x,y) в околi S точки (x0,y0) можна отримати
iз сильнiшої умови 4∗) в околi S iснують усi частиннi похiднi
∂Fi(x,y)

∂y j
, i, j ∈ 1,m, причому вони є неперервними в S по змiннiй

y = (y1, . . . ,ym) при кожному фiксованому x = (x1, . . . ,xn).
Теорема 1 є однiєю з основних теорем математичного аналiзу.

Незважаючи на те, що вона є чистою теоремою iснування (тоб-
то не дає конкретного способу обчислення значень неявної фун-
кцiї), вона має багато важливих застосувань (наприклад, до питан-
ня про iснування оберненої функцiї, про вiдкритiсть вiдображення,
про вiдповiднiсть меж тощо).

4.2.4. Диференцiйовнiсть неявної функцiї. У цьому пунктi
нам знадобляться деякi властивостi збiжних матриць у просторi
MR

n
m, якi ми сформулюємо у виглядi леми.

Лема 3. Мають мiсце такi властивостi матриць:
1◦ (про границю добутку). Якщо Ap → A у просторi MRn

m,
Bp→ B у просторi MRk

n при p→ p0, то ApBp→ AB у просто-
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рiMRk
m, коли p→ p0;

2◦ (про неперервнiсть визначника). Якщо Ap→ A у просторi
MR

n
n при p→ p0, то detAp→ detA у просторi R1, коли p→ p0;

3◦ (про границю обернених матриць). Якщо Ap→ A у просторi
MR

n
n при p→ p0 та iснує обернена матриця A−1,то A−1

p →A−1,
коли p→ p0.
� Властивiсть 1◦ доводиться так само, як для числових функцiй.
Для доведення властивостi 2◦ досить згадати, що визначник є лi-

нiйною комбiнацiєю n! добуткiв по n елементiв матрицi (причому n
– фiксоване число) i врахувати, що збiжнiсть матриць рiвносильна
збiжностi її елементiв.

Властивiсть 3◦ випливає з 2◦. Справдi, матрицi оберненi до
A = (ai, j) та Ap = (a(p)

i, j ), вiдповiдно, мають вигляд

A−1 =
1

detA

A1,1. . .An,1

. . . . . . . .
A1,n. . .An,n

 , A−1
p =

1
detAp

A(p)
1,1. . .A

(p)
n,1

. . . . . . . .

A(p)
1,n. . .A

(p)
n,n

 , (11)

де Ai, j

(
A(p)

i, j

)
– алгебраїчнi доповнення елементiв ai, j

(
a(p)

i, j

)
.

Якщо Ap→ A (p→ p0) i detA 6= 0, то за властивiстю 2◦

detAp→ detA (p→ p0),

причому detAp 6= 0 ∀p ∈ Oδ(p0). Аналогiчно A(p)
i, j → Ai, j (p→ p0)

∀i, j ∈ 1,n. Звiдси та з рiвностей (11) дiстаємо, що функцiя A−1
p ви-

значена в околi Oδ(p0) i що A−1
p → A−1 при p→ p0.�

Основним же завданням даного пункту є дослiдження питання
диференцiйовностi неявної функцiї y = f (x), що задається рiвнян-
ням (1).
� Припустимо, що виконано умови 1) – 7) теореми 1 i крiм то-

го, iснує похiдна F ′x(x0,y0). Тодi iснує неперервна неявна функцiя
y = f (x), x∈Oα(x0), така, що F(x, f (x))≡ 0 в Oα(x0) i f (x0) = y0.

Вiзьмемо ∆x таким, щоб x0+∆x∈Oα(x0). Застосовуючи форму-
лу (5) та означення похiдної до функцiї G(x) = F(x,y0), дiстанемо:

0 = F(x0 + ∆x, f (x0 + ∆x))−F(x0, f (x0)) =

=
(
F(x0 + ∆x, f (x0 + ∆x))−F(x0 + ∆x, f (x0)

)
+

+
(
F(x0 + ∆x, f (x0))−F(x0, f (x0))

)
=
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= Φ(x0 + ∆x, f (x0 + ∆x),y0)
(

f (x0 + ∆x)− f (x0)
)
+

+F ′x(x0,y0)∆x+ γ(∆x)∆x,

де Φ(x,y,y0)→ F ′y(x0,y0) при x→ x0, y→ y0, а γ(∆x)→ 0 при ∆x→ 0.
Пiсля позначення Ψ(∆x) = Φ(x0 + ∆x, f (x0 + ∆x),y0) останнє

спiввiдношення набуде вигляду

Ψ(∆x)∆ f (x0)+F ′x(x0,y0)∆x+ γ(∆x)∆x = 0 ∀∆x∈Oα(0). (12)
З того, що функцiя f (x) неперервна у точцi x0, а функцiя Φ(x,y,z)
неперервна у точцi (x0,y0,y0), випливає, що Ψ(∆x) → F ′y(x0,y0)
(∆x→ 0). Оскiльки при цьому detF ′y(x0,y0) 6= 0, то за властивiстю
3◦ леми 3 у достатньо малому околi нуля Oα1(0) ⊂ Oα(0) iснують
матрицi Ψ−1(∆x), оберненi до Ψ(∆x), причому

Ψ−1(∆x)→ [F ′y(x0,y0)]−1 (∆x→ 0). (13)

Виразимо тепер прирiст ∆ f (x0) = f (x0 + ∆x)− f (x0) з рiвностi
(12), помноживши її на Ψ−1(∆x):

∆ f (x0) =−Ψ−1(∆x)F ′x(x0,y0)∆x−Ψ−1(∆x)γ(∆x)∆x =

=−[F ′y(x0,y0)]−1F ′x(x0,y0)∆x+

+
(
[F ′y(x0,y0)]−1−Ψ−1(∆x)

)
F ′x(x0,y0)∆x−Ψ−1(∆x)γ(∆x)∆x.

Звiдси випливає, що в околi нуля Oα1(0)
∆ f (x0) =−[F ′y(x0,y0)]−1F ′x(x0,y0)∆x+ γ1(∆x)∆x,

де в силу умови (13)

γ1(∆x) =
(
[F ′y(x0,y0)]−1−Ψ−1(∆x)

)
F ′x(x0,y0)−Ψ−1(∆x)γ(∆x)→ 0,

коли ∆x→ 0.
Тому за означенням функцiя f диференцiйовна у точцi x0 i пра-

вильна рiвнiсть f ′(x0) =−[F ′y(x0,y0)]−1F ′x(x0,y0).�
Отже, доведена
Теорема 2 (про диференцiйовнiсть неявної функцiї). Якщо ви-

конано умови 1) – 7) теореми 1 та iснує частинна похiдна
F ′x(x0,y0), то неявна функцiя f , що визначається рiвнянням
(1), є диференцiйовною у точцi x0 i

f ′(x0) =−[F ′y(x0,y0)]−1F ′x(x0,y0). (14)
Зауваження 1. Якщо в теоремi 2 вимагати iснування F ′x(x,y) та

неперервнiсть F ′y(x,y) i F(x,y) не тiльки в однiй точцi (x0,y0), а в
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усьому околi S3 (x0,y0), то неявна функцiя f (x) з теореми 2 буде
диференцiйовною в околi Oα(x0). Це випливає з того, що в дове-
деннi теореми 2 замiсть точки (x0,y0) при зроблених нових припу-
щеннях можна взяти довiльну iншу точку (x∗,y∗) ∈Oα(x0)×Oβ(y0).

Зауваження 2. При застосуваннi теореми 2 слiд уважно стежи-
ти за природою об’єктiв, якi в нiй фiгурують при рiзних значен-
нях n та m. Наприклад, якщо n = 1, а m = 2, то в рiвностi (14)
f ′(x0) та F ′x(x0,y0) – вектор-стовпчики з двома координатами, а
[F ′y(x0,y0)]−1 – 2×2-вимiрна матриця. Звичайно, порядок множен-
ня у рiвностi (14) змiнювати не можна.

Приклади. 1. Якщо y(x) – неявна функцiя, що задається рiвнянням

x3 +2xy−y2 = 0, то y′(x) =−F ′x
F ′y

=−3x2+2y
2x−2y .

2. Якщо неявну функцiю z(x,y) задано рiвнянням xy + zy = 0, то
z′(x,y) =− 1

F ′z
F ′(x,y) =− 1

F ′z
(F ′x,F

′
y) =− 1

yzy−1

(
yxy−1,xy lnx+zy lnz

)
.

3. Якщо неявну функцiю
(u

v

)
(x,y) задано рiвнянням

(x−y2+u−v
xy−u+2v

)
= 0, то(

u
v

)′
(x,y) =−[F ′(u,v)]

−1F ′(x,y) =−
(

1 −1
−1 2

)−1( 1 −2y
y x

)
=

=−
(

2 1
1 1

)(
1 −2y
y x

)
=−

(
2+y −4y+x
1+y −2y+x

)
.

У даному прикладi функцiю
(u

v

)
(x,y) можна виразити явно. А саме:{

x−y2 +u−v = 0,
xy−u+2v = 0

⇔
{

u = 2y2−xy−2x,
v = y2−xy−x

⇔
(

u
v

)
(x,y) =

(
2y2−xy−2x
y2−xy−x

)
.

Якщо тепер обчислити
(u

v

)′(x,y) за формулою (9) п. 3.1.6, то знову вийде
отриманий вище результат.

4.2.5. Iснування та диференцiйовнiсть оберненої функцiї.
Розглянемо тепер питання про обернену функцiю кiлькох змiнних.
� Припустимо, що D – область у просторi Rn i f : D→ R

n. Пе-
репишемо рiвнiсть x = f (y), x∈ D, y∈ Rn, у виглядi

F(x,y) := f (y)−x = 0, (x,y) ∈ D1⊂ R2n. (15)
Вiзьмемо довiльне фiксоване значення функцiї f , тобто f (y0) = x0.
Якщо рiвняння (15) визначає єдину неявну функцiю y = g(x) у до-
статньо малому околi Oα(x0)×Oβ(y0) точки (x0,y0), то ця функцiя
визначена в околi Oα(x0) i є оберненою до функцiї x = f (y), розгля-
дуваної в околi Oβ(y0).



4.2.5] Iñíóâàííÿ òà äèôåðåíöiéîâíiñòü îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨ 207

Згадуючи теореми 1 i 2, вимагатимемо вiд функцiї f (y) обо-
ротнiсть матрицi F ′y(x,y) = f ′(y) та неперервнiсть f ′(y) в областi
D⊂ Rn. Тодi в областi D1 = D×Rn функцiя F(x,y) = f (y)−x задо-
вольнятиме всi умови теорем 1 та 2.

За теоремою 1 iснують достатньо малi околи Oα(x0) та Oβ(y0)
точок x0 та y0 i єдина функцiя g: Oα(x0)→ Oβ(y0). Як зазначало-
ся, ця функцiя g є оберненою до функцiї f , розглядуваної в околi
Oβ(y0). За теоремою 2 та зауваженням 1 функцiя g диференцiйов-
на у кожнiй точцi x∗ ∈Oα(x0) i

g′(x∗) =−[F ′y(x∗,y∗)]−1F ′x(x∗,y∗) =−[ f ′(y∗)]−1[−I ] = [ f ′(y∗)]−1,

де y∗ = f (x∗), а I – одинична n×n-матриця.
Зауважимо також, що кожна точка x∈Oα(x0) є значенням фун-

кцiї f , оскiльки f (g(x))− x = 0 ∀x ∈ Oα(x0). Тому множина E( f )
значень функцiї f є вiдкритою. За теоремою про зв’язнiсть образу
E( f ) також зв’язна, а тому E( f ) є областю.�

Проведенi мiркування показують, що правильне наступне твер-
дження.

Теорема 3 (про iснування та диференцiйовнiсть оберненої фун-
кцiї). Нехай функцiя f : D→ R

n має неперервну похiдну в обла-
стi D ⊂ Rn i det f ′(y) 6= 0 ∀y ∈ D. Тодi 1) множина E( f ) = f (D)
значень цiєї функцiї є областю в Rn; 2) ∀x0 ∈ D iснують око-
ли Oα(x0) i Oβ(y0) такi, що f : Oβ(y0)↔ Oα(x0), а отже, iснує
обернена до f функцiя g: Oα(x0)↔ Oβ(y0); 3) функцiя g(x) ди-
ференцiйовна в околi Oα(x0), причому

g′(x) = [ f ′(y)]−1 ∀x = f (y) ∈Oα(x0).
Вiдображення f , що задовольняє умови теореми 3, є взаємно

однозначним у деякому околi кожної точки своєї областi визначен-
ня. Проте це ще не означає, що воно взаємно однозначне на всiй
областi визначення. Можна сказати лише, що воно локально вза-
ємно однозначне.

З iншого боку, теорема 3 дає достатнi умови для того, щоб вi-
дображення було вiдкритим. Пояснимо, що це означає. Як вiдомо
(див. завдання 4 п. 2.2.6), вiдображення f вiдкритої множини G
метричного простору X у метричний простiр Y є неперервним то-
дi i тiльки тодi, коли прообраз f−1(E) довiльної вiдкритої множини
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E простору Y вiдкритий в X. Проте далеко не при кожному непе-
рервному вiдображеннi f : G→ Y образ f (M) вiдкритої у просторi
X множини M ⊂G є вiдкритою множиною у просторi Y. Якщо ж це
виконується, то таке вiдображення називається вiдкритим. При
доведеннi теореми 3 фактично було встановлено, що вiдображен-
ня f : D→Rn є вiдкритим, коли воно задане на вiдкритiй мно-
жинi G ⊂ Rn, має на D неперервну похiдну f ′ i вiдмiнний вiд
нуля якобiан det f ′.

Застосуємо тепер теорему 3 до ситуацiї, коли f : D↔E, причому
функцiя f неперервна на замкненiй областi D, а всерединi областi
D має неперервну похiдну f ′ та якобiан det f ′ 6= 0. Виникає питання,
чи завжди при такому вiдображеннi f внутрiшнiм точкам вiдповiда-
ють внутрiшнi, а межовим – межовi.
� Позначимо D1 = f−1(E◦), тобто прообраз внутрiшностi мно-

жини E. Множина D1 є вiдкритою як неперервний прообраз вiд-
критої множини. А множина G = f (D) вiдкрита в силу теореми 3.
Тому G⊂E◦⊂E⇒D = f−1(G)⊂ f−1(E◦) = D1⊂D. Оскiльки мно-
жини D i D1 вiдкритi, то звiдси дiстаємо D1 = D ⇒ f (D1) = f (D),
або f (D) = E◦.

Отже, справдi, внутрiшнi точки вiдображаються у внутрiшнi.
Оскiльки всi точки будь-якої множини подiляються на внутрiшнi
та межовi, а вiдображення f взаємно однозначне, то образами ме-
жових точок можуть бути лише межовi точки. Точнiше, f (∂D) ⊂
⊂ ∂E. Якщо виявиться, що множина E замкнена, то ∂E ⊂ E i тому
f (∂D) = ∂E.�

Таким чином, з теореми 3 випливає досить важливий
Наслiдок 1 (про вiдповiднiсть меж). Нехай D,E⊂Rn, а функцiя

f : D↔ E неперервна на замкненiй областi D i має неперервну
похiдну f ′(x), визначник якої det f ′(x) 6= 0 всерединi областi D.
Тодi f (D) = E◦, а f (∂D) ⊂ ∂E, тобто внутрiшнiм точкам вiд-
повiдають внутрiшнi, а межовим – межовi. Зокрема, якщо
множина E замкнена, то f (∂D) = ∂E.

Пов’язуючи комплексну функцiю f = u+ iv: D→ C з вектор-
функцiєю f = (u,v): D→ R2, можна отримати ще один

Наслiдок 2 (теорема про оборотнiсть аналiтичної функцiї).
Нехай функцiя f аналiтична в областi D⊂ C i f ′(z) 6= 0 ∀z∈ D.
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Тодi 1) E = f (D) є областю вC; 2) ∀z0∈D iснує область D1⊂D:
z0 ∈ D1, f (D1) = E1 i f : D1 ↔ E1; 3) iснує обернена функцiя
f−1: E1↔ D i 4) f−1 є аналiтичною функцiєю в областi E1,
причому ( f−1)′(w) = 1

f ′(z) ∀w = f (z) ∈ E1.

4.2.6. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Кожна функцiя є неявною функцiєю.
2. Кожна аналiтично задана функцiя є неявною функцiєю.
3. Кожний аналiтично заданий функцiонал є неявною функцiєю.
4. Кожна неявна функцiя є функцiєю.
5. Рiвняння x2−y2 +1 = 0 задає безлiч неявних функцiй.
6. Рiвняння x2−y2+1= 0 задає безлiч неперервних неявних функцiй.
7. Якщо δ> 0 достатньо мале, а (x0,y0) 6= (0;0), то рiвняння x2−y2 +

+1 = 0, (x,y) ∈ Oδ(x0,y0), задає єдину неявну функцiю, яка дифе-
ренцiйовна i має обернену функцiю.

8. Теорема про iснування та єдинiсть неперервної неявної функцiї є
наслiдком теореми Банаха про нерухому точку стиску.

9. Якщо виконано умови теореми 2 i F ′x та F ′y неперервнi в областi D,
то неявна функцiя f має неперервну похiдну в достатньо малому
околi точки x0.

10. Теорема про iснування та диференцiйовнiсть оберненої функцiї є
наслiдком теореми про диференцiйовнiсть неявної функцiї.

11. Якщо виконано умови теореми 3, то f : D↔ f (D).
12. Якщо f (x,y) = (u,v), де u = ex cosy, v = ex siny, то 1) f задовольняє

умови теореми 3 i 2) f : R2↔ R2\{(0,0)}.
II. Довести данi твердження.

1. Функцiя f (x) = x+2x2sin1
x (x 6= 0), f (0) = 0, диференцiйовна наR,

але не має оберненої функцiї у будь-якому околi точки x0 = 0.
2. За умов наслiдку 1 обернена до f функцiя g має в областi E◦ непе-

рервну похiдну g′(y) i detg′(y) 6= 0.
3. Якщо в умовах наслiдку 1 множина D обмежена, то множина E за-

мкнена, а обернена до f функцiя g неперервна на E.
4. Наслiдок 2 з теореми 3 є правильним твердженням.

4.3. Екстремуми функцiй кiлькох змiнних

У цьому пiдроздiлi розглянуто застосування диференцiального
числення до вiдшукання екстремумiв функцiй кiлькох змiнних.
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4.3.1. Локальнi екстремуми. Необхiдна умова. Нехай фун-
кцiя w = f (x1,x2, . . . ,xn) визначена i неперервна в областi D ⊂ Rn

i набуває дiйсних значень. Кажуть, що ця функцiя має у точцi
M0 = (x0

1,x
0
2, . . . ,x

0
n) ∈ D найбiльше (найменшe) значення i запи-

сують fmax = f (M0) ( fmin = f (M0)), якщо ∃O(M0): f (M) 6 f (M0)
( f (M) > f (M0)) ∀M = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ O(M0). При цьому точку
M0 називають точкою максимуму (мiнiмуму) або точкою екс-
тремуму функцiї f i кажуть також, що функцiя f має екстремум
у точцi M0.

Зауважимо, що поняття екстремуму функцiї у точцi M0 характе-
ризує поведiнку функцiї у достатньо малому околi точки M0. Тому
цей екстремум (максимум або мiнiмум) називають ще локальним
екстремумом (максимумом або мiнiмумом). На вiдмiну вiд цьо-
го max

M∈D
f (M) та min

M∈D
f (M) називають глобальним екстремумом,

максимумом або мiнiмумом вiдповiдно.
� Припустимо, що M0 = (x0

1, . . . ,x
0
n) – точка екстремуму фун-

кцiї f (наприклад, точка максимуму) та iснує f ′xk
(M0). Тодi неважко

зрозумiти, що точка x0
k є точкою екстремуму функцiї однiєї змiн-

ної ϕ(xk) = f (x0
1, . . . ,x

0
k−1,xk,x0

k+1, . . . ,x
0
n). З iншого боку, за озна-

ченням частинної похiдної f ′xk
(M0) = ϕ′(x0

k). За необхiдною умовою
екстремуму функцiї однiєї змiнної ϕ′(x0

k) = 0. Звiдси дiстаємо, що
f ′xk

(M0) = 0.�
Таким чином, має мiсце
Теорема 1 (про необхiдну умову екстремуму). Якщо M0 – то-

чка екстремуму функцiї f (x1,x2, . . . ,xn), причому при якомусь
k∈ 1,n iснує частинна похiдна f ′xk

(M0), то f ′xk
(M0) = 0.

Згадуючи необхiднi умови диференцiйовностi (теорема 1 п.
3.1.2) i формули обчислення диференцiала (п. 3.2.1), з теореми 1
дiстанемо

Наслiдок 1 (про необхiдну умову екстремуму). Якщо функцiя
f (M) диференцiйовна у своїй точцi екстремуму M0, то її ди-
ференцiал d f(M0) = 0.

4.3.2. Достатнi умови екстремуму. У зв’язку з теоремою 1
точку M0, для якої f ′x1

(M0) = f ′x2
(M0) = . . .= f ′xn

(M0) = 0, називають
стацiонарною точкою функцiї f . Якщо M0 – стацiонарна точка
функцiї f або ця функцiя неперервна, проте недиференцiйовна у
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точцi M0 по якiй-небудь змiннiй, то M0 називають критичною то-
чкою функцiї f . Отже, за теоремою 1, точки екстремуму функцiї
f слiд шукати серед її критичних точок. Проте не кожна критична i
навiть не кожна стацiонарна точка функцiї f є точкою екстремуму
цiєї функцiї.

Приклад 1. Нехай f (x,y) = xy∀(x,y) ∈ R2. Тодi f ′x(x,y) = y i f ′y(x,y) =
= x ∀(x,y) ∈ R2, а отже, точка M0 = (0,0) є стацiонарною точкою функцiї
f . Разом з тим f (0,0) = 0, а f (x,y) < 0, коли xy< 0, i f (x,y) > 0, коли
xy> 0, i тому ця точка M0 не є точкою екстремуму функцiї f .

Дослiдимо, коли стацiонарна точка функцiї f напевно є її точкою
екстремуму.
�Припустимо, що M0 – стацiонарна точка функцiї f , яка має в

деякому околi OR(M0) точки M0 неперервнi частиннi похiднi другого
порядку. Тодi за формулою Тейлора (12) п. 3.3.3

f (M)− f (M0) =
1
2

d2
h f (M) ∀M ∈OR(M0), (1)

де h = M−M0 = (∆x1, . . . ,∆xn), M = M0 + θh i 0< θ< 1.
Оскiльки за формулою (8) п. 3.3.2

d2
h f (N) =

( n

∑
k=1

∂
∂xk

hk

)2
f (N) (2)

∀N ∈ OR(M0) i ∀h = (h1, . . . ,hn) ∈ Rn, то зокрема функцiя d2
h f (M0)

неперервна по змiннiй h на всьому просторi Rn.
Припустимо, що d2

h f (M0) > 0, коли ‖h‖ = 1. Тодi, враховуючи
компактнiсть одиничної сфери у просторi Rn, за другою теоремою
Вейєрштрасса дiстанемо, що min

‖h‖=1
d2

h f (M0) = c> 0.

Звiдси та з рiвностi (2) для довiльного h 6= 0 випливає, що
d2

h
‖h‖

f (M0) = 1
‖h‖2 d2

h f (M0)> c, а вiдтак

d2
h f (M0)> c‖h‖2 > 0 ∀h 6= 0. (3)

Розпишемо d2
h f (M) з рiвностi (1) так:

d2
h f (M) = d2

h f (M0)+
(
d2

h f (M)−d2
h f (M0)

)
. (4)

З рiвностi (2) та неперервностi частинних похiдних у точцi M0 ви-
пливає, що для h = M−M0 = (∆x1, . . . ,∆xn) 6= 0

1
‖h‖2

(
d2

h f (M)−d2
h f (M0)

)
=
( n

∑
k=1

∂
∂xk

∆xk

‖h‖

)2(
f (M)− f (M0)

)
→ 0,
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коли h→ 0, або, що те саме, M → M0. Це означає, що ∀ε > 0
∃O∗r (M0)⊂OR(M0): |d2

h f (M)−d2
h f (M0)|< ε‖h‖2, коли M ∈O∗r (M0).

Вважаючи ε< c, iз спiввiдношень (3) та (4) дiстанемо:

d2
h f (M)> c‖h‖2− ε‖h‖2 = (c− ε)‖h‖2 > 0 ∀M ∈O∗r (M0).

Тому

f (M)− f (M0) =
1
2

d2
h f (M)> 0 ∀M ∈O∗r (M0),

тобто M0 – точка мiнiмуму функцiї f .
Аналогiчно показуємо, що коли d2

h f (M0) < 0 ∀h: ‖h‖ = 1, то
d2

h f (M0)< 0 ∀h 6= 0 i M0 – точка максимуму функцiї f .
Припустимо, що iснують h1 6= 0 i h2 6= 0, для яких d2

h1
f (M0)×

×d2
h2

f (M0)< 0, наприклад, d2
h1

f (M0)< 0 i d2
h2

f (M0)> 0. Тодi ∀α> 0
i h1 6= 0 маємо

d2
αh1

f (M0) = α2d2
h1

f (M0)< 0, d2
αh1

f (M) = α2d2
h1

f (M)
i

d2
αh1

f (M) = d2
αh1

f (M0)+(d2
αh1

f (M)−d2
αh1

f (M0)) =

= α2
(

d2
h1

f (M0)+
(
d2

h1
f (M)−d2

h1
f (M0)

))
,

де M = M0 + θαh1. При цьому

d2
h1

f (M)−d2
h1

f (M0) = o(1) (M→M0)
в силу неперервностi других частинних похiдних.

Оскiльки h1 фiксоване, а M→M0, коли α→ 0, то

d2
αh1

f (M) = α2(d2
h1

f (M0)+o(1)), коли 0< α→ 0.

Тому f (M1)− f (M0) = 1
2d2

αh1
f (M)< 0 для всiх досить малих α > 0 i

M1 = M0 + αh1, тобто у будь-якому околi точки M0 є точки M1, для
яких f (M1)< f (M0). Аналогiчно показуємо iснування точок M2, як
завгодно близьких до M0 i таких, що f (M2) > f (M0). Це означає,
що M0 не є точкою екстремуму функцiї f .�

Отже, доведена
Теорема 2 (про достатнi умови iснування та неiснування екстре-

муму). Нехай функцiя f має в околi своєї стацiонарної точки
M0 неперервнi другi частиннi похiднi. Тодi 1) якщо d2

h f (M0)> 0
∀h 6= 0, то M0 – точка мiнiмуму функцiї f ; 2) якщо d2

h f (M0)<
< 0 ∀h 6= 0, то M0 – точка максимуму функцiї f ; 3) якщо
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d2
h1

f (M0)d2
h2

f (M0)< 0 для деяких h1 i h2,то M0 не є точкою екс-
тремуму функцiї f .

Приклад 2. Розглянемо функцiю f (x,y) = 3xy− x3 − y3. Маємо
f ′x(x,y) = 3y−3x2, f ′y(x,y) = 3x−3y2. Тому стацiонарнi точки знаходимо,
розв’язуючи систему{

y−x2 = 0,
x−y2 = 0;

⇔
{

y = x2,
x−x4 = 0;

⇔
{

x = 0,
y = 0;

або
{

x = 1,
y = 1.

Отже, функцiя має двi стацiонарнi точки: M0 = (0;0) i M1 = (1;1).
Оскiльки f ′′xx f (x,y) = −6x, f ′′xy(x,y) = 3 i f ′′yy(x,y) = −6y, то d2

h f (M0) =
= 6(x−x0)(y−y0) = 6xy, де h= (x,y). Вибираючи h1 = (1;1) i h2 = (1;−1),
дiстаємо d2

h1
f (M0) ·d2

h2
f (M0) = 6 · (−6)< 0. Тому за теоремою 2 точка M0

не є точкою екстремуму функцiї f .
Далi маємо d2

h f (M1) = −6(x− 1)2 + 6(x− 1)(y− 1) − 6(y− 1)2 =

=−6
(
((x−1)− y−1

2 )2− (y−1)2

4 +(y−1)2
)

=−6
(
(x−1− y−1

2 )2+ 3
4(y−1)2

)
<

< 0, коли h = (x−1,y−1) 6= (0;0). За теоремою 2 точка (1;1) є точкою
максимуму функцiї f .

Для функцiї двох змiнних з теореми 2 випливають iншi достатнi
умови екстремуму.
�Оскiльки d2

h f (M0) = f ′′x2(M0)∆x2 +2 f ′′xy(M0)∆x∆y+ f ′′y2(M0)∆y2,

то у випадку d2
h f (M0) > 0 ∀h 6= 0 або d2

h f (M0) < 0 ∀h 6= 0 не може
бути, щоб A := f ′′x2(M0) = 0 i C := f ′′y2(M0) = 0 (впевнiться у цьому).
Припустимо, що A 6= 0. Тодi якщо B := f ′′xy(M0), то

A·d2
h f (M0) = (A2∆x2 +2AB∆x∆y+B2∆y2 +(AC−B2)∆y2) =

=
(
(A∆x+B∆y)2 +(AC−B2)∆y2)> 0 ∀h 6= 0, (1)

коли AC− B2 > 0, причому знак d2
h f (M0) збiгається iз знаком

A = f ′′xx(M0).
Те саме дiстаємо у випадку C 6= 0. Тому точка M0 є точкою екс-

тремуму функцiї f , коли AC−B2 > 0, а саме M0 – точка мiнiмуму
(максимуму) функцiї f , коли A> 0 (коли A< 0).

Припустимо, що AC− B2 < 0. Тодi для A = 0 маємо B 6= 0 i
d2

h f (M0) = ∆y(2B∆x+C∆y) > 0, коли h = (∆x,∆y) таке, що ∆y> 0,
а 2B∆x>−C∆y. Крiм того, d2

h f (M0)< 0, коли h = (∆x,∆y) таке, що
∆y< 0, а 2B∆x> −C∆y. Якщо A 6= 0, то з рiвностi (1) дiстаємо, що
A ·d2

h f (M0) < 0, коли h = (∆x,∆y) таке, що ∆y 6= 0 i A∆x+ B∆y = 0.
Вибравши ∆y = 0, з рiвностi (1) дiстанемо, що A·d2

h f (M0)> 0.
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Отже, якщо AC−B2 < 0, то ∃h1 i h2: d2
h1

f (M0) · d2
h2

f (M0) < 0 i
тому за теоремою 2 точка M0 не є точкою екстремуму функцiї f .�

Таким чином, правильна
Теорема 3 (про достатнi умови екстремуму функцiї двох змiн-

них). Нехай функцiя f (x,y) має в околi своєї стацiонарної то-
чки M0 = (x0,y0) неперервнi другi похiднi i нехай A = f ′′xx(M0),
B = f ′′xy(M0) i C = f ′′yy(M0). Тодi 1) якщо AC−B2 > 0, то M0 –
точка екстремуму функцiї f , а саме f (M0) = fmin, коли A> 0 i
f (M0) = fmax, коли A< 0; 2) якщо AC−B2 < 0, то M0 не є то-
чкою екстремуму функцiї f .

Зауважимо, що теорему 3 можна застосувати лише до функцiй
двох змiнних, а теорему 2 – до функцiй будь-якої кiлькостi змiнних.

Приклад 3. Для функцiї f (x,y) з прикладу 1 маємо: A(M0) = C(M0) =
= 0, B(M0) = 3, тобто AC−B2 = −3< 0 i точка M0 = (0,0) не є точкою
екстремуму функцiї f ; A(M1) = C(M1) =−6, B(M1) = 3, тобто AC−B2 =
= 27> 0 i точка M1 = (1,1) є точкою максимуму функцiї f .

Зауважимо, що у випадку, коли у теоремi 3 число ∆ = 0, екстре-
мум у точцi M0 може як iснувати, так i не iснувати.

Приклад 4. Для функцiй f (x,y) = x4 + y4 та g(x,y) = x в околi їхньої
стацiонарної точки M0 = (0,0) виконуються всi умови теореми 3, але
∆ = 0. При цьому функцiя f має у точцi M0 мiнiмум, а функцiя g не має
екстремуму нi в точцi M0, нi в жоднiй iншiй точцi. Графiк функцiї f схожий
на параболоїд обертання (див. рис. 10 п. 2.1.1). Графiком функцiї g є пло-
щина, яка проходить чарез початок координат i перерiзає площину OXZ
по бiсектрисi z= x.

4.3.3. Глобальний естремум. Припустимо, що функцiя f
неперервна на компактнiй областi D. Тодi за другою теоремою
Вейєрштрасса iснують

H = max
M∈D

f (M) = f (M∗) i h = min
M∈D

f (M) = f (M∗).

На жаль, друга теорема Вейєрштрасса не дає алгоритму знахо-
дження чисел h i H – глобальних ектремумiв функцiї f . Разом з
тим легко бачити, що коли M∗ ∈ D (M∗ ∈ D), то вона є точкою екс-
тремуму функцiї f , а тому є критичною точкою цiєї функцiї. Отже,
г л о б а л ь н i е к с т р е м у м и ф у н к ц i ї f с л i д ш у к а т и с е р е д
ї ї з н а ч е н ь у к р и т и ч н и х т о ч к а х т а н а м е ж i о б л а с т i D .
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Приклад 5. Нехай f (x,y) = 3xy−x3−y3, а D = {(x,y) ∈ R2: 06 x6 2,
06 y6 2−x}. Як показано у прикладi 1, критичними точками функцiї f є
точки M0 = (0;0) i M1 = (1;1), причому f (M0) = 0, f (M1) = 1.

Межа D складається з вiдрiзкiв OA: 0 6 x 6 2,
y = 0, OB: 06 y6 2, x = 0 i BA: 06 x6 2, y = 2− x
(див. рис. 20).

Якщо M = (x,0) ∈ OA, то f (M) = −x3 спадає на
вiдрiзку [0;2], а тому зафiксуємо значення f (0;0) = 0
i f (2;0) =−8. Якщо M = (0,y) ∈OB, то f (M) =−y3

i аналогiчно фiксуємо значення f (0;2) = −8. Наре-
штi, якщо M = (x,y) ∈ BA, то f (M) = 3x(2− x)−
−x3− (2− x)3 = 6x− 3x2− x3− 8+ 12x− 6x2 + x3 =

= 18x− 9x2− 8=: ϕ(x)⇒ ϕ′(x) = 18− 18x = 0⇔ x = 1. Тому фiксуємо
значення ϕ(0) = f (0;2) =−8, ϕ(1) = f (1;1) = 1 i ϕ(2) = f (2;0) =−8.

Серед усiх зафiксованих значень функцiї f вибираємо найбiльше i
найменше: H = f (1;1) = 1 = max

(x,y)∈D
f (x,y) i h = f (0;2) = f (2;0) = −8 =

= min
(x,y)∈D

f (x,y). Це i будуть глобальнi екстремуми функцiї f .

4.3.4. Умовнi екстремуми. Як тiльки що показано, задача
вiдшукання глобального екстремуму функцiї f (M) звелася до за-
дачi вiдшукання екстремуму функцiї f (M), коли на точки M накла-
дено якiсь додатковi умови (наприклад, щоб вони лежали на межi
областi D). Досить часто цi додатковi умови визначаються у виглядi

ϕk(M) = 0, k∈ 1, r.

Припустимо, що накладено одну додаткову умову вигляду
ϕ(M) = 0, яка задає у просторi Rn деяку замкнену обмежену
множину S, що лежить в областi D. Тодi max

M∈S
f (M) = f (M∗) i

min
M∈S

f (M) = f (M∗) називаються вiдповiдно умовними максимумом

та мiнiмумом або умовними екстремумами функцiї f . Точки
M∗ i M∗ називають при цьому точками умовного екстремуму
(вiдповiдно максимуму та мiнiмуму).
� Нехай M0 = (x0,y0,z0) – точка умовного екстремуму фун-

кцiї f i нехай функцiї f i ϕ мають неперервнi частиннi похiднi пер-
шого порядку в D, причому ϕ′(M0) 6= θ. Тодi якась частинна похi-
дна функцiї ϕ у точцi M0 вiдмiнна вiд нуля. Вважатимемо, що це
ϕ′z, тобто ϕ′z(M0) 6= 0. Тодi за теоремою про iснування та дифе-
ренцiйовнiсть неявної функцiї рiвняння ϕ(x,y,z) = 0 задає неявну
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функцiю z = z(x,y), (x,y) ∈ O(x0,y0), причому z′x(x0,y0) = −ϕ′x(M0)
ϕ′z(M0) i

z′y(x0,y0) =−ϕ′y(M0)
ϕ′z(M0) .

Зрозумiло, що для функцiї f1(x,y) = f (x,y,z(x,y)) точка (x0,y0) є
точкою екстремуму, а тому ( f1)′x(x0,y0) = ( f1)′y(x0,y0) = 0. Згадуючи
теорему про диференцiйовнiсть складеної функцiї, дiстаємо

0 = ( f1)′x(x0,y0) = f ′x(M0)+ f ′z(M0) ·z′x(x0,y0) =

= f ′x(M0)−
f ′z(M0)
ϕ′z(M0)

·ϕ′x(M0),

0 = ( f1)′y(x0,y0) = f ′y(M0)+ f ′z(M0) ·z′y(x0,y0) =

= f ′y(M0)−
f ′z(M0)
ϕ′z(M0)

·ϕ′y(M0).

Позначимо λ0 = f ′z(M0)
ϕ′z(M0) i F(x,y,z,λ) := f (x,y,z)−λϕ(x,y,z). Тодi

f ′x(M0)−λ0ϕ′x(M0) = F ′x(x0,y0,z0,λ0) = 0,
f ′y(M0)−λ0ϕ′y(M0) = F ′y(x0,y0,z0,λ0) = 0,
f ′z(M0)−λ0ϕ′z(M0) = F ′z(x0,y0,z0,λ0) = 0,
−ϕ(x0,y0,z0) = F ′λ(x0,y0,z0,λ0) = 0.

Останнi рiвностi означають, що (x0,y0,z0,λ0) – стацiонарна то-
чка функцiї F(x,y,z,λ) := f (x,y,z)−λϕ(x,y,z).�

Таким чином, доведена
Теорема 4 (про точки умовного екстремуму). Нехай функцiї f

i ϕ мають неперервнi частиннi похiднi в областi D, причому
ϕ′(M) 6= 0 ∀M ∈ D. Тодi точки умовного екстремуму функцiї f
(з умовою ϕ(M) = 0) знаходяться серед стацiонарних точок
функцiї

F(x,y,z,λ) := f (x,y,z)−λϕ(x,y,z), (x,y,z,λ) ∈ D×R1.

В загальному випадку, коли задаються умови ϕk(M) = 0, k∈ 1, r,
причому в кожнiй точцi M = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ D ранг матрицi Якобi
системи функцiй ϕk(M) дорiвнює r 6 n, точки умовного екстремуму
знаходяться серед стацiонарних точок функцiї

F(x1, . . . ,xn,λ1, . . . ,λr) = f (x1, . . . ,xn)−
r

∑
k=1

λkϕk(x1, . . . ,xn).

Знайти цi стацiонарнi точки можна за допомогою теореми 1. Якщо
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вони мають вигляд (x(i)
1 , . . . ,x

(i)
n ,λ

(i)
1 , . . . ,λ

(i)
r ), i = 1,2, . . . , то зна-

йшовши f (x(i)
1 , . . . ,x

(i)
n ), i = 1,2, . . . , i вибравши серед цих значень

найбiльше та найменше, знайдемо цим самим умовнi екстрему-
ми функцiї f . Описаний метод називають методом множникiв
Лагранжа.

Приклад 6. Знайдемо умовнi екстремуми функцiї f (x,y) = x2 + y2−
−12x + 16y за умови x2 + y2 = 1. Скористаємося методом множникiв
Лагранжа. Для цього складемо функцiю F(x,y,λ) = f (x,y) − λϕ(x,y),
де ϕ(x,y) = x2 + y2− 1 i знайдемо стацiонарнi точки цiєї функцiї. Має-
мо: F(x,y,λ) = x2 + y2− 12x + 16y− λ(x2 + y2− 1), F ′x = 2x− 12− 2λx,
F ′y = 2y+16−2λy, F ′λ =−(x2 +y2−1). Розв’яжемо систему

F ′x = 0,
F ′y = 0,
F ′λ = 0;

⇔


x(1−λ)−6 = 0,
y(1−λ)+8 = 0,
x2 +y2 = 1;

⇔


1−λ = 6

x ,
y =−4

3x,
x2 + 16

9 x2 = 1;
⇔

 x =±3
5,

y =∓4
5,

λ = 1∓10.

Оскiльки f
(

3
5;−4

5

)
= −19, f

(
−3

5; 4
5

)
= 21, то умовний максимум функцiї

f дорiвнює 21, а умовний мiнiмум дорiвнює−19.
4.3.5. Контрольнi запитання i завдання.

I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.
1. Кожна числова функцiя має хоча б одну точку екстремуму.

2. Завжди fmax> fmin.

3. Завжди fmax = max
M∈D

f (M).

4. Функцiя f (x,y) = |y| має екстремуми.

5. Функцiя f (x,y) = |y| має стацiонарнi точки.

6. Якщо функцiя f неперервна в областi D i має в D лише одну точку
максимуму (нехай це точка M0), то fmax = max

M∈D
f (M) = f (M0).

7. Кожна функцiя має стацiонарнi точки.

8. Якщо M0 – точка екстремуму функцiї f , то M0 – стацiонарна точка
цiєї функцiї.

9. Твердження, обернене до 8, є правильним.

10. Якщо d2
h f (M0) 6= 0 ∀h 6= 0, то M0 – точка екстремуму функцiї f .

11. Твердження, обернене до 10, є правильним.

12. Якщо f ′′xx(M0) · f ′′yy(M0)− f ′′xy
2(M0)< 0, то M0 не є точкою екстрему-

му функцiї f .

13. Твердження, обернене до 12, є правильним.

14. Умовний екстремум функцiї може бути, а може й не бути глобаль-
ним екстремумом цiєї функцiї.
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II. Довести данi твердження.
1. Нехай функцiя f (x,y) має в околi точки M0 неперервнi частиннi по-

хiднi третього порядку, причому dh f (M0) = d2
h f (M0) = 0 ∀h ∈ R2.

Тодi 1) якщо d3
h f (M0) > 0 ∀h 6= 0, то M0 – точка мiнiмуму функцiї

f ; 2) якщо d3
h f (M0) < 0 ∀h 6= 0, то M0 – точка максимуму функцiї

f ; 3) якщо ж d3
h1

f (M0)d3
h2

f (M0) < 0 для деяких h1 i h2, то M0 не є
точкою екстремуму функцiї f .

2. Якщо функцiя z= f (x,y) задана неявно рiвнянням F(x,y,z) = 0, то
стацiонарнi точки цiєї функцiї можна знайти як розв’язки системи

F ′x(x,y,z) = 0,
F ′y(x,y,z) = 0,
F ′z(x,y,z) 6= 0,
F(x,y,z) = 0.

4.3.6. Iсторична довiдка. Поняття аналiтичної функцiї комплексної
змiнної введено нiмецькими математиками Б. Рiманом i К. Вейєрштрас-
сом та французьким математиком О. Кошi. Теорiя неявних функцiй ство-
рена математиками ХIХ столiття, а узагальнення на довiльнi оператори i
функцiонали вперше зроблено у 1927 роцi Гiльдебрандтом i Грейвсом.

Задачi на знаходження екстремумiв розв’язувалися за допомогою ди-
ференцiального числення вже засновниками диференцiального та iн-
тегрального числення. Свiй метод множникiв французький математик
Ж. Лагранж описав у 1797 роцi. На довiльнi функцiонали цей метод у
1934 роцi перенiс росiйський математик Л. Люстерник (1899 – 1981).



5. КРАТНI I КРИВОЛIНIЙНI
IНТЕГРАЛИ РIМАНА

У даному роздiлi поняття визначеного iнтеграла функцiї однiєї
змiнної узагальнюється на випадок функцiй кiлькох змiнних.

5.1. Кратнi iнтеграли по елементарному прямокутнику

У цьому пiдроздiлi введено поняття елементарного прямокутни-
ка (як аналога числового вiдрiзка) та R-iнтеграла по елементарно-
му прямокутнику (як аналога визначеного iнтеграла). Дослiджено
умови iснування цього iнтеграла та його властивостi.

5.1.1. Поняття R-iнтеграла та R-iнтегровної функцiї. Нехай
у просторi Rp задано точки a = (a1,a2, . . . ,ap) i b = (b1,b2, . . . ,bp)
такi, що a6 b, тобто ai 6 bi ∀i ∈ 1, p. Тодi множину P:=Pa,b :=

{
x =

= (x1,x2, . . . ,xp)∈Rp: ai 6 xi 6 bi ∀i ∈ 1, p
}

назвемо елементарним

прямокутником, а число mesP:=
p

∏
i=1

(bi−ai) назвемо мiрою цього

елементарного прямокутника.

Зрозумiло, що коли p = 1, то Pa,b = [a1;b1] – звичайний вiдрi-
зок (рис. 21), а mesPa,b = b1− a1 – його довжина; коли p = 2, то
Pa,b – прямокутник, сторони якого паралельнi координатним осям
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(рис. 22), а mesPa,b – площа цього прямокутника; коли p = 3, то
Pa,b – прямокутний паралелепiпед, гранi якого паралельнi коорди-
натним площинам (рис. 23), а mesPa,b – його об’єм.

Назвемо гранню елементарного прямокутника Pйого перетин з
гiперплощиною xi = ai або з гiперплощиною xi = bi . У випадку p= 1
гранi є кiнцями вiдрiзка, у випадку p = 2 гранi є сторонами прямо-
кутника, а у випадку p = 3 – гранями паралелепiпеда. Зауважимо,
що межа елементарного прямокутника P складається саме з його
граней.

Мiра елементарного прямокутника має дуже важливу, фун-

даментальну властивiсть адитивностi, тобто mesP =
n
∑

k=1
mesPk,

якщо елементарнi прямокутники P i Pk, k∈ 1,n, такi, що P =
nS

k=1
Pk,

а P◦i ∩ P◦j = ∅ ∀i 6= j. Ця властивiсть очевидна (у просторах R1,
R

2, R3) з геометричної точки зору, але довести її аналiтично досить
складно.

Перейдемо тепер до означення кратного iнтеграла Рiмана.
Розглянемо сукупнiсть (T) елементарних прямокутникiв Pk,

k ∈ 1,n, для яких
nS

k=1
Pk = P, причому прямокутники Pk i Pi не ма-

ють спiльних внутрiшнiх точок ∀k 6= i. Назвемо таку сукупнiсть
розбиттям елементарного прямокутника P (на елементарнi пря-
мокутники Pk). Число dk = sup{ρ(A,B): A i B∈ Pk} називають дiа-
метром Pk, а число λ(T) = max

16k6n
dk – дрiбнiстю розбиття (T).

Якщо на елементарному прямокутнику P задано числову фун-
кцiю f , то виберемо довiльну точку M∗k ∈ Pk i складемо суму

S(T, f ,{M∗k}) :=S(T, f ) :=S(T) :=
n

∑
k=1

f (M∗k)mesPk,

яку назвемо iнтегральною сумою.
Зрозумiло, що, взагалi кажучи, iнтегральна сума залежить вiд

розбиття (T), вiд функцiї f та вiд способу вибору промiжних то-
чок M∗k ∈ Pk.

Число I називають границею iнтегральної суми S(T) при
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λ(T)→ 0 i записують I = lim
λ(T)→0

S(T), якщо

∀ε> 0 ∃δ(ε): |S(T)− I |< ε, коли λ(T)< δ(ε).
При цьому також записують S(T)→ I (λ(T)→ 0).

Суть поняття границi iнтегральної суми полягає у тому, що

S(T)
я.з.
≈ I , коли λ(T)

д.
≈ 0.

Оскiльки поняття границi iнтегральної суми за формою нага-
дує означення границi функцiї, то природно чекати, що властивостi
границь iнтегральних сум нагадують властивостi границь функцiй.
Це дiйсно так. Зокрема, правильнi властивостi про єдинiсть грани-
цi, про границю суми та рiзницi (i взагалi лiнiйної комбiнацiї) тощо.
Пропонуємо читачевi впевнитися у цьому.

Iнтегралом Рiмана (p-кратним) або R-iнтегралом фун-
кцiї f по елементарному прямокутнику P називають число I =
= lim

λ(T)→0
S(T), якщо ця границя iснує. При цьому функцiю f нази-

вають iнтегровною за Рiманом або R-iнтегровною на P i запи-
сують f ∈ RP, а сам R-iнтеграл позначаютьw

P

f (x)dx=:
w
P

f dx=:
ww
. . .
w

P

f (x1,x2, . . . ,xp)dx1dx2 . . .dxp .

Для функцiї двох (трьох) змiнних R-iнтеграл позначаютьrr
P

f (x,y)dxdy (
rrr

P
f (x,y,z)dxdydz) i називають подвiйним (по-

трiйним) iнтегралом функцiї f по прямокутнику P.
Для функцiй однiєї змiнної вiдома необхiдна умова R-iнтегров-

ностi функцiї f на [a;b] – обмеженiсть f на [a;b].Чи правильна ця
умова для функцiй кiлькох змiнних?

Легко бачити, що к о л и mesP = 0, т о б у д ь - я к а ф у н к ц i я
f , щ о в и з н а ч е н а н а P ( н а в i т ь н е о б м е ж е н а ) , є R- i н-
т е г р о в н о ю н а P .
�Нехай mesP> 0, a розбиття (T) прямокутника Pна Pk, k∈ 1,n,

вибрано таким, що mesPk > 0∀k∈ 1,n. Припустимо, що f необме-
жена на P. Тодi вона необмежена принаймнi на одному Pk, k∈ 1,n,
наприклад, на Pn (в iншому разi можна змiнити нумерацiю прямо-
кутникiв). Зафiксуємо точки M∗k ∈ Pk ∀k∈ 1,n−1 i виберемо точку
M∗n таку, що
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| f (M∗n)mesPn|>
1

λ(T)
+

∣∣∣∣∣n−1

∑
k=1

f (M∗k)mesPk

∣∣∣∣∣.
Це можна зробити, оскiльки f необмежена на Pn i mesPn > 0. Тодi

|S(T)|=

∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

f (M∗k)mesPk

∣∣∣∣∣> | f (M∗n)mesPn|−

−

∣∣∣∣∣n−1

∑
k=1

f (M∗k)mesPk

∣∣∣∣∣> 1
λ(T)

→+∞ (λ(T)→ 0).

Це означає, що функцiя f /∈ RP.�
Отже, доведена
Теорема 1 (про необхiдну умову R-iнтегровностi). Якщо f ∈

∈RPi mesP> 0, то f обмежена на P. Або: якщо f необмежена
на P i mesP> 0, то f /∈ RP.

Вiдомий приклад функцiї Дiрiхле показує, що не кожна обмеже-
на функцiя є R-iнтегровною. Визначимо, якi додатковi умови слiд
накласти на функцiю f , щоб гарантувати її R-iнтегровнiсть.

5.1.2. Суми Дарбу та їх властивостi. Розглянемо функцiю
f : P→ R, обмежену на елементарному прямокутнику P. Вiзьмемо
довiльне розбиття (T) P на Pk, k∈ 1,n, i позначимо

hk = inf
M∈Pk

f (M), Hk = sup
M∈Pk

f (M).

Утворимо суми

S∗(T) :=S∗(T, f ) :=
n

∑
k=1

hk mesPk

i

S∗(T) :=S∗(T, f ) :=
n

∑
k=1

Hk mesPk,

якi називають вiдповiдно нижньою та верхньою сумами Дарбу.
Зрозумiло, що для будь-якої iнтегральної суми S(T) функцiї f

S∗(T)6 S(T)6 S∗(T), (1)
а за рахунок вибору промiжних точок M∗k суму S(T) можна зробити
як завгодно близькою або до S∗(T), або до S∗(T), наприклад,

06 S(T)−S∗(T)6 λ(T) або 06 S∗(T)−S(T)6 λ(T). (2)
Звiдси, зокрема, випливає, що
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I = lim
λ(T)→0

S(T)⇒ lim
λ(T)→0

(S∗(T)−S∗(T)) = 0. (3)

Виявляється, що остання умова
є також достатньою для R-iнтегро-
вностi функцiї f по елементарному
прямокутнику P. Щоб довести цей
факт, розглянемо деякi властивостi
сум Дарбу.

Насамперед дослiдимо поведiнку
сум Дарбу, коли розбиття (T) робити
все дрiбнiшим i дрiбнiшим.

� Нехай розбиття (T1) одержується з розбиття (T) шляхом
замiни одного прямокутника Pk на елементарнi прямокутники P(1)

k

i P(2)
k так, що Pk = P(1)

k ∪ P(2)
k , але P(1)

k i P(2)
k не мають спiльних

внутрiшнiх точок (рис. 24). Тодi за адитивною властивiстю мiри
mesPk = mesP(1)

k + mesP(2)
k , hk = inf

M∈Pk

f (M) 6 inf
M∈P(1)

k

f (M) = h(1)
k i

hk 6 inf
M∈P(2)

k

f (M) = h(2)
k , а тому

S∗(T) =
n

∑
i=1

hi mesPi = ∑
i 6=k

hi mesPi +hk(mesP(1)
k +mesP(2)

k )6

6∑
i 6=k

hi mesPi +h(1)
k mesP(1)

k +h(2)
k mesP(2)

k =

= S∗(T1)6 S∗(T)+2Hλp(T),
де H = sup

M∈P
| f (M)|. Отже,

S∗(T)6 S∗(T1)6 S∗(T)+2Hλp(T).
Аналогiчно дiстаємо, що

S∗(T)> S∗(T1)> S∗(T)−2Hλp(T).
Припустимо, що розбиття (Tq) одержується з розбиття (T) шля-

хом замiни кожного прямокутника Pk на елементарнi прямокутни-

ки P(ν)
k , ν ∈ 1,νk, так, що Pk =

νkS

ν=1
P(ν)

k , причому P(ν)
k i P(µ)

k не мають

спiльних внутрiшнiх точок, коли ν 6= µ, a
n
∑

k=1
νk = n+q. Назвемо та-
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ке розбиття (Tq) q-им роздрiбненням розбиття (T).
Використовуючи адитивну властивiсть мiри прямокутника та

iдею доведення частинного випадку (q= 1), розглянутого вище, не-
важко прийти до нерiвностей: S∗(T) 6 S∗(Tq) 6 S∗(T) + 2Hqλp(T)
i, аналогiчно, S∗(T)> S∗(Tq)> S∗(T)−2Hqλp(T) для будь-якого q-
того роздрiбнення (Tq) розбиття (T).�

Таким чином, правильна
Лема 1 (про вплив роздрiбнення розбиття на суми Дарбу).

Якщо розбиття (Tq) є q-тим роздрiбненням розбиття (T),
то

S∗(T)6 S∗(Tq)6 S∗(T)+2Hqλp(T)
i

S∗(T)> S∗(Tq)> S∗(T)−2Hqλp(T),
де H = sup

M∈P
| f (M)|.

Лема 1 стверджує, що вiд роздрiбнення розбиття (T) нижня су-
ма Дарбу не зменшується, а верхня сума Дарбу не збiльшується.

Порiвняємо тепер довiльну нижню суму Даррбу з довiльною
верхньою сумою Дарбу даної функцiї.
� Нехай (T ′) i (T ′′) – довiльнi розбиття прямокутника P вiд-

повiдно на прямокутники P′k, k ∈ 1,n, i P′′i , i ∈ 1,m. Позначимо
Pk,i = P′k∩P′′i , k∈ 1,n, i ∈ 1,m, i назвемо розбиття (T) =

{
Pki: k∈ 1,n,

i ∈ 1,m
}

перерiзом розбиттiв (T ′) i (T ′′). Зрозумiло, що еле-
ментарнi прямокутники Pki (вiднесемо до них i порожню множину,
вважаючи при цьому mesPki = 0, а промiжну точку Mki – довiль-
ною) утворюють розбиття (T) прямокутника P, яке є роздрiбнен-
ням розбиття (T ′) i розбиття (T ′′). Тому за лемою 1

S∗(T ′)6 S∗(T)6 S∗(T)6 S∗(T ′′).
Отже, будь-яка нижня сума Дарбу функцiї f не перевищує будь-
якої верхньої суми Дарбу цiєї функцiї. Звiдси випливає, що

∃sup
(T)

S∗(T) = I∗=: I∗( f ) та inf
(T)

S∗(T) = I∗=: I∗( f ),

причому

S∗(T)6 I∗ 6 I∗ 6 S∗(T) ∀(T). (4)
Числа I∗ = I∗( f ) та I∗ = I∗( f ) називають вiдповiдно нижнiм та
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верхнiм iнтегралами Дарбу функцiї f .�
Отже, має мiсце
Лема 2 (про iснування iнтегралiв Дарбу). Якщо функцiя f

обмежена на елементарному прямокутнику P, а розбиття
(T ′) i (T ′′) цього прямокутника довiльнi, то S∗(T ′) 6 S∗(T ′′) i,
зокрема, iснують верхнiй та нижнiй iнтеграли Дарбу функцiї
f , для яких мають мiсце нерiвностi (4).

5.1.3. Критерiї R-iнтегровностi. Вище показано, що коли
функцiя f : P→ R є R-iнтегровною на елементарному прямокутни-
ку P i mesP > 0, то f обмежена на P i lim

λ(T)→0
(S∗(T)−S∗(T)) = 0

(див. (3)).
Природно виникає питання, чи не є умова обмеженостi f на P

разом з останньою рiвнiстю достатньою умовою для R-iнтегровно-
стi функцiї f . Вiдповiдь на це питання дає наступна теорема.

Теорема 2 (про критерiї R-iнтегровностi). Нехай функцiя f :
P→R обмежена на елементарному прямокутнику P. Тодi на-
ступнi твердження 1) – 6) еквiвалентнi мiж собою:

1) функцiя f є R-iнтегровною на P;

2) lim
m→∞

S(Tm) = I для деякої послiдовностi (Tm) розбиттiв P

на P(m)
k , k∈ 1,nm, для якої λ(Tm)→ 0 (m→ ∞);

3) iснує послiдовнiсть (Tm) розбиттiв P на P(m)
k , k ∈ 1,nm,

для якої λ(Tm)→ 0 i S∗(Tm)−S∗(Tm)→ 0 (m→ ∞);
4) нижнiй iнтеграл Дарбу I∗ функцiї f дорiвнює її верхньо-

му iнтегралу Дарбу I∗;

5) lim
λ(T)→0

(S∗(T)−S∗(T)) = 0;

6) lim
λ(T)→0

n
∑

k=1
ωk( f )mesPk = 0, де (T) – розбиття P на Pk, а

ωk( f ) = sup
M∈Pk

f (M)− inf
M∈Pk

f (M) – коливання функцiї f на Pk.

� Доведення теореми 2 проведемо за схемою 1)⇒ 2)⇒ 3)⇔
4)⇒ 5)⇔ 6)⇒ 1). При цьому вважаємо mesP> 0, бо в iншому
разi немає чого доводити.

Зрозумiло, що 1) ⇒ 2), а з нерiвностей (2) випливає, що
2)⇒ 3).
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Нехай має мiсце твердження 3). Тодi з нерiвностi (4) випливає,
що 06 I∗− I∗ 6 S∗(Tm)−S∗(Tm)→ 0 (m→ ∞), тобто I∗ = I∗, а тому
3)⇒ 4).

Припустимо, що I∗ = I∗ = I , тобто правильне твердження 4). За
властивостями супремуму та iнфiмуму ∀m∈ N ∃(T ′m) i (T ′′m):

I > S∗(T ′m)> I − 1
m

i I 6 S∗(T ′′m)6 I +
1
m
.

Тому S∗(T ′′m)−S∗(T ′m)→ 0 (m→ ∞). Утворимо розбиття (Tm) як пе-
рерiз розбиттiв (T ′m) i (T ′′m). Тодi за лемою 1

06 S∗(Tm)−S∗(Tm)6 S∗(T ′′m)−S∗(T ′m)→ 0 (m→ ∞),
тобто lim

m→∞
(S∗(Tm)− S∗(Tm)) = 0. При цьому можна вважати, що

λ(Tm)→ 0 (m→ ∞), оскiльки в iншому разi можна перейти до пе-
рерiзу (Tm) i (T∗m), де λ(T∗m)→ 0 (m→ ∞). Отже, доведено, що 4)⇒
3), але твердження 5) сильнiше за 3).

Для доведення 5) вважатимемо, що усi елементарнi прямоку-
тники P(m)

k , k ∈ 1,nm, що утворюють розбиття (Tm), мають додатну
мiру, оскiльки в iншому разi такi прямокутники можна включити у
межi iнших прямокутникiв. Отже,

mesP(m)
k > 0 ∀k∈ 1,nm i ∀m∈ N.

Нехай P(m)
k визначається точками

a(m)
k = (a(m)

k1 ,a
(m)
k2 , . . . ,a

(m)
kp ) i b(m)

k = (b(m)
k1 ,b

(m)
k2 , . . . ,b

(m)
kp ),

тобто P(m)
k = P

a(m)
k ,b(m)

k
(див. означення елементарного прямокутни-

ка). Припустимо, що ε> 0 довiльне фiксоване, а m= m(ε) таке, що

06 S∗(Tm)−S∗(Tm)<
ε
2
.

Вiзьмемо розбиття (T) елементарного прямокутника P на Pk,
k∈ 1,n, довiльним, але таким, щоб

λ(T)< min
16i6p

(b(m)
ki −a(m)

ki ) ∀k∈ 1,nm.

Для кожного c∈ [ai ;bi ] позначимо νi(c) кiлькiсть елементарних
прямокутникiв Pk, якi мають спiльнi точки з гiперплощиною xi = c.
Тодi кожна гiперплощина xi = a(m)

ki або xi = b(m)
ki , i ∈ 1, p, k ∈ 1,nm,

зможе розбити на два нових прямокутники не бiльше, нiж νi(a
(m)
ki )
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або νi(b
(m)
ki ) прямокутникiв розбиття (T). Тому перерiз (Tq) розбит-

тiв (T) i (Tm) є q-тим роздрiбненням розбиття (T), де

q6
nm

∑
k=1

p

∑
i=1

(
νi(a

(m)
ki )+ νi(b

(m)
ki )
)
6 2p max

16i6p
max

c∈[ai ;bi ]
νi(c)nm.

Звiдси, враховуючи лему 1, дiстанемо:

06 S∗(Tq)−S∗(Tq)6 S∗(Tm)−S∗(Tm)<
ε
2

i

06 S∗(T)−S∗(T)6 S∗(Tq)−S∗(Tq)+4Hqλp(T)6

6
ε
2

+4H ·2p
(

max
16i6p

max
c∈[ai ;bi ]

νi(c)
)
nmλp(T),

де H = sup
M∈P
| f (M)|.

Якщо число δ(ε)∈
(

0; min
16k6nm

min
16i6p

(
b(m)

ki −a(m)
ki

))
взяти настiльки

малим, щоб з умови λ(T)< δ(ε) випливала умова

4H ·2p
(
max
16p

max
c∈[ai ;bi ]

νi(c)
)
nmλp(T)<

ε
2
,

то

06 S∗(T)−S∗(T)<
ε
2

+
ε
2

= ε ∀(T),

коли λ(T) < δ(ε). Це означає, що lim
λ(T)→0

(S∗(T)−S∗(T)) = 0, тобто

4)⇒ 5).

Оскiльки S∗(T)−S∗(T) =
n
∑

k=1
ωk( f )mesPk, то 5)⇔ 6).

Доведемо, нарештi, що 6)⇒ 1), тобто 5)⇒ 1). Справдi, якщо
має мiсце твердження 5), то з нерiвностi (4) дiстаємо:

06 I∗− I∗ 6 S∗(T)−S∗(T)→ 0 (λ(T)→ 0),
тобто

I∗ = I∗ = I , 06 S∗(T)− I 6 S∗(T)−S∗(T)→ 0 (λ(T)→ 0).
Тому lim

λ(T)→0
S∗(T) = I i

06 I −S∗(T)6 S∗(T)−S∗(T)→ 0 (λ(T)→ 0),
отже, lim

λ(T)→0
S∗(T) = I .

Звiдси та з нерiвностi (1) випливає, що lim
λ(T)→0

S(T) = I , тобто
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функцiя f є R-iнтегровною на елементарному прямокутнику P.�
Зрозумiло, що коли f : P → C, то f ∈ RP ⇔ Re f ∈ RP та

Im f ∈ RP. Отже, у питаннi про R-iнтегровнiсть числової функцiї
f можна вважати, що f набуває дiйсних значень.

5.1.4. Достатнi умови R-iнтегровностi.
� Нехай функцiя f : P→ R неперервна на елементарному пря-

мокутнику P. Тодi для будь-якого розбиття (T) P на Pk, k ∈ 1,n,
маємо:

ωk( f ) = sup
M∈Pk

f (M)− inf
M∈Pk

f (M) = f (M∗k)− f (M∗∗k ),

де M∗k i M∗∗k ∈ Pk, причому ρ(M∗k ,M
∗∗
k )6 λ(T) ∀k∈ 1,n. Позначимо

f (M∗T)− f (M∗∗T ) = max
16k6n

(
f (M∗k)− f (M∗∗k )

)
i спрямуємо λ(T) до нуля. Тодi ρ(M∗T ,M

∗∗
T )→ 0 i f (M∗T)− f (M∗∗T )→ 0

(λ(T)→ 0), оскiльки за теоремою Кантора функцiя f рiвномiрно
неперервна на P. Звiдси дiстаємо, що

n

∑
k=1

ωk( f )mesPk 6
(

f (M∗T)− f (M∗∗T )
) n

∑
k=1

mesPk =

=
(

f (M∗T)− f (M∗∗T )
)

mesP→ 0 (λ(T)→ 0).
Отже, правильне твердження 6) теореми 2, а тому f є R-iнте-

гровною функцiєю на P.�
Таким чином, доведена
Теорема 3 (про R-iнтегровнiсть неперервної функцiї). Якщо

функцiя f неперервна на елементарному прямокутнику P, то
вона R-iнтегровна на P.

Виявляється, що R-iнтегровнi функцiї у певному розумiннi дуже
близькi до неперервних функцiй. Це випливає з наступного твер-
дження.

Теорема 4 (критерiй Лебега R-iнтегровностi). Нехай функцiя f
обмежена на елементарному прямокутнику P i E – множина
точок розриву f , E⊂P. Тодi для R-iнтегровностi f на P необ-
хiдно й досить, щоб f була майже неперервною на P у тому
розумiннi, що для будь-якого ε> 0 iснує не бiльш, нiж зчислен-
на кiлькiсть елементарних прямокутникiв Qk, k = 1,2, . . . , для
яких E ⊂

S

k
Qk i ∑

k
mesQk < ε.
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Теорема 4 буде доведена в пунктi 7.4.6.
За допомогою теорем 2 або 4 можна довести наступне твер-

дження.
Теорема 5 (про достатнi умови R-iнтегровностi). Обмежена на

елементарному прямокутнику P функцiя f є R-iнтегровною
на P⊂ Rp, якщо виконується принаймнi одна з умов 1) – 4) :

1) функцiя f має скiнченну кiлькiсть точок розриву;
2) функцiя f має зчисленну кiлькiсть точок розриву;
3) усi точки розриву функцiї f лежать на деякiй гiперпло-

щинi H(i)
c = {(x1, . . . ,xp): xi = c};

4) функцiя f є неспадною (незростаючою) по кожнiй змiн-
нiй.

� Розглянемо пункт 1). Позначимо Mk = (x(k)
1 , . . . ,x(k)

p ), k∈ 1,N,
усi точки розриву функцiї f . Зафiксуємо довiльне ε > 0. Вiзьмемо
тепер δ> 0 таким, щоб δp < ε/N. Прямокутники

Pk = {(x1, . . . ,xp): |xi−x(k)
i |6 δ/2 ∀i ∈ 1, p}, k∈ 1,N,

покривають множину E = {Mk: k∈ 1,N} i мають сумарну мiру
N

∑
k=1

mesPk =
N

∑
k=1

δp = Nδp < ε.

Тому за теоремою 4 f ∈ RP.
Аналогiчно доводяться пункти 2), 3).
Для доведення пункту 4) теореми 5 скористаємося пунктом 3)

теореми 2. Розглянемо випадок p = 2. У загальному випадку всi
мiркування такi самi, тiльки громiздкiшi.

Нехай P= [a;b]× [c;d]. Розбиваючи вiдрiзки [a;b] i [c;d] на n рiв-
них частин:

a = x(n)
0 < x(n)

1 < .. . < x(n)
n = b та c = y(n)

0 < y(n)
1 < .. . < y(n)

n = d,

дiстанемо послiдовнiсть розбиттiв (Tn) прямокутника P на пря-
мокутники P(n)

i, j = [x(n)
i ;x(n)

i+1]× [y(n)
j ;y(n)

j+1], i, j ∈ 0,n−1. При цьому

дрiбнiсть λ(Tn) =
√(

b−a
n

)2
+
(

d−c
n

)2
= 1

n

√
(b−a)2 +(d−c)2 → 0

при n→ ∞.
Припустимо, що функцiя f неспадна по кожнiй змiннiй. Тодi

min
P(n)

i, j

f (x,y) = f (x(n)
i ,y(n)

j ), max
P(n)

i, j

f (x,y) = f (x(n)
i+1,y

(n)
j+1) ∀i, j ∈ 0,n−1.
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Позначимо f (n)
i, j = f (x(n)

i ,y(n)
j ) ∀i, j ∈ 0,n. При цьому рiзниця сум

Дарбу запишеться у виглядi:

S∗(Tn)−S∗(Tn) =
n−1

∑
i=0

n−1

∑
j=0

(
f (n)
i+1, j+1− f (n)

i, j

)
mesP(n)

i, j =

=
(

(b−a)(d−c)
n

)2

·
n−1

∑
i=0

n−1

∑
j=0

(
f (n)
i+1, j+1− f (n)

i, j

)
.

Щоб спростити отриманий вираз, скористаємося тотожнiстю
n−1
∑

i=0
(xi+1−xi) = xn−x0, а далi використаємо оцiнку

f (x,y)− f (u,v)6 H = max
P

f (x,y) ∀(x,y),(u,v) ∈ P: u6 x, v6 y.

Матимемо:

S∗(Tn)−S∗(Tn) =
(

(b−a)(d−c)
n

)2
(

n−1
∑

i=0

n−1
∑
j=0

(
f (n)
i+1, j+1− f (n)

i, j+1

)
+

+
n−1
∑

i=0

n−1
∑
j=0

(
f (n)
i, j+1− f (n)

i, j

))
=
(

(b−a)(d−c)
n

)2
(

n−1
∑
j=0

(
f (n)
n, j+1− f (n)

0, j+1

)
+

+
n−1
∑

i=0

(
f (n)
i,n − f (n)

i,0

))
6
(

(b−a)(d−c)
n

)2
·2nH =

= 2H(b−a)2(d−c)2 · 1
n
→ 0 (n→ ∞).

Звiдси за пунктом 3) теореми 2 випливає, що f ∈ RP.�

5.1.5. Основнi властивостi R-iнтеграла.
Властивiсть 1 (про лiнiйнiсть R-iнтеграла). Нехай функцiї fi ,

i ∈ 1,q, є R-iнтегровними на елементарному прямокутнику P,

а αi ∈ R, i ∈ 1,q. Тодi функцiя f =
q

∑
i=1

αi fi ∈ RPi

w
P

f dx=
w
P

( q

∑
i=1

αi fi

)
dx=

q

∑
i=1

αi

w
P

fi dx.

� Дiйсно,

S(T, f ) =
n

∑
k=1

f (M∗k)mesPk =
n

∑
k=1

q

∑
i=1

αi fi(M∗k)mesPk =



5.1.5] Îñíîâíi âëàñòèâîñòi R-iíòåãðàëà 231

=
q

∑
i=1

αi

n

∑
k=1

fi(M∗k)mesPk→
q

∑
i=1

αi

w
P

fi dx(λ(T)→ 0).�

Властивiсть 2 (про монотоннiсть R-iнтеграла). Якщо функцiї f
i g R-iнтегровнi на P i f (x)6 g(x) ∀x∈ P, тоw

P

f dx6
w
P

gdx.

А якщо h6 f (x)6 H ∀x∈ P, де h i H – сталi, то

hmesP6
w
P

f dx6 H mesP.

� Дiйсно,
n

∑
k=1

f (M∗k)mesPk 6
n

∑
k=1

g(M∗k)mesPk,

i залишилося перейти у цiй нерiвностi до границi, коли λ(T)→ 0.
Аналогiчно доводиться друга нерiвнiсть.�
Наслiдок 1 (про R-iнтеграли вiд сталих функцiй). Якщо f (x) =

= c = const∀x∈ P то
w
P

f dx=
w
P

cdx= c·mesP.

Зокрема,
w
P

0dx= 0 i
w
P

1dx= mesP.

Наслiдок 2 (перша теорема про середнє). Якщо функцiя f не-

перервна на P то ∃x∗ ∈ P: f (x∗) =
1

mesP

w
P

f dx – середнє зна-

чення функцiї f на P.
Наслiдок 3 (про невiд’ємнiсть R-iнтеграла). Якщо f ∈ RP i

f (x)> 0 ∀x∈ P, то
w
P

f dx> 0.

Наслiдки 1 – 3 легко випливають з властивостi 2 або безпосе-
редньо з означення R-iнтеграла.

Властивiсть 3 (про R-iнтегровнiсть модуля функцiї). Якщо f ∈

∈ RP, то | f | ∈ RPi має мiсце нерiвнiсть

∣∣∣∣∣w
P

f dx

∣∣∣∣∣6 w
P

| f |dx.

�Насамперед доведемо, що

sup
M∈E

f (M)− inf
M∈E

f (M) = sup
M′∈E
M′′∈E

| f (M′)− f (M′′)| . (5)
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Вiзьмемо довiльнi точки M′ i M′′ ∈ E i припустимо, що f (M′) >
> f (M′′). Тодi | f (M′) − f (M′′)| = f (M′) − f (M′′) 6 sup

M∈E
f (M) −

− inf
M∈E

f (M), а тому

sup
M′∈E
M′′∈E

| f (M′)− f (M′′)|6 sup
M∈E

f (M)− inf
M∈E

f (M). (6)

З iншого боку, ∀ε> 0 ∃M′∗ i M′′∗ ∈ E:

sup
M∈E

f (M)6 f (M′∗)+
ε
2

i inf
M∈E

f (M)> f (M′′∗ )−
ε
2
⇒

sup
M∈E

f (M)− inf
M∈E

f (M)6 f (M′∗)− f (M′′∗ )+ ε6

6 sup
M′∈E
M′′∈E

| f (M′)− f (M′′)|+ ε⇒

sup
M∈E

f (M)− inf
M∈E

f (M)6 sup
M′∈E
M′′∈E

| f (M′)− f (M′′)|. (7)

Тепер (5) випливає з (6) та (7).
Враховуючи (5), дiстаємо:

ωk(| f |) = sup
M′∈Pk

M′′∈Pk

∣∣∣| f (M′)|− | f (M′′)|
∣∣∣6 sup

M′∈Pk

M′′∈Pk

| f (M′)− f (M′′)|= ωk( f ),

а тому
n

∑
k=1

ωk(| f |)mesPk 6
n

∑
k=1

ωk( f )mesPk→ 0 (λ(T)→ 0).

Звiдси за критерiєм R-iнтегровностi дiстаємо, що | f | ∈RP, коли f ∈
RP.

Нерiвнiсть
∣∣r
P

f dx
∣∣ 6 r

P
| f |dx випливає з нерiвностi −| f | 6 f 6

6 | f | та з властивостей 1 i 2.�
Властивiсть 4 (про R-iнтегровнiсть добутку). Якщо f i g ∈ RP,

то f g∈ RPi має мiсце нерiвнiсть Кошi – Буняковського:(w
P

f gdx

)2

6
w
P

f 2dx·
w
P

g2dx.

� Вважаємо, що mesP> 0. Тодi iснує H > 0 таке, що | f (M)|6H
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i |g(M)|6 H ∀M ∈ P, а тому∣∣ f (M′)g(M′)− f (M′′)g(M′′)
∣∣=
∣∣ f (M′)(g(M′)−g(M′′))+

+g(M′′)( f (M′)− f (M′′))
∣∣6 H

(
|g(M′)−g(M′′)|+

+| f (M′)− f (M′′)|
)
6 H

(
ωk(g)+ ωk( f )

)
∀M′ i M′′ ∈ Pk.

Звiдси випливає, що ωk( f g) 6 H
(
ωk( f ) + ωk(g)

)
для будь-якого

розбиття (T) прямокутника P на Pk. Тому
n

∑
k=1

ωk( f g)mesPk 6 H

(
n

∑
k=1

ωk( f )mesPk +
n

∑
k=1

ωk(g)mesPk

)
→ 0,

коли λ(T)→ 0. Отже, за критерiєм R-iнтегровностi функцiя f g ∈
∈ RP, зокрема, f 2 ∈ RPi g2 ∈ RP.

Нерiвнiсть Кошi – Буняковського для iнтегралiв випливає з вiд-
повiдної нерiвностi для iнтегральних сум:(

n

∑
k=1

f (M∗k)g(M∗k)mesPk

)2

=

=

(
n

∑
k=1

(
f (M∗k)

√
mesPk

)(
g(M∗k)

√
mesPk

))2

6

6
n

∑
k=1

f 2(M∗k)mesPk

n

∑
k=1

g2(M∗k)mesPk,

якщо в цiй нерiвностi перейти до границi, коли λ(T)→ 0.�
Властивiсть 5 (про адитивнiсть R-iнтеграла). Нехай елемен-

тарний прямокутник P є об’єднанням елементарних прямо-
кутникiв Pi , i ∈ 1,q, що не мають спiльних внутрiшнiх точок,
а функцiя f обмежена на P. Для того щоб f ∈ RP, необхiдно i

досить, щоб f ∈ RPi ∀i ∈ 1,q. При цьому
w
P

f dx=
q

∑
i=1

w
Pi

f dx.

� Нехай зафiксовано послiдовностi розбиттiв (T(i)
n ) =

{
P(i)

n,k:

k∈ 1,mn
}

прямокутникiв Pi, i ∈ 1,q, такi, що λ(T(i)
n )→ 0 (n→ ∞).

Утворимо розбиття (Tn) =
qS

i=1
(T(i)

n ) прямокутника P i позначимо

Pn,k = P(i)
n, j , коли k = (i−1)mn + j, i ∈ 1,q, j ∈ 1,mn. Зрозумiло, що
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λ(Tn)→ 0 (n→ ∞) i

max
16i6q

imn

∑
k=(i−1)mn+1

ωn,k( f )mesPn,k 6
mnq

∑
k=1

ωn,k( f )mesPn,k =

=
q

∑
i=1

imn

∑
k=(i−1)mn+1

ωn,k( f )mesPn,k.

Тому
mnq

∑
k=1

ωn,k( f )mesPn,k→ 0 (n→ ∞)⇔

imn

∑
k=(i−1)mn+1

ωn,k( f )mesPn,k→ 0 (n→ ∞ ∀i ∈ 1,q).

Звiдси за критерiєм R-iнтегровностi (пункт 3) теореми 2) випли-
ває, що f ∈ RPтодi й тiльки тодi, коли f ∈ RP(i) ∀i ∈ 1,q.

Крiм того, з рiвностi S(Tn) =
q

∑
i=1

S(T(i)
n ) випливає, що

w
P

f dx= lim
n→∞

S(Tn) =
q

∑
i=1

lim
n→∞

S(T(i)
n ) =

q

∑
i=1

w
Pi

f dx. �

Властивiсть 6 (узагальнена теорема про середнє). Нехай фун-
кцiї f i g R-iнтегровнi на P, h6 f (x) 6 H i g(x) > 0 ∀x∈ P (g –

вагова функцiя, або вага). Тодi ∃µ∈ [h;H]:
w
P

f gdx= µ
w
P

gdx.

Зокрема, якщо f – неперервна функцiя на P, то µ = f (x∗) для

деякої точки x∗ ∈P,тобто
w
P

f gdx= f (x∗)
w
P

gdx( f (x∗) – серед-

нє значення функцiї f на P з вагою g).
� За властивiстю 4 f g ∈ RP, причому hg(x) 6 f (x)g(x) 6

6 Hg(x) ∀x∈ P. Звiдси за властивостями 2 i 1 дiстаємо

h
w
P

gdx6
w
P

f gdx6 H
w
P

gdx.

Тому, якщо
r
P

gdx = 0, то
r
P

f gdx = 0 i µ може бути довiльним
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числом, а якщо
r
P

gdx> 0, то

h6
w
P

f gdx

/w
P

gdx6 H⇒ µ:=
w
P

f gdx

/w
P

gdx∈ [h;H].

Зокрема, якщо f неперервна на P, то за другою теоремою Вейєр-
штрасса ∃x∗ ∈ P: µ = f (x∗).�

Властивiсть 7 (про iнтегровнiсть промiжної функцiї). Якщо 06
6 f (x)6 g(x) ∀x∈ P, g∈ RPi

r
P

gdx= 0, то f ∈ RPi
r
P

f dx= 0.

�Оскiльки 06 f (x)6 g(x) ∀x∈ P, то

06
n

∑
k=1

f (M∗k)mesPk 6
n

∑
k=1

g(M∗k)mesPk→ 0 (λ(T)→ 0)⇒

n

∑
k=1

f (M∗k)mesPk→ 0 (λ(T)→ 0),

тобто f ∈ RPi
r
P

f dx= 0.�

Властивiсть 8 (про незалежнiсть iнтеграла вiд значень функцiї
на межi прямокутника). Якщо функцiя f обмежена на елемен-
тарному прямокутнику P додатної мiри i f (x) = 0 ∀x ∈ P◦ =
= P\∂P, то f ∈ RPi

r
P

f dx= 0.

� Нехай P =
p

∏
i=1

[ai ;bi ]. Скористаємося критерiєм iнтегровностi.

При кожному n∈N подiлимо всi вiдрiзки [ai ;bi ], i ∈ 1, p, на n рiвних
частин: ai = x(i,n)

0 < x(i,n)
1 < .. . < x(i,n)

n = bi . Позначимо

P(n)
k1,... ,kp

=
p

∏
i=1

[x(i,n)
ki

;x(i,n)
ki+1], (k1, . . . ,kp) ∈

p

∏
i=1

0,n−1.

Сукупнiсть усiх цих прямокутникiв утворює розбиття (Tn) прямоку-
тника P.

Вiднесемо до множини (An) тi елементарнi прямокутники P(n)
k =

= P(n)
k1,... ,kp

, якi мають спiльнi точки з межею ∂P прямокутника P, а
всi iншi – до множини (Bn). Неважко зрозумiти, що прямокутники
множини (An) задаються умовою ∃i ∈ 1, p: ki = 0 або ki = n− 1, а
прямокутники з (Bn) – умовою ki ∈ 1,n−2 ∀i ∈ 1, p.

Кiлькiсть прямокутникiв у всьому розбиттi (Tn) складає np, а
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у множинi (Bn) їх буде (n− 2)p. Тодi у множинi (An) залишається
np− (n−2)p прямокутникiв.

Усi прямокутники P(n)
k розбиття (Tn) мають однаковi вiдповiднi

вимiри, а саме (bi −ai)/n, тому mesP(n)
k = n−pmesP, а дiаметр ко-

жного прямокутника d(n)
k = sup

x,y∈P(n)
k

ρ(x,y) = sup
x,y∈P(n)

k

√
p

∑
i=1

(xi−yi)2 6

6 sup
x,y∈P(n)

k

√
p max

16i6p
|xi−yi | 6

√
p max

16i6p
(bi−ai)/n. Тому дрiбнiсть

розбиття λ(Tn) = max
16i6p

d(n)
k → 0 (n→ ∞).

Вибравши на кожному прямокутнику P(n)
k довiльним чином про-

мiжну точку M(n)
k , побудуємо послiдовнiсть iнтегральних сум S(Tn)

функцiї f . Позначивши H = sup| f (x)|, дiстанемо:

|S(Tn)|=
∣∣∣∣ ∑
P(n)

k ∈(Tn)

f (M(n)
k )mesP(n)

k

∣∣∣∣=
∣∣∣∣ ∑
P(n)

k ∈(Bn)

f (M(n)
k )mesP(n)

k

∣∣∣∣6
6 ∑

P(n)
k ∈(Bn)

∣∣∣ f (M(n)
k )
∣∣∣mesP(n)

k 6 H ·n−pmesP·
(
np− (n−2)p)=

= H
(
1− (1−2/n)p)mesP→ 0 (n→ ∞).

Звiдси за твердженням 2) теореми 2 пункту 5.1.3 f ∈ RP ir
P

f dx= 0.�

5.1.6. Обчислення кратних iнтегралiв за допомогою повтор-
них. Основною теоремою у теорiї кратних iнтегралiв є наступна.

Теорема 6 (Фубiнi, про зв’язок кратних iнтегралiв з однократ-
ними). Нехай a = (a1,a2, . . . ,ap)6 b = (b1,b2, . . . ,bp), a = (a2, . . . ,
ap) 6 b = (b2, . . . ,bp), функцiя f (x1,x2, . . . ,xp) ∈ RPa,b, а для ко-
жного фiксованого x1 ∈ [a1;b1] f (x1,x2, . . . ,xp) = ϕ(x2, . . . ,xp) =
= ϕ(x) ∈ RPa,b. Тодi функцiя f1(x1) =

w
Pa,b

f (x1,x)dx, x1 ∈ [a1;b1], є

R-iнтегровною на вiдрiзку [a1;b1], причому

I :=
w

Pa,b

f (x)dx=
b1w

a1

( w
Pa,b

f (x1,x)dx

)
dx1.
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Праву частину останньої рiвностi називають повторним iнте-
гралом.
� Нехай ε > 0 – довiльне фiксоване. Оскiльки f ∈ RPa,b, то

∃δ(ε) > 0: λ(T) < δ(ε) ⇒ |S(T)− I | < ε
2 для будь-якого розбиття

(T) прямокутника Pa,b на прямокутники Pk, k∈ 1,n, i для будь-якого
способу вибору промiжних точок M∗k ∈ Pk.

Утворимо розбиття (T) за допомогою розбиттiв (T(k)) вiдрiзкiв
[ak;bk] точками x(i)

k , i ∈ 0,nk: ak = x(0)
k < x(1)

k < .. . < x(nk)
k = bk, k∈ 1, p,

(рис. 25). Елементарнi прямокутники розбиття (T) мають вигляд

Pi1,i2,... ,ip :=
{

x = (x1,x2, . . . ,xp): x(ik)
k 6 xk 6 x(ik+1)

k , k∈ 1, p
}
,

ik ∈ 0,nk−1∀k∈ 1, p.

Розбиття (T(k)), k ∈ 2, p, задають також розбиття (T) елемен-
тарного прямокутника Pa,b, яке утворюють елементарнi прямоку-
тники

Pi2,... ,ip :=
{

x = (x2, . . . ,xp): x(ik)
k 6 xk 6 x(ik+1)

k , k∈ 2, p
}
,

ik ∈ 0,nk−1 ∀k∈ 2, p.
Вважатимемо, що λ(T(k)) < δ(ε) ∀k ∈ 1, p, a δ(ε) > 0 настiльки

мале, що λ(T)< δ(ε). Тодi

|S(T)− I |=

∣∣∣∣∣n1−1

∑
i1=0

n2−1

∑
i2=0

. . .
np−1

∑
ip=0

f (x∗i1,x
∗
i2, . . . ,x

∗
ip

)mesPi1,i2,... ,ip− I

∣∣∣∣∣< ε
2
,

де x∗ik ∈ [x(ik)
k ;x(ik+1)

k ] ∀k∈ 1, p ∀ik ∈ 0,nk−1.

Зауважимо, що mesPi1,i2,... ,ip =
(
x(i1+1)

1 −x(i1)
1

)
mesPi2,... ,ip.
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Тому

|S(T)− I |=

=

∣∣∣∣∣n1−1

∑
i1=0

(
n2−1

∑
i2=0

. . .
np−1

∑
ip=0

f (x∗i1,x
∗
i2, . . . ,x

∗
ip)mesPi2,... ,ip

)(
x(i1+1)

1 −x(i1)
1

)
− I

∣∣∣∣∣=

=

∣∣∣∣∣n1−1

∑
i1=0

S(T,ϕ)
(
x(i1+1)

1 −x(i1)
1

)
− I

∣∣∣∣∣< ε
2
.

Якщо в останнiй нерiвностi спрямуємо λ(T(k)) до нуля ∀k∈ 2, p, то

S(T,ϕ)→
w

Pa,b

f
(
x∗i1,x

)
dx = f1

(
x∗i1
)
,

в силу того, що ϕ ∈ RPa,b. Тому∣∣∣∣∣n1−1

∑
i1=0

f1
(
x∗i1
)(

x(i1+1)
1 −x(i1)

1

)
− I

∣∣∣∣∣6 ε
2
< ε

для будь-якого розбиття (T(1)) вiдрiзка [a1;b1], для якого λ(T(1))<
< δ1(ε). Це означає, що функцiя f1 є R-iнтегровною на вiдрiзку

[a1;b1] i
b1r
a1

f1(x1)dx1 = I , тобто

b1w
a1

( w
Pa,b

f (x1,x)dx

)
dx1 =

w
Pa,b

f dx.�

Наслiдок 4 (про обчислення p-кратного iнтеграла за допо-
могою однократних). Якщо функцiя f (x) = f (x1,x2, . . . ,xp) є
неперервною на елементарному прямокутнику Pa,b, де
a = (a1,a2, . . . ,ap)6 b = (b1,b2, . . . ,bp), то

w
Pa,b

f dx=
b1w

a1

(
b2w

a2

. . .

( bpw
ap

f (x1,x2, . . . ,xp)dxp

)
. . .dx2

)
dx1=:

=:
b1w

a1

dx1

b2w
a2

dx2 . . .

bpw
ap

f (x1,x2, . . . ,xp)dxp ,

причому знаки
bkr
ak

разом iз dxk можна мiняти мiсцями з iншими
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знаками
bir
ai

разом iз dxi яким завгодно чином. Зокрема, якщо

p = 2, то
ww
Pa,b

f (x,y)dxdy=
b1w

a1

dx
b2w

a2

f (x,y)dy=
b2w

a2

dy
b1w

a1

f (x,y)dx,

а якщо p = 3, то

www
Pa,b

f (x,y,z)dxdydz=
b1w

a1

dx
b2w

a2

dy
b3w

a3

f (x,y,z)dz=

=
b3w

a3

dz
b1w

a1

dx
b2w

a2

f (x,y,z)dy= . . . .

Зауважимо, що обчислення однократних iнтегралiв проводи-
ться справа налiво.

Наприклад, обчислюючи I =
b1r
a1

dx
b2r
a2

dy
b3r
a3

f (x,y,z)dz, спочатку

знаходимо
b3r
a3

f (x,y,z)dz=: f1(x,y), потiм
b2r
a2

f1(x,y)dy=: f2(x) i, на-

рештi,
b1r
a1

f2(x)dx= I .

Приклад 1. Обчислити I =
rrr

P

(
x2 + ex+y + 1

cos2(y+z)

)
dxdydz, де P =

=
{

(x,y,z) ∈ R3: 06 x,y,z6 0,5
}

.
Оскiльки пiдiнтегральна функцiя f (x,y,z) = x2 + ex+y + 1

cos2(y+z)

неперервна на P, то I =
0,5r
0

dx
0,5r
0

dy
0,5r
0

(
x2 + ex+y + 1

cos2(y+z)

)
dz =

=
0,5r
0

dx
0,5r
0

(
x2z + ex+yz + tg(y + z)

)∣∣∣∣0,5
z=0

dy =
0,5r
0

dx
0,5r
0

(
x2 · 1

2 +

+ex+y · 1
2 + tg(y+ 1

2)− tgy
)

dy = 1
2

0,5r
0

(
x2y+ ex+y− 2ln

∣∣∣ cos(y+ 1
2)

cosy

∣∣∣)∣∣∣∣0,5
y=0

dx =

= 1
2

0,5r
0

(
x2 · 1

2 + ex+ 1
2 −ex−2ln

∣∣∣ cos1
cos1

2

∣∣∣+ 2lncos1
2

)
dx= 1

2

(
x3

6 + ex+0,5−ex +

+2xln
∣∣∣ cos2 1

2
cos1

∣∣∣)∣∣∣0,5
x=0

= 1
2

(
1 1

48 +e−2
√

e+ ln
∣∣∣ cos2 1

2
cos1

∣∣∣).
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5.1.7. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Кожен прямокутник, що лежить у площинi OXY, є елементарним
прямокутником в R2.

2. Якщо P – елементарний прямокутник у просторi R3, то P – пря-
мокутний паралелепiпед в R3.

3. Твердження, обернене до 2, є правильним.

4. P – елементарний прямокутник в R1⇔ P – деякий вiдрiзок в R1.

5. Кожен елементарний прямокутник має додатну мiру.

6. Якщо P i Pk, k ∈ 1,n, – елементарнi прямокутники i P =
nS

k=1
Pk, то{

Pk: k∈ 1,n
}

– розбиття P.

7. Рiзнi розбиття прямокутника P мають рiзнi дрiбностi.

8. Для кожного елементарного прямокутника P можна утворити без-
лiч розбиттiв.

9. Для кожної функцiї f : P→ R можна утворити безлiч рiзних iнте-
гральних сум.

10. Iнтегральна сума завжди залежить вiд розбиття (T) i вiд способу
вибору промiжних точок.

11. Границя iнтегральної суми залежить вiд розбиття (T) i вiд способу
вибору промiжних точок.

12. Кожна функцiя f : P→ R є R-iнтегровною на P.

13. Iснують елементарнi прямокутники P, для яких кожна функцiя
f : P→ R є R-iнтегровною на P.

14. Якщо будь-яка функцiя f : P → R є R-iнтегровною на P, то
mesP = 0.

15. Якщо f ∈ RP, то f – обмежена на P.

16. Якщо f необмежена на P, то f /∈ RP.

17. Кожна функцiя f : P→ R має безлiч сум Дарбу.

18. Якщо S∗(T, f ) = S∗(T, f ) для деякого розбиття (T), то f – стала
функцiя.

19. Кожна сума Дарбу функцiї f є її iнтегральною сумою.

20. Твердження 19 є правильним для неперервної функцiї f .

21. Якщо (T) =
{

Pk: k ∈ 1,n
}

i Pk =
νkS

ν=1
P(ν)

k ∀k ∈ 1,n, то (T ′) =
{

P(ν)
k :

ν ∈ 1,νk, k∈ 1,n
}

є деяким q-тим роздрiбненням розбиття (T).
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22. Якщо S∗(T)6 S∗(T1) i S∗(T)> S∗(T1), то (T1) – деяке роздрiбнення
розбиття (T).

23. Твердження, обернене до 22, є правильним.

24. Для кожних розбиттiв (T ′) i (T ′′) iснує їх перерiз.

25. Кожна функцiя f : P→ R має верхнiй та нижнiй iнтеграли Дарбу.

26. Якщо I∗( f )> I∗( f ), то I∗( f ) = I∗( f ).

27. Якщо для деякого способу вибору промiжних точок M∗k , k ∈ 1,n,
lim

λ(T)→0
S(T, f ,{M∗k}) = I , то f ∈ RP.

28. Якщо (T) є розбиттям P на рiвнi Pk i lim
λ(T)→0

S(T) = I , то f ∈ RP.

29. ωk( f ) = sup
M′,M′′∈Pk

∣∣ f (M′)− f (M′′)
∣∣.

30. Якщо (T) є розбиттям P на Pk, k∈ 1,n, i lim
λ(T)→0

max
16k6n

ωk( f ) = 0 або

n
∑

k=1
ωk( f )6 H <+∞, то f ∈ RP.

31. Якщо f ∈ RP, то f є неперервною на P.

32. Функцiя Дiрiхле D(x) =
{

1, коли x∈Q,
0, коли x /∈Q,

є майже неперервною на

будь-якому вiдрiзку [a;b].
33. Якщо усi точки розриву функцiї f : P→ R є iзольованими точками,

то f ∈ RP.

34. Якщо функцiя f : P→ R неперервна по кожнiй змiннiй, то вона
R-iнтегровна на P.

35. Якщо f + ϕ ∈ RP, то f i ϕ ∈ RP.

36. Якщо f ±ϕ ∈ RP, то f i ϕ ∈ RP.

37. Якщо | f | ∈ RP, то i f ∈ RP.

38. Якщо f (x)< g(x) на P, то
r
P

f dx<
r
P

gdx.

39. Якщо
r
P

f dx= mesP, то f (x) = 1 ∀x∈ P.

40. Якщо
r
P

f dx= c·mesP i f (x)> c ∀x∈ P, то f (x)≡ c на P.

41. Якщо
r
P
| f |dx= 0 i f неперервна на P, то f ≡ 0 на P.

42. Якщо f g∈ RP, то f i g∈ RP.

43. Якщо P =
qS

k=1
Pk i елементарнi прямокутники Pk не мають попарно

спiльних внутрiшнiх точок, то f ∈ RP⇔ f ∈ RPk ∀k∈ 1,q.
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44. Кожна функцiя f ∈ RP має на P середнє значення для будь-якої
вагової функцiї g.

45. Якщо функцiя f (x,y) R-iнтегровна на P =
{

(x,y) ∈ R2: a1 6 x6 b1,
a26 x6 b2

}
, то ϕ(x) = f (x,y0) ∈ R

(
[a1;b1]

)
∀y0 ∈ [a2;b2].

II. Довести данi твердження.
1. Якщо f ∈ RPa,b, то f ∈ RPa,c ∀c ∈ Pa,b i функцiя Φ(c) =

r
Pa,c

f dx є

неперервною на Pa,b.

2. Якщо функцiя f обмежена на елементарному прямокутнику P, то
lim

λ(T)→0
S∗(T) = I∗ i lim

λ(T)→0
S∗(T) = I∗ (теорема Дарбу).

3. Нехай f (x,y) = 1
qx

+ 1
qy

при x= px
qx

, y= py
qy

, де px,qx, py, qy∈N i дроби

нескоротнi, та f (x,y) = 0 в iнших точках. Тодi
rr
P

f (x,y)dxdy= 0, де

P = [0;1]× [0;1], але
1r
0

f (x,y)dxне iснує ∀y = py
qy
∈ [0;1].

4. Нехай f (x,y) = 1, коли x = px
qx

, y = py
qy

i qx = qy, де px,qx, py,
qy ∈ N, i дроби нескоротнi, та f (x,y) = 0 в усiх iнших точках.

Тодi
1r
0

dx
1r
0

f (x,y)dy =
1r
0

dy
1r
0

f (x,y)dx = 0, але
rr
P

f (x,y)dxdy не

iснує, коли P = [0;1]× [0;1].

5.2. Мiра Жордана у просторi Rp

У даному пiдроздiлi вивчається поняття мiри Жордана, яке є
узагальненням понять довжини, площi, об’єму.

5.2.1. Системи множин. Множину, елементами якої у свою
чергу є множини, називають системою множин. У теорiї мiри та
iнтеграла найчастiше зустрiчаються такi системи множин як пiв-
кiльце, кiльце, алгебра, σ-кiльце та σ-алгебра.

Система множин K називається пiвкiльцем, якщо ∀A,B ∈ K

1) A∩B∈ K i 2) ∃n∈ N та Bi ∈ K, i ∈ 1,n: A\B =
nS

i=1
Bi i Bi ∩B j =∅

∀i 6= j. З умови 2) зокрема випливає, що обов’язково∅ ∈ K.
Множина E ∈ K називається одиницею пiвкiльця K, якщо

A∩E = A ∀A∈ K, тобто A⊂ E ∀A∈ K.
Система множин H називається кiльцем, якщо ∀A,B∈H 1) A∩

∩B∈ H, 2) A∪B∈ H i 3) A\B∈ H. Кiльце з одиницею називається
алгеброю. Кожне кiльце є пiвкiльцем, але не навпаки.
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Кiльце можин S називається σ-кiльцем, якщо
∞S

i=1
Ai ∈ S ∀(Ai):

Ai ∈ S, i ∈ N. σ-кiльце з одиницею називається σ-алгеброю.
Приклад 1. 1◦. Нехай X = R або X = [α;β], а K – множина усiляких

(у тому числi нескiнченних) промiжкiв 〈a;b〉 ⊂ X, де 〈a;b〉– це або iнтер-
вал (a;b), або пiвiнтервал (a;b], або пiввiдрiзок [a;b), або вiдрiзок [a;b].
При цьому (a;a) = (a;a] = [a;a) = ∅, а [a;a] = {a}. Тодi K – пiвкiльце з
одиницею X, яке не є кiльцем.

2◦. Якщо у прикладi 1◦ X =R, а промiжки 〈a;b〉 скiнченнi, то дiстанемо
пiвкiльце K без одиницi.

3◦. Якщо X = [0;1]∩Q, а K складається з перерiзiв 〈a;b〉∩X для будь-
яких промiжкiв 〈a;b〉, то K – пiвкiльце з одиницею.

4◦. Нехай X = [α;β). Система K пiввiдрiзкiв [a;b)⊂X утворює пiвкiль-
це з одиницею X, але не кiльце.

5◦. Якщо X 6=∅ i K = {X,∅}, то K – σ-алгебра.
6◦. Нехай X – довiльна множина, а K – множина усiляких пiдмножин

множини X. Тодi K – σ-алгебра.
7◦. Нехай X – довiльна множина, а K – множина усiх скiнченних

пiдмножин множини X. Тодi система множин K є кiльцем. Вона буде σ-
кiльцем i матиме одиницю X у тому i тiльки тому випадку, коли X є скiн-
ченною множиною.

Систему множин Bi ∈ K (скiнченну або зчисленну), що по-
парно не перетинаються, називатимемо розкладом множини A
(скiнченним або зчисленним), якщо A =

S

i
Bi .

Приклад 2. Якщо K – пiвкiльце з прикладу 1.2◦, то система {[n;n+1):
n∈ Z} є зчисленним розкладом множини R=

S

n∈Z
[n;n+1).

Зауважимо, що в означеннi розкладу множини A не вимагає-
ться, щоб A∈ K.
�Нехай K – пiвкiльце, A∈ K, Ai ∈ K i Ai ⊂ A ∀i ∈ 1,m.
Якщо m = 1, то за означенням пiвкiльця ∃B j , j ∈ 1,n: A\A1 =

=
nS

j=1
B j i множини Bi попарно не перетинаються, а тому утворюють

скiнченний розклад доповнення A1 до A.
Припустимо, що коли множина A має m пiдмножин Ai ∈ K, то

рiзниця A\
mS

i=1
Ai має скiнченний розклад {B j ∈ K: j ∈ 1,n}.

Розглянемо множину A ∈ K, яка має m+ 1 пiдмножин Ai ∈ K i
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рiзницю

A\
m+1[

i=1

Ai =

(
A\

m[

i=1

Ai

)
∩ (A\Am+1) .

За припущенням iснує скiнченний розклад множини A\
mS

i=1
Ai :

{B j ∈K: j ∈ 1,n}. За означенням пiвкiльця iснує також i скiнченний
розклад {Ck: k∈ 1, p} рiзницi A\Am+1. Тому правильна рiвнiсть

A\
m+1[

i=1

Ai =

(
n[

j=1

B j

)
∩

(
p[

k=1

Ck

)
=

n[

j=1

p[

k=1

(B j ∩Ck).

Множини B j ∩Ck належать до K i попарно не перетинаються,

тому вони утворюють скiнченний розклад множини A\
m+1S

i=1
Ai .�

Отже, за принципом математичної iндукцiї правильна
Лема 1 (про розклад доповнення об’єднання). Нехай K – пiв-

кiльце, A∈ K, Ai ∈ K i Ai ⊂ A ∀i ∈ 1,m. Тодi iснує скiнченний роз-

клад рiзницi A\
mS

i=1
Ai : {B j : j ∈ 1,n},тобто A\

mS

i=1
Ai =

nS

j=1
B j , при-

чому B j ∈ K ∀ j ∈ 1,n i Bi ∩B j =∅ ∀i 6= j .
Приклад 3. Нехай K – пiвкiльце з прикладу 1.1◦, G 6= ∅ – вiдкри-

та лiнiйна множина, а F = R \G 6= ∅ – замкнена лiнiйна множина. То-
дi G =

S

i
(αi ;βi), тобто складовi iнтервали (αi ;βi) множини G утворюють

скiнченний або зчисленний розклад множини G. Якщо цей розклад скiн-

ченний, то множина F = R\
nS

i=1
(αi ;βi) також має скiнченний розклад.

Припустимо, що A =
S

i
Ai, де Ai ∈ K i їх кiлькiсть скiнченна або

зчисленна. Виникає питання про можливiсть представлення A у ви-
глядi об’єднання деяких множин з K, що попарно не перетинаю-
ться.

� Якщо A =
1S

i=1
Ai i A1 ∈ K, то A =

1S

i=1

1S

k=1
Eik, де E11 = A1.

Припустимо, що коли A =
mS

i=1
Ai, де Ai ∈ K ∀i ∈ 1,m, то iсну-

ють множини Eik ∈ K, k ∈ 1,ki, такi, що
kiS

k=1
Eik ⊂ Ai ∀i ∈ 1,m,
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A =
mS

i=1

kiS

k=1
Eik i множини Eik попарно не перетинаються.

Нехай A =
m+1S

i=1
Ai, де Ai ∈ K ∀i ∈ 1,m+1. Тодi, враховуючи при-

пущення, маємо:

A =
m+1S

i=1
Ai =

( mS

i=1
Ai

)
∪Am+1 =

( mS

i=1

kiS

k=1
Eik

)
∪Am+1 =

=
( mS

i=1

kiS

k=1
Eik

)
∪
(

Am+1\
mS

i=1

kiS

k=1
(Eik∩Am+1)

)
=

=
( mS

i=1

kiS

k=1
Eik

)
∪
(km+1S

k=1
Em+1,k

)
=

m+1S

i=1

kiS

k=1
Eik,

де {Em+1,k ∈ K: k ∈ 1,km+1} – скiнченний розклад множини

Am+1\
mS

i=1

kiS

k=1
(Eik∩Am+1), який знайдеться за лемою 1.

Звiдси за принципом математичної iндукцiї дiстаємо, що для об’-
єднання будь-якої скiнченної кiлькостi множин Ai ∈K, i ∈ 1,n, iсну-
ють множини Eik ∈ K, k ∈ 1,ki, i ∈ 1,n, що попарно не перетинаю-

ться, причому
kiS

k=1
Eik ⊂ Ai ∀i ∈ 1,n, а

nS

i=1
Ai =

nS

i=1

kiS

k=1
Eik.

Об’єднання зчисленної кiлькостi множин Ai ∈ K, i ∈ N, можна

подати у виглядi:
∞S

i=1
Ai = A1∪

∞S

i=2

(
Ai \

i−1S

j=1
(A j ∩Ai)

)
. За доведеним

Bi =
i−1S

j=1
(A j ∩Ai) =

k∗iS

k=1
E∗ik, де {E∗ik ∈ K: k∈ 1,k∗i } – скiнченний роз-

клад множини Bi . За лемою 1 iснує скiнченний розклад множини

Ai \Bi = Ai \
k∗iS

k=1
E∗ik: {Eik ∈ K: k ∈ 1,ki}. Тому Ai \Bi =

kiS

k=1
Eik ⊂ Ai,

A = A1∪
( ∞S

i=2

kiS

k=1
Eik

)
i об’єднуванi множини попарно не перетина-

ються.�
Проведенi мiркування показують, що правильна
Лема 2 (про розклад об’єднання). Нехай множина A є об’єд-

нанням скiнченної (зчисленної) кiлькостi множин Ai , i ∈ I , з
пiвкiльця K. Тодi iснує скiнченний (скiнченний або зчислен-
ний) розклад множини A: {Eik ∈ K: k ∈ 1,ki , i ∈ I}, причому
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kiS

k=1
Eik ⊂ Ai ∀i ∈ I .

Приклад 4. Нехай K – пiвкiльце з прикладу 1.4◦, де X = [0;5). То-

дi множина A = (0;5) =
∞S

n=1
[1
n;5) = [1;5) ∪

∞S

n=1
[ 1
n+1; 1

n), де [1;5) ⊂ [1;5),

[1
2;1)⊂ [1

2;5), [1
3; 1

2)⊂ [1
3;5) i т. д.

Пiвкiльця 1◦–4◦ з прикладу 1 складаються з множин простору
R

1. Щоб побудувати аналогiчнi пiвкiльця у просторi Rp, скориста-
ємося принципом “узагальнення заради спрощення”. Згадаємо, що
декартовим добутком непорожнiх множин X1, . . . , Xp називає-

ться множина {(x1, . . . ,xp): xi ∈Xi ∀i ∈ 1, p}=:X1× . . .×Xp=:
p

∏
i=1

Xp.

У випадку, коли ∃k∈ 1, p: Xk =∅, вважають, що
p

∏
i=1

Xi =∅.

Неважко перевiрити такi властивостi декартових добуткiв.

I) Якщо Xi 6= ∅ та Yi 6= ∅ ∀i ∈ 1, p, то
p

∏
i=1

Xi ⊂
p

∏
i=1

Yi ⇔ Xi ⊂ Yi

∀i ∈ 1, p;

II) якщо
p

∏
i=1

Xi =
p

∏
i=1

Yi 6=∅, то Xi = Yi ∀i ∈ 1, p;

III)
p

∏
i=1

Xi ∩
p

∏
i=1

Yi =
p

∏
i=1

Xi ∩Yi;

IV)
p

∏
i=1

S

k∈Λi

X(i)
k =

S

(ν1,... ,νp)∈ω

p

∏
i=1

X(i)
νi , де ω =

p

∏
i=1

Λi, а Λi 6=∅ ∀i ∈ 1, p.

Нехай Ki є системою пiдмножин множини Xi ∀i ∈ 1, p. Декарто-
вим добутком систем множин K1, . . . , Kp називається система

множин {
p

∏
i=1

Ei : Ei ∈ Ki ∀i ∈ 1, p}=: K1× . . .×Kp =:
p

∏
i=1

Ki .

Приклад 5. Якщо K1 = . . . = Kp – системи вiдрiзкiв [a;b], то
p

∏
k=1

Ki –

система елементарних прямокутникiв
p

∏
i=1

[ai ;bi ].

Виникає питання, чи не буде декартовий добуток пiвкiлець сам
пiвкiльцем.
�Припустимо, що в означеннi декартового добутку систем мно-

жин Ki, i ∈ 1, p, цi системи являють собою пiвкiльця. Вiзьмемо до-

вiльнi A, B ∈ K :=
p

∏
i=1

Ki . Тодi A =
p

∏
i=1

Ai, B =
p

∏
i=1

Bi, де Ai ,Bi ∈ Ki
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∀i ∈ 1, p, i за властивiстю III) A∩B =
p

∏
i=1

Ai ∩Bi . Але Ki – пiвкiльця,

тому Ai ∩Bi ∈ Ki ∀i ∈ 1, p⇒ A∩B∈ K. Це показує, що виконується
вимога 1) з означення пiвкiльця.

Розглянемо тепер рiзницю A\B. Оскiльки A\B = A\ (A∩B), а
за доведеним вище A∩B∈ K, то можна вважати, що B⊂ A. Якщо
B =∅, то A\B = A∈K, i доведення закiнчено. Якщо ж B 6=∅, то за
властивiстю I) Bi ⊂ Ai ∀i ∈ 1, p. Враховуючи, що Ai є пiвкiльцями,

при кожному i ∈ 1, p дiстанемо скiнченнi розклади Ai \Bi =
kiS

k=1
C(i)

k ,

C(i)
k ∈ Ki, k∈ 1,ki . Вiдтак, Ai = Bi ∪

kiS

k=1
C(i)

k =:
kiS

k=0
C(i)

k , де C(i)
0 :=Bi .

Поклавши ω =
p

∏
i=1

0,ki, за властивiстю IV) дiстанемо представ-

лення A =
p

∏
i=1

Ai =
S

(ν1,... ,νp)∈ω

p

∏
i=1

C(i)
νi , причому об’єднуванi множини

попарно не перетинаються. Оскiльки одна з об’єднуваних множин

є множиною B =
p

∏
i=1

C(i)
0 , то всi iншi утворюють скiнченний розклад

рiзницi A\B. Це означає, що вимога 2) з означення пiвкiльця вико-
нується i K є пiвкiльцем.�

Отже, має мiсце
Лема 3 (про декартовий добуток пiвкiлець). Якщо Ki , i ∈ 1, p,

– пiвкiльця множин, то i їхнiй декартовий добуток K =
p

∏
i=1

Ki

теж є пiвкiльцем.
Приклад 6. За лемою 3 дiстаємо ще два приклади пiвкiлець:
1◦. Нехай X = Rp, K – система елементарних прямокутникiв вигляду

P =
p

∏
i=1
〈ai ;bi〉, де 〈ai ;bi〉 – усiлякi скiнченнi числовi промiжки. Тодi K є

пiвкiльцем без одиницi.
2◦. Якщо у попередньому прикладi допускати i нескiнченнi промiжки,

то дiстанемо пiвкiльце K з одиницею X.
Зауваження. Декартовий добуток кiлець може не бути кiльцем,

але вiн є пiвкiльцем.
Приклад 7. Нехай K – кiльце усiляких скiнченних пiдмножин мно-

жини R. Тодi K2 = K ×K не є кiльцем, оскiльки одноточковi множини
A = {(1;2)} та B = {(2;1)} належать до K2, а A∪B /∈ K2.
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5.2.2. Поняття мiри Жордана та її iснування. У пунктi 5.1.1
введено поняття мiри елементарного прямокутника Pa,b, де a =

= (a1,a2, . . . ,ap)6 b= (b1,b2, . . . ,bp), а саме mesPa,b :=
p

∏
k=1

(bk−ak).

Це поняття узагальнює по-
няття довжини вiдрiзка, площi
прямокутника та об’єму пря-
мокутного паралелепiпеда.
Поширимо його на ширший
клас множин з простору Rp.
Процес цього поширення
тiсно пов’язаний з процесом
вимiрювання довжин, площ та
об’ємiв з певною точнiстю з
недостачею або з надлишком.

Отже, нехай E – обмежена непорожня множина у просторi
R

p. Тодi iснує елементарний прямокутник P⊃ E. Вiзьмемо довiль-
не розбиття (T) P на Pk, k ∈ 1,n, i розглянемо множини A =

{
Pk:

Pk ⊂ E
}

та B =
{

Pk: Pk∩E 6=∅
}

(див. рис. 26). Позначимо

|E|∗ = ∑
Pk∈A

mesPk i |E|∗ = ∑
Pk∈B

mesPk.

Якщо A =∅, то вважають, що |E|∗ :=0. У певному розумiннi |E|∗ –
це “наближення мiри E з недостачею”, а |E|∗ – “наближення мiри
E з надлишком”.

Число mes∗E := sup
(T)
|E|∗ називають внутрiшньою мiрою мно-

жини E, а число mes∗E := inf
(T)
|E|∗ – зовнiшньою мiрою E. Якщо

mes∗E = mes∗E, то множина E називається вимiрною за Жорда-
ном (або просто вимiрною) а число mesE :=mes∗E = mes∗E нази-
вається мiрою Жордана множини E (або просто мiрою E).

Зокрема, при p = 2 (p = 3) мiру ще називають площею (об’є-
мом), а вимiрну множину – квадровною (кубовною).

Якщо mes∗E<mes∗E, то множину E називають невимiрною за
Жорданом i кажуть, що вона не має мiри Жордана.

Виявляється, що висновок про вимiрнiсть множини E можна
зробити за допомогою так званої характеристичної функцiї
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множини E:

fE(x) =
{

1, коли x∈ E,
0, коли x /∈ E.

� Легко бачити, що

|E|∗ = ∑
Pk∈A

mesPk = ∑
Pk⊂E

1·mesPk + ∑
Pk 6⊂E

0·mesPk =

=
n

∑
k=1

inf
x∈Pk

fE(x)mesPk = S∗(T, fE)

– нижня сума Дарбу функцiї fE, a

|E|∗ = ∑
Pk∈B

mesPk = ∑
Pk∩E 6=?

1·mesPk + ∑
Pk∩E=?

0·mesPk =

=
n

∑
k=1

sup
x∈Pk

fE(x)mesPk = S∗(T, fE)

– верхня сума Дарбу функцiї fE.
Тому зовнiшня та внутрiшня мiра обмеженої множини E завжди

iснують, причому mes∗E = I∗( fE) – нижнiй iнтеграл Дарбу функцiї
fE, a mes∗E = I∗( fE) – верхнiй iнтеграл Дарбу функцiї fE.�

Згадуючи критерiй R-iнтегровностi функцiї, дiстаємо наступне
твердження.

Теорема 1 (про зв’язок вимiрностi множини E з R-iнтегровнiстю
її характеристичної функцiї). Нехай E – обмежена множина,
E ⊂ P i P – елементарний прямокутник. Тодi для вимiрностi
за Жорданом множини E необхiдно й досить, щоб її характе-
ристична функцiя fE ∈ RP. При цьому

mesE =
w
P

fE(x)dx.

За допомогою теореми 1 легко довести, що в и м i р н i с т ь
м н о ж и н и E т а ї ї м i р а н е з а л е ж а т ь в i д е л е м е н т а р н о-
г о п р я м о к у т н и к а P⊃ E.
� Припустимо, що E ⊂ P1 i E ⊂ P2, а множина E вимiрна вiдно-

сно прямокутника P1 i має вiдносно нього мiру mesE = m. За тео-
ремою 1 це означає, що функцiя fE ∈ R(P1) i

r
P1

fE dx= m.

Позначимо P= P1∩P2. Якщо P1 i P2 – елементарнi прямокутни-
ки, то i P – елементарний прямокутник, причому E ⊂ P. Оскiльки
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сукупнiсть усiх, не тiльки замкнених, елементарних прямокутникiв
утворює пiвкiльце множин (див. приклад 6.1◦ пункту 5.2.1), то за
означенням пiвкiльця можна вказати скiнченну кiлькiсть елемен-
тарних прямокутникiв Ai таких, що попарно не перетинаються i
P1\P =

S

i
Ai . Аналогiчно, знайдуться прямокутники B j такi, що по-

парно не перетинаються i P2\P =
S

j
B j . Замкнемо прямокутники Ai

та B j . Пiсля цього дiстанемо:

P1 = P∪
[

i

Ai , P2 = P∪
[

j

B j ,

причому в обох об’єднаннях прямокутники не мають спiльних вну-
трiшнiх точок.

Функцiя fE обмежена, fE ∈ RP1, тому за властивiстю 5 пункту
5.1.5 fE ∈ RP, fE ∈ RAi ∀i, аw

P1

fE dx=
w
P

fE dx+∑
i

w
Ai

fE dx.

Оскiльки fE(x) = 0, коли x ∈ Ai, то за властивiстю 8 пункту 5.1.5r
Ai

fE dx= 0 ∀i, а тому
r
P

fE dx= m.

З iншого боку, оскiльки fE обмежена i fE(x) = 0, коли x∈ B j , то
за властивiстю 8 fE ∈RB j i

r
B j

fE dx= 0 ∀ j. Потiм, за властивiстю 5,

f ∈ RP2 i w
P2

fE dx=
w
P

fE dx+∑
j

w
B j

fE dx=
w
P

fE dx= m.

Тому за теоремою 1 множина E вимiрна вiдносно прямокутника
P2 i має вiдносно нього ту саму мiру m.�

Зауваження. З теореми 1 випливає також, що нова мiра Жор-
дана елементарного прямокутника P дорiвнює старiй мiрi mesP.

5.2.3. Основнi властивостi мiри Жордана. Оскiльки мiра
Жордана визначається через iнтеграл Рiмана за допомогою рiвно-
стi mesE =

r
P

fE(x)dx, то основнi властивостi мiри Жордана можна

дiстати з основних властивостей R-iнтеграла.
Насамперед зауважимо, що fE(x)> 0∀x∈ P⊃ E, а тому за вла-

стивiстю невiд’ємностi R-iнтеграла дiстаємо
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Властивiсть 1 (про невiд’ємнiсть мiри Жордана). Якщо множи-
на E вимiрна за Жорданом, то mesE > 0.

Оскiльки з умови E1 ⊂ E2 випливає, що fE1(x) 6 fE2(x) ∀x ∈ P,
то за властивiстю монотонностi R-iнтеграла дiстаємо

Властивiсть 2 (про монотоннiсть мiри Жордана). Якщо множи-
ни E1 i E2 вимiрнi за Жорданом i E1⊂ E2, то mesE16mesE2.
�Оскiльки будь-який елементарний прямокутник P⊃ E вимiр-

ний за Жорданом i

fP(x) = fE(x)+ fCPE(x) ∀x∈ P,

де CPE = P \ E, то за властивiстю лiнiйностi R-iнтеграла fE ∈
∈ RP⇔ fCPE ∈ RP, причому mesP =

r
P

fP(x)dx =
r
P

fE(x)dx +

+
r
P

fCPE(x)dx= mesE +mesCPE.�

Отже, доведена
Властивiсть 3 (про вимiрнiсть множини та її доповнення). Не-

хай E⊂P i CPE = P\E. Тодi множини E i CPE одночасно вимiрнi
або нi, причому у випадку вимiрностi mesE +mesCPE = mesP.

Наслiдок 1 (про вимiрнiсть множин рацiональних та iррацiо-
нальних чисел). Якщо a < b, E1 = [a;b]∩Q i E2 = [a;b] \Q, то
множини E1 та E2 невимiрнi за Жорданом у просторi R1.

Пропонуємо читачевi самостiйно довести цей наслiдок.
� Вiзьмемо яку-небудь множину A нульової мiри Жордана. По-

мiстимо її в елементарний прямокутник P. Дiстанемо fA ∈ RP ir
P

fAdx= mesA = 0. Якщо тепер взяти довiльну множину E ⊂ A, то

буде виконуватися нерiвнiсть 06 fE(x) 6 fA(x) ∀x∈ P. За власти-
вiстю 7 пункту 5.1.5 (про iнтегровнiсть промiжної функцiї) fE ∈RP
i
r
P

fE dx= 0. Це означає, що множина E вимiрна i mesE = 0.�

Отже, має мiсце
Властивiсть 4 (про повноту мiри). Якщо mesA = 0, а E ⊂ A, то

mesE = 0.
Розглянемо питання про вимiрнiсть об’єднання, перерiзу та рi-

зницi вимiрних множин.
� Нехай Ei ⊂ P (i = 1,2) i множини Ei вимiрнi за Жорданом.

Тодi функцiї fEi (x) R-iнтегровнi на P i за властивiстю R-iнтеграла
добуток цих функцiй fE1 fE2 також є R-iнтегровною функцiєю на P.



5.2.3] Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ìiðè Æîðäàíà 252

Разом з тим fE1(x) fE2(x) = fE1∩E2(x) ∀x ∈ P (впевнiться у цьому).
Тому fE1∩E2 ∈ RP, тобто E1∩E2 – вимiрна за Жорданом множина.

Якщо E1 ⊂ E2, то легко бачити, що fE2(x)− fE1(x) = fE2\E1(x)
∀x ∈ P, а тому за властивiстю лiнiйностi R-iнтеграла fE2\E1 ∈ RP,
тобто множина E2 \ E1 є вимiрною за Жорданом, причому
mesE2\E1 = mesE2−mesE1.

Якщо E1 6⊂E2, то E2\E1 = E2\(E1∩E2), причому E3 = E1∩E2⊂
⊂E2 i E3 – вимiрна за Жорданом множина. За доведеним множина
E2\E1 = E2\E3 є вимiрною за Жорданом, коли такими є множини
E1 i E2.

Розглянемо тепер E1 ∪ E2. Якщо E1 ∩ E2 = ∅, то, очевидно,
fE1∪E2(x) = fE1(x) + fE2(x) ∀x ∈ P, а тому за властивiстю лiнiйно-
стi R-iнтеграла fE1∪E2 ∈RP, тобто E1∪E2 є вимiрною за Жорданом
множиною, причому mesE1∪E2 = mesE1 +mesE2.

В загальному випадку E1 ∪ E2 = E1 ∪ (E2 \ E1) = E1 ∪ E3,
E3∩E1 = ∅ i E3 – вимiрна за Жорданом множина як рiзниця ви-
мiрних множин. Отже, E1∪E2 – завжди вимiрна множина, коли
множини E1 i E2 вимiрнi, причому mesE1∪E2 = mesE2 + mesE3 6
6mesE1 +mesE2.�

Таким чином, правильна
Властивiсть 5 (про вимiрнiсть перерiзу, рiзницi та об’єднання

вимiрних множин). Якщо E1 i E2 – вимiрнi множини, то E1∩E2,
E2\E1 i E1∪E2 – також вимiрнi множини, причому

mesE2\E1 = mesE2−mesE1, коли E1⊂ E2,

mesE1∪E26mesE1 +mesE2

i

mesE1∪E2 = mesE1 +mesE2, коли E1∩E2 =∅.
Наслiдок 2 (про вимiрнiсть елементарного прямокутника). До-

вiльний обмежений елементарний прямокутник P =
p

∏
i=1
〈ai ;bi〉

вимiрний за Жорданом i mesP = mesP =
p

∏
i=1

(bi−ai).

�Справдi, як зауважено в кiнцi попереднього пункту, будь-який
замкнений елементарний прямокутник вимiрний. Гранi замкнено-
го прямокутника P є замкненими прямокутниками нульової мiри.
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Прямокутник P можна отримати вiдкиданням вiд P кiлькох граней.
Залишається застосувати властивiсть про вимiрнiсть рiзницi.�

Iз властивостi 5 методом математичної iндукцiї легко дiстати
Властивiсть 6 (про адитивнiсть мiри Жордана). Якщо множини

Ek, k∈ 1,n, n∈N, вимiрнi за Жорданом, то i множина E =
nS

k=1
Ek

вимiрна за Жорданом, причому mes
nS

k=1
Ek 6

n
∑

k=1
mesEk i

mes
n[

k=1

Ek =
n

∑
k=1

mesEk, коли Ei ∩E j =∅ ∀i 6= j.

Пропонуємо читачевi довести властивiсть 6 i показати, що її не
можна перенести на випадок зчисленної кiлькостi множин Ek. Для
цього можна скористатися прикладом множини E = Q ∩ [0;1] =
= {x1,x2, . . .}.

Враховуючи це та властивiсть 5, можна стверджувати, що
с и с т е м а в с i х в и м i р н и х з а Ж о р д а н о м м н о ж и н є к i л ь-
ц е м , а л е н е є σ - к i л ь ц е м .

5.2.4. Умови вимiрностi множин за Жорданом. Доведемо
спочатку два допомiжних твердження.

Лема 4 (про множину мiри нуль). Нехай A⊂Rp – задана мно-
жина. Якщо для будь-якого ε > 0 iснує вимiрна за Жорданом
множина B така, що A⊂ B i mesB< ε, то множина A вимiрна
за Жорданом i mesA = 0.
� Нехай ε > 0 – довiльне фiксоване число. За умовою леми

iснує вимiрна множина B така, що A⊂ B i mesB< ε. Вiзьмемо до-
вiльний елементарний прямокутник P⊃ B.

В силу включення множин їхнi характеристичнi функцiї задо-
вольняють нерiвнiсть fA(x) 6 fB(x) ∀x ∈ P. Тодi при будь-якому
розбиттi (T) прямокутника P суми Дарбу теж задовольняють не-
рiвнiсть 06 S∗(T, fA)6 S∗(T, fA)6 S∗(T, fB). Тому й iнтеграли Дар-
бу задовольняють нерiвнiсть 06 I∗( fA)6 I∗( fA)6 I∗( fB).

Оскiльки множина B вимiрна, B ⊂ P, то fB ∈ RP i
r
P

fBdx =

= mesB< ε. За критерiєм iнтегровностi I∗( fB) =
r
P

fBdx.

У результатi приходимо до нерiвностi 0 6 I∗( fA) 6 I∗( fA) < ε,
правильної для довiльного ε > 0. Спрямовуючи в нiй ε до нуля, дi-
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стаємо I∗( fA) = I∗( fB) = 0⇒ fA ∈RP, причому
r
P

fAdx= 0. Це озна-

чає, що множина A вимiрна i mesA = 0.�
Лема 5 (про межовi точки множини). Для довiльних множин E

та Q з одного метричного простору правильнi наступнi спiв-
вiдношення:

I) якщо Q⊂ E, то Q∩∂E ⊂ ∂Q;
II) якщо множина Q зв’язна, Q∩ E 6= ∅ i Q∩CE 6= ∅, то

Q∩∂E 6=∅.

� Справдi, якщо x0 ∈ Q∩ ∂E, то x0 ∈ Q i x0 ∈ ∂E. Тому в будь-
якому околi цiєї точки є точки, що належать до Q, а також точки,
що не належать до E, а тому й до Q. Це означає, що x0 ∈ ∂Q. Цим
обгрунтовано спiввiдношення I).

Для доведення спiввiдношення II) позначимо Q1 = Q ∩ E i
Q2 = Q∩CE. Тодi Q = Q1∪Q2, Q1∩Q2 =∅, Q1 6=∅ i Q2 6=∅.

Оскiльки Q – зв’язна множина, то за теоремою 7 п. 1.5.4

Q1∩Q2 6=∅ або Q1∩Q2 6=∅.
Припустимо, що Q1∩Q2 6= ∅. Тодi ∃x0 ∈ Q1 = Q∩E i в будь-

якому околi точки x0 є точки множини Q2 = Q∩CE. Тому x0 ∈ Q
i в будь-якому околi точки x0 є як точки з E, так i точки з CE. Це
означає, що x0 ∈ ∂E i x0 ∈Q, тобто Q∩∂E 6=∅.

Аналогiчними мiркуваннями у випадку Q1∩Q2 6=∅ теж показу-
ємо, що Q∩∂E 6=∅.�

З’ясуємо питання про мiру множини, яку можна покрити скiн-
ченною кiлькiстю елементарних прямокутникiв, сума мiр яких як
завгодно мала.
� Нехай задано множину E. Припустимо, що mesE = 0 i E ⊂ P.

Задамо довiльне ε> 0. За означенням мiри

0 = mesE = mes∗E = inf
(T)
|E|∗.

За властивiстю iнфiмуму iснує розбиття (T) прямокутника P на
прямокутники Pk, k ∈ 1,n, для якого |E|∗ < ε, тобто ∑

Pk∈B
mesPk < ε,

де B = {Pk ∈ (T): Pk∩E 6= ∅}, тобто E ⊂
S

Pk∈B
Pk – прямокутники з

множини B покривають множину E.
Припустимо тепер, що для будь-якого ε > 0 iснує скiнченна



5.2.4] Óìîâè âèìiðíîñòi ìíîæèí çà Æîðäàíîì 255

кiлькiсть елементарних прямокутникiв Pk, k∈ 1,n, таких, що

E ⊂
n[

k=1

Pk, a
n

∑
k=1

mesPk < ε.

Тодi, враховуючи, що mes
nS

k=1
Pk 6

n
∑

k=1
mesPk < ε, за лемою 4

дiстанемо, що mesE = 0.�
Отже, доведена
Теорема 2 (критерiй множини нульової мiри Жордана). Мно-

жина E ⊂ Rp має нульову мiру Жордана тодi й тiльки то-
дi, коли ∀ε > 0 iснують елементарнi прямокутники Pk ⊂ Rp,

k ∈ 1,n, такi, що E ⊂
nS

k=1
Pk i

n
∑

k=1
mesPk < ε, тобто коли E мо-

жна покрити скiнченною кiлькiстю елементарних прямоку-
тникiв, сума мiр яких як завгодно мала.

Зауваження. З доведення зрозумiло, що в теоремi 2 можна ви-
магати, щоб елементарнi прямокутники Pk попарно не мали спiль-
них внутрiшнiх точок.

Дослiдимо питання про зв’язок вимiрностi множини E з вимiр-
нiстю її межi ∂E.
� Припустимо, що множина E вимiрна. Включимо її в елемен-

тарний прямокутник P. Тодi характеристична функцiя fE ∈RP, i то-
му за одним з критерiїв iнтегровностi S∗(T, fE)−S∗(T, fE)→ 0 при
λ(T)→ 0.

Задамо ε > 0. Виберемо досить дрiбне розбиття (T) P на Pk,
k∈ 1,n, так, щоб S∗(T, fE)−S∗(T, fE)< ε.

Позначимо A = {Pk: Pk ⊂ E}, B = {Pk: Pk∩E 6=∅}, A′ = {Pk ∈ A:
Pk∩∂E 6=∅} i A′′ = A\A′.

Якщо Pk ∈ A′, то за доведеним у лемi 5 спiввiдношенням I)
∂E∩Pk ⊂ ∂Pk. При цьому ∂Pk складається з граней прямокутника
Pk. Тому вiднесемо гранi всiх прямокутникiв Pk ∈ A до нової множи-
ни B′. Пiсля цього утворимо ще одну множину C = B\A∪B′.

Покажемо, що ∂E ⊂
S

Pk∈C
Pk. Дiйсно, якщо x0 ∈ ∂E, то ∃Pk ∈ B:

x0 ∈ Pk. Якщо Pk ∈ A, то ∃Pl ∈ B′ ⊂ C: x0 ∈ Pl , а тому x0 ∈
S

Pk∈C
Pk.

Якщо Pk /∈ A, то Pk ∈ B\A⊂C, а тому знову x0 ∈
S

Pk∈C
Pk.
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Враховуючи, що мiри елементарних прямокутникiв з множини
B′ дорiвнюють нулевi, матимемо:

∑
Pk∈C

mesPk 6 ∑
Pk∈B\A

mesPk + ∑
Pk∈B′

mesPk =

= ∑
Pk∈B\A

mesPk = S∗(T, fE)−S∗(T, fE)< ε.

Звiдси за теоремою 2 випливає, mes∂E = 0.
Отже, якщо множина E вимiрна за Жорданом, то її межа має

мiру Жордана нуль.
Перевiримо, чи буде правильним обернене твердження. Зрозу-

мiло, що при цьому треба додатково вимагати обмеженiсть множи-
ни E.

Припустимо, що множина E обмежена, а її межа вимiрна i
mes∂E = 0. Вiзьмемо елементарний прямокутник P⊃ E. Для до-
вiльного розбиття (T) прямокутника P на Pk визначимо множини A
та B, як i ранiше, а C = {Pk ∈ (T): Pk∩∂E 6=∅}.

Зауважимо, що згiдно з наслiдком 3 п. 2.3.7 довiльний елемен-
тарний прямокутник Q⊂Rp є зв’язною множиною. Тому тверджен-
ня II) леми 5 можна застосувати до всiх елементарних прямокутни-
кiв Pk ∈B\A. За цим твердженням негайно дiстанемо, що B\A⊂C.

Оскiльки mes∂E =
r
P

f∂E dx= 0, то S∗(T, f∂E)→ 0 при λ(T)→ 0.

Тодi

06 S∗(T, fE)−S∗(T, fE) = ∑
Pk∈B\A

mesPk 6

6 ∑
Pk∈C

mesPk = S∗(T, f∂E)→ 0 (λ(T)→ 0).

За критерiєм iнтегровностi fE ∈ RP, i за теоремою 1 множина E
вимiрна.�

Отже, доведена наступна теорема.
Теорема 3 (про зв’язок вимiрностi множини з вимiрнiстю її ме-

жi). Для того щоб обмежена множина E була вимiрною за
Жорданом у просторi Rp, необхiдно й досить, щоб її межа ∂E
була вимiрною за Жорданом, причому mes∂E = 0.

На практицi найчастiше мають справу з множинами E ⊂ R2,
межi яких складаються з однiєї або кiлькох неперервних кривих,
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рiвняння яких можна записати у виглядi y = f (x), x ∈ [a;b], або
x = ϕ(y), y ∈ [c;d]. Вирiшимо питання про вимiрнiсть таких мно-
жин.
� Якщо f : [a;b]→ R– неперервна функцiя, то вона iнтегровна

на [a;b]. Вiзьмемо розбиття (T) вiдрiзка [a;b] на вiдрiзки [xk;xk+1],
k∈ 0,n−1, таке, що λ(T)→ 0. Позначимо

mk = min
[xk;xk+1]

f (x) = f (x∗k), Mk = max
[xk;xk+1]

f (x) = f (x∗∗k ), k∈ 0,n−1,

i розглянемо елементарнi прямокутники

Pk =
{

(x,y): mk 6 y6Mk ∀x∈ [xk;xk+1]
}
, k∈ 0,n−1.

Цi прямокутники покривають графiк функцiї f : Γ( f )⊂
n−1S

k=0
Pk i

n−1

∑
k=0

mesPk =
n−1

∑
k=0

(Mk−mk)(xk+1−xk) =

= S∗(T, f )−S∗(T, f )→ 0 (λ(T)→ 0).
Отже, за теоремою 2 Γ( f ) є множиною нульової мiри Жордана:
mesΓ( f ) = 0.

Аналогiчно можна довести, що mesΓ = 0, коли Γ – спрямлю-
вана дуга. Тому, якщо межа множини E складається iз скiнчен-
ної кiлькостi спрямлюваних дуг або кривих, якi є графiками фун-
кцiй, неперервних на деяких вiдрiзках, то за теоремою 3 множина
E вимiрна за Жорданом, тобто квадровна. Зокрема, будь-яка уза-
гальнена криволiнiйна трапецiя: E =

{
(x,y): f1(x) 6 y 6 f2(x)

∀x∈ [a;b]
}

, де f1 i f2 – неперервнi на [a;b], є вимiрною за Жорда-
ном, тобто квадровною, множиною. При цьому, якщо елементар-
ний прямокутник P⊃ E, то за теоремою Фубiнi

mesE =
ww
P

fE(x,y)dxdy=
bw

a

dx
dw
c

fE(x,y)dy=

=
bw

a

dx

( f1(x)w
c

+
f2(x)w

f1(x)

+
dw

f2(x)

)
fE(x,y)dy=

=
bw

a

dx

f2(x)w
f1(x)

1dy=
bw

a

(
f2(x)− f1(x)

)
dx.�
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Таким чином, доведена
Теорема 4 (про достатнi умови квадровностi множини). Якщо

E ⊂ R2 i межа E – спрямлювана дуга або складається iз скiн-
ченної кiлькостi графiкiв функцiй, неперервних на деяких вiд-
рiзках, то E – квадровна множина. Зокрема, кожна узагаль-
нена криволiнiйна трапецiя є квадровною множиною, а її мiру
можна обчислити за формулою

mesE =
bw

a

(
f2(x)− f1(x)

)
dx.

Аналогiчним чином можна дiстати достатнi умови кубовностi де-
яких множин. Пропонуємо читачевi зробити це самостiйно.

5.2.5. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Множина скiнченних об’єднань пiввiдрiзкiв [a;b), що попарно не
перетинаються, утворює кiльце.

2. Декартовий добуток кiлець множин є кiльцем.

3. Кожна множина E ⊂ Rp має внутрiшню i зовнiшню мiри Жордана.

4. Кожна обмежена множина E ⊂ R2 є квадровною.

5. Кожна обмежена множина E ⊂ R2 є кубовною множиною.

6. Кожна обмежена множина E ⊂ R3 є кубовною множиною.

7. Внутрiшня мiра Жордана множини E дорiвнює нижньому iнтегралу
Дарбу функцiї fE.

8. Досконала та вiдкрита множини Кантора є вимiрними за Жорданом
множинами у просторi R1.

9. Якщо E ⊂ P⊂ P∗, то з iснування iнтеграла
r
P

fE dx випливає iсну-

вання
r
P∗

fE dxта рiвнiсть
r
P

fE dx=
r
P∗

fE dx.

10. Якщо E – вимiрна множина, то i ∂E – вимiрна множина.

11. Твердження, обернене до 10, є правильним.

12. Iснує множина E, для якої mes∂E > 0.

13. Якщо множина E квадровна, то її межа складається iз скiнченної
кiлькостi графiкiв функцiй, неперервних на деяких вiдрiзках.

14. Якщо E1⊂ E2, то mesE1 <mesE2.

15. Якщо E1∪E2 – вимiрна за Жорданом множина, то такими є i мно-
жини E1 та E2.
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II. Довести данi твердження.
1. У будь-якому просторi Rp iснує вiдкрита обмежена множина E, що

не є вимiрною за Жорданом.

2. У будь-якому просторi Rp iснує замкнена обмежена множина E,
що не є вимiрною за Жорданом.

5.3. Кратнi iнтеграли по вимiрнiй множинi

У цьому пiдроздiлi поняття кратного iнтеграла по елементарно-
му прямокутнику поширюється на випадок довiльної вимiрної за
Жорданом множини.

5.3.1. Поняття кратного iнтеграла. Нехай числова функцiя f
визначена на вимiрнiй множинi E⊂Rp. Якщо ця функцiя не визна-
чена у деяких iнших точках x∈Rp, то будемо вважати, що у цих то-
чках f (x) :=0. Тому надалi вважаємо, що f :Rp→R. Таку функцiю f
називають iнтегровною за Рiманом або R-iнтегровною на ви-
мiрнiй множинi E ⊂ Rp i записують f ∈ RE, якщо mesE = 0 або
функцiя f · fE ∈RP, де P – елементарний прямокутник, що мiстить
E, а fE – характеристична функцiя множини E. При цьому числоr
E

f dx:=
r
P

f · fE dx, коли mesE > 0, або
r
E

f dx:= 0, коли mesE = 0,

називають iнтегралом Рiманa (p-кратним) або R-iнтегралом
функцiї f по множинi E.

Зокрема, якщо p = 1, то
r
E

f dx – однократний iнтеграл, якщо

p = 2, то
r
E

f dx=:
rr
E

f (x1,x2)dx1dx2 – двократний або подвiйний

iнтеграл, а якщо p = 3, то
r
E

f dx=:
rrr

E
f (x1,x2,x3)dx1dx2dx3 –

трикратний або потрiйний iнтеграл функцiї f по множинi E.
Так само, як у п. 5.2.2 показано незалежнiсть мiри Жордана

вiд прямокутника P⊃ E, тiльки замiнивши функцiю fE на функцiю
f1 = f · fE, можна показати, що к о л и ф у н к ц i я f о б м е ж е-
н а н а м н о ж и н i E , т о ї ї R- i н т е г р а л п о м н о ж и н i E н е
з а л е ж и т ь в i д е л е м е н т а р н о г о п р я м о к у т н и к а P ⊃ E ,
п р и с у т н ь о г о в о з н а ч е н н i R- i н т е г р а л а .

З iншого боку, якщо mesE> 0, а функцiя f ∈REвiдносно якого-
небудь елементарного прямокутника P⊃ E, то mesP> 0 i за необ-
хiдною умовою iнтегровностi по прямокутнику функцiя f1 = f · fE
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має бути обмеженою на P, що рiвносильно обмеженостi функцiї f
на E. Тому означення R-iнтеграла коректне.

5.3.2. Iснування та обчислення кратного iнтеграла. Зрозу-
мiло, що всi властивостi R-iнтеграла по вимiрнiй множинi
випливають з вiдповiдних властивостей R-iнтеграла по еле-
ментарному прямокутнику. Наприклад, має мiсце

Теорема 1 (про R-iнтегровнiсть неперервної функцiї). Якщо
функцiя f обмежена i неперервна на вимiрнiй множинi E, то
f ∈ RE.
�Вiзьмемо який-небудь елементарний прямокутник P⊃E. Згi-

дно з умовою теореми функцiя f1 = f · fE неперервна на множинах
E i E1 = P\E окремо за кожною з цих множин. Зокрема, f1 бу-
де неперервною за множинами E i E1, вiдповiдно, в усiх внутрiшнiх
точках цих множин, тобто на множинах E◦ = E \∂E i E◦1 = E1\∂E1.
За твердженням 2) властивостi 1 п. 2.2.4 функцiя f1 буде неперерв-
ною на множинах E◦ та E◦1 i за прямокутником P.

Таким чином, функцiя f1 може бути розривною лише у точках
множини ∂E ∪ ∂P, котра має нульову мiру Жордана. Враховуючи
обмеженiсть функцiї f1 i теорему 2 пункту 5.2.4, за критерiєм Ле-
бега (теорема 4 п. 5.1.4) дiстаємо, що f1 ∈ RP, тобто f ∈ RE.�

Теорема 2 (про обчислення подвiйного iнтеграла). Нехай фун-
кцiя f неперервна на множинi E =

{
(x,y) ∈R2: ϕ1(x)6 y6 ϕ2(x)

∀x∈ [a;b]
}
, де ϕ1 i ϕ2 – неперервнi функцiї на [a;b]. Тодi

ww
E

f (x,y)dxdy=
bw

a

( ϕ2(x)w
ϕ1(x)

f (x,y)dy

)
dx=:

=:
bw

a

dx

ϕ2(x)w
ϕ1(x)

f (x,y)dy.

� За достатньою умовою вимiрно-
стi за Жорданом множина E вимiр-
на, є замкненою областю i E ⊂ P, де
P = [a;b] × [c;d], c 6 min

[a;b]
ϕ1(x), d >

> max
[a;b]

ϕ2(x) (див. рис. 27). За теоремою 1 функцiя f є R-iнтегро-
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вною на E, причомуww
E

f (x,y)dxdy=
ww
P

( f · fE)(x,y)dxdy.

Для кожного фiксованого x∈ [a;b] функцiя f1(y) = ( f · fE)(x,y)
неперервна на вiдрiзку [c;d], за винятком, можливо, двох точок:
ϕ1(x) та ϕ2(x). Тому f1 ∈ R([c;d]) i

dw
c

f1dy=
(ϕ1(x)w

c

+
ϕ2(x)w

ϕ1(x)

+
dw

ϕ2(x)

)
f1(y)dy=

ϕ2(x)w
ϕ1(x)

f (x,y)dy,

оскiльки

f1(y) =
{

0, коли c6 y< ϕ1(x) або ϕ2(x)< y6 d,
f (x,y), коли ϕ1(x)6 y6 ϕ2(x).

Згадуючи теорему про обчислення кратного iнтеграла за допомо-
гою однократних, дiстанемо:

ww
E

f (x,y)dxdy=
bw

a

dx
dw
c

( f · fE)(x,y)dy=
bw

a

dx

ϕ2(x)w
ϕ1(x)

f (x,y)dy.�

Аналогiчно можна довести наступнi два твердження.
Теорема 2∗ (про обчислення подвiйного iнтеграла). Нехай фун-

кцiя f неперервна на множинi

E =
{

(x,y) ∈ R2: ψ1(y)6 x6 ψ2(y) ∀y∈ [c;d]
}
,

де ψ1 i ψ2 – неперервнi функцiї на [c;d] (див. рис. 28). Тодi

ww
E

f (x,y)dxdy=
dw
c

( ψ2(y)w
ψ1(y)

f (x,y)dx

)
dy=:

dw
c

dy

ψ2(y)w
ψ1(y)

f (x,y)dx.
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Теорема 3 (про обчислення потрiйного iнтеграла). Нехай фун-
кцiя f неперервна на множинi

E =
{

(x,y,z) ∈ R3: ψ1(x,y)6 z6 ψ2(x,y) ∀(x,y) ∈ E1
}
,

де ψ1 i ψ2 неперервнi на множинi E1,що задовольняє умови те-
ореми 2 або 2∗ (див. рис. 29). Тодi

www
E

f (x,y,z)dxdydz=
ww
E1

( ψ2(x,y)w
ψ1(x,y)

f (x,y,z)dz

)
dxdy.

Зокрема, якщо E1 =
{

(x,y): ϕ1(x) 6 y6 ϕ2(x) ∀x ∈ [a;b]
}
, де ϕ1 i

ϕ2 – неперервнi функцiї на [a;b] (див. рис. 27), то

www
E

f (x,y,z)dxdydz=
bw

a

( ϕ2(x)w
ϕ1(x)

( ψ2(x,y)w
ψ1(x,y)

f (x,y,z)dz

)
dy

)
dx=:

=:
bw

a

dx

ϕ2(x)w
ϕ1(x)

dy

ψ2(x,y)w
ψ1(x,y)

f (x,y,z)dz.

Приклад 1. Обчислити
rr
E

(x+ y)dxdy, якщо

множинa E ⊂ R2 обмежена кривими y = x2,
y =−x+2 (див. рис. 30).

Оскiльки E =
{

(x,y) ∈ R2: x2 6 y 6 2− x
∀x∈ [−2;1]

}
, то за теоремою 2

rr
E

(x+ y)dxdy=

=
1r
−2

dx
2−xr
x2

(x + y)dy =
1r
−2

(
xy + y2

2

)∣∣∣2−x

y=x2
dx =

=
1r
−2

(
x(2− x) + (2−x)2

2 − x3− x4

2

)
dx =

1r
−2

(
2x− x2− x3− x4

2 + (x−2)2

2

)
dx =

=
(
x2− x3

3 −
x4

4 −
x5

10 + (x−2)3

6

)∣∣∣1
−2

= 419
20.

5.3.3. Основнi властивостi кратного iнтеграла.
Властивiсть 1 (про лiнiйнiсть R-iнтеграла). Нехай функцiї fi ,

i ∈ 1,q, є R-iнтегровними на вимiрнiй множинi E, а αi ∈ R
∀i ∈ 1,q. Тодi функцiя f =

q

∑
i=1

αi fi ∈ RE i

w
E

f dx=
w
E

( q

∑
i=1

αi fi

)
dx=

q

∑
i=1

αi

w
E

fi dx.
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Властивiсть 2 (про монотоннiсть R-iнтеграла). Якщо f i g ∈
∈RE i f (x)6 g(x) ∀x∈ E, то

w
E

f dx6
w
E

gdx. А якщо h6 f (x)6H

∀x∈ E, то h mesE 6
w
E

f dx6 H mesE.

Наслiдок 1 (про R-iнтеграли вiд сталих функцiй). Якщо f (x)≡ c

на вимiрнiй множинi E, то
w
E

f dx=
w
E

cdx= c·mesE. Зокрема,

w
E

0dx= 0 i
w
E

1dx= mesE.

Наслiдок 2 (теорема про середнє). Якщо функцiя f неперерв-
на на замкненiй вимiрнiй областi E, то ∃x∗ ∈ E:w

E

f dx= f (x∗)mesE

( f (x∗) – середнє значення функцiї f на E).
Наслiдок 3 (про невiд’ємнiсть R-iнтеграла). Якщо f ∈ RE i

f (x)> 0 ∀x∈ E, то
w
E

f dx> 0.

Властивiсть 3 (про R-iнтегровнiсть | f |). Якщо f ∈ RE, то

| f | ∈ RE i

∣∣∣∣∣w
E

f dx

∣∣∣∣∣6 w
E

| f |dx.

Властивiсть 4 (про R-iнтегровнiсть добутку). Якщо f i g∈ RE,
то f g∈ RE i має мiсце нерiвнiсть Кошi – Буняковського:(w

E

f gdx

)2

6
w
E

f 2dx·
w
E

g2dx.

Властивiсть 5 (про адитивнiсть R-iнтеграла). Нехай множини

Ei , i ∈ 1,q, вимiрнi i попарно не перетинаються, E =
q[

i=1

Ei , a

f обмежена на E. Для того, щоб f ∈ RE, необхiдно й досить,

щоб f ∈ R(Ei) ∀i ∈ 1,q. При цьому
w
E

f dx=
w

qS

i=1
Ei

f dx=
q

∑
i=1

w
Ei

f dx.

Властивiсть 6 (узагальнена теорема про середнє). Нехай фун-
кцiя f обмежена i неперервна на вимiрнiй областi E, g∈ RE i
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g(x) > 0 ∀x∈ E. Тодi ∃x∗ ∈ E:
w
E

f gdx= f (x∗)
w
E

gdx(i число f (x∗)

називають середнiм значенням функцiї f на множинi E з
вагою g).

Узагальненням властивостi 1 є
Властивiсть 7 (про почленне iнтегрування функцiонального ря-

ду). Нехай функцiональний ряд
∞

∑
i=1

fi(x) рiвномiрно збiжний на

вимiрнiй множинi E до функцiї f . Тодi якщо fi ∈ RE ∀i ∈ N, то

f ∈ RE i
w
E

f dx=
w
E

( ∞

∑
i=1

fi(x)
)

dx=
∞

∑
i=1

w
E

fi(x)dx.

Проiлюструємо методи доведення сформульованих тверджень
на прикладах властивостей 1, 3, 5 i 7.

� Оскiльки f · fE =
(

q

∑
i=1

αi fi

)
fE =

q

∑
i=1

αi( fi · fE) i fi · fE ∈ RP, де

P⊃ E, то за властивiстю 1 пункту 5.1.5 f · fE ∈ RP, тобто f ∈ RE iw
E

f dx=
w
P

f · fE dx=
q

∑
i=1

αi

w
P

f · fE dx=
q

∑
i=1

αi

w
E

f dx.

Властивiсть 1 доведено.�
� Оскiльки fE(x)> 0, то | f | · fE = | f · fE| ∈ RPза властивiстю 3

пункту 5.1.5. Отже, | f | ∈ RE i∣∣∣∣∣w
E

f dx

∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣w
P

f · fE dx

∣∣∣∣∣6 w
P

| f · fE|dx=
w
P

| f | · fE dx=
w
E

| f |dx.

Цим доведено властивiсть 3.�

� Зауважимо, що коли E =
qS

i=1
Ei , Ei ∩E j =∅ ∀i 6= j, то fE(x) =

=
q

∑
i=1

fEi (x), а тому f · fE = f
q

∑
i=1

fEi =
q

∑
i=1

f · fEi i за властивiстю лiнiй-

ностi маємо: f · fE ∈ RP, тобто f ∈ RE, iw
E

f dx=
w
P

f · fE dx=
w
P

( q

∑
i=1

f · fEi

)
dx=

q

∑
i=1

w
P

f · fEi dx=
q

∑
i=1

w
Ei

f dx,

коли f ∈ R(Ei) ∀i ∈ 1,q. Оскiльки f · fEi = ( f · fE) · fEi ∈ RP, то
f ∈ R(Ei) ∀i ∈ 1,q, коли f ∈ RE.

Властивiсть 5 доведена.�
Властивiсть 7 є простим наслiдком наступного твердження.
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Теорема 4 (про граничний перехiд пiд знаком R-iнтегралa). Не-
хай функцiї Fn ∈ RE i Fn(x)⇒ F(x) (n→ ∞, x∈ E), тобто Fn рiв-
номiрно збiгається до F на вимiрнiй множинi E. Тодi F ∈ RE iw
E

F dx:=
w
E

lim
n→∞

Fn(x)dx= lim
n→∞

w
E

Fn(x)dx.

�Для простоти мiркувань вважаємо, що E = P – елементарний
прямокутник, mesP> 0 i вiзьмемо розбиття (T) P на Pk, k ∈ 1,m.
Оскiльки Fn(x)⇒ F(x) на P, то ∀ε> 0 ∃n0(ε) = n0:∣∣Fn0(x)−F(x)

∣∣< ε
4mesP

∀x∈ P⇔

F(x)− ε
4mesP

< Fn0(x)< F(x)+
ε

4mesP
∀x∈ P,

зокрема, ∀x∈ Pk. Тому ωk(F)6 ωk(Fn0)+ ε
2mesP⇒

m

∑
k=1

ωk(F)mesPk 6
m

∑
k=1

ωk(Fn0)mesPk +
ε
2
.

Вважатимемо тепер, що δ(ε)> 0 настiльки мале, що
m

∑
k=1

ωk(Fn0)mesPk <
ε
2
, коли λ(T)< δ(ε).

Таке δ(ε)> 0 iснує, оскiльки Fn0 ∈ RP. Отже, ∀ε> 0 ∃δ(ε)> 0:
m

∑
k=1

ωk(F)mesPk <
ε
2

+
ε
2

= ε, коли λ(T)< δ(ε),

тобто lim
λ(T)→0

m
∑

k=1
ωk(F)mesPk = 0⇒ F ∈ RP. Тепер маємо:∣∣∣∣∣w

P

F dx−
w
P

Fndx

∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣w
P

(
F(x)−Fn(x)

)
dx

∣∣∣∣∣6 w
P

∣∣F(x)−Fn(x)
∣∣dx6

6 sup
P

∣∣F(x)−Fn(x)
∣∣ ·mesP→ 0 (n→ ∞),

тобто
r
P

F dx= lim
n→∞

r
P

Fndx.�

5.3.4. Контрольнi запитання i завдання.
I. Перевiрити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Кожна функцiя, що визначена на множинi E, для якої mesE = 0, є
R-iнтегровною на E.

2. Якщо f ∈ RE i mesE > 0, то f обмежена на E.

3. Якщо f неперервна на вимiрнiй множинi E, то f ∈ RE.
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4. Кожен подвiйний iнтеграл можна обчислити за допомогою одно-
кратних iнтегралiв.

5. Кожна властивiсть R-iнтеграла по вимiрнiй множинi E випливає
з вiдповiдної властивостi R-iнтеграла по елементарному прямоку-
тнику.

6. Якщо f ∈ RE, то f 2 ∈ RE i
(r

E
f dx
)2
6mesE ·

r
E

f 2dx.

7. Якщо f i ϕ – неперервнi функцiї на квадровнiй областi D,
f (x,y) > ϕ(x,y) ∀(x,y) ∈ D i f (x0,y0) > ϕ(x0,y0) для деякої точки
(x0,y0) ∈ D, то

rr
D

f (x,y)dxdy>
rr
D

ϕ(x,y)dxdy.

II. Довести данi твердження.
1. Для того, щоб функцiя f , що є обмеженою на вимiрнiй множинi E,

була R-iнтегровною на E, необхiдно й досить, щоб f була майже
неперервною на E (див. теорему 4 пункту 5.1.4).

2. Якщо функцiя f > 0 iнтегровна на вимiрнiй множинi E i mesE > 0,
то

r
E

f dx> 0.

5.4. Криволiнiйнi iнтеграли.
Їх iснування та обчислення

У даному пiдроздiлi поняття визначеного iнтеграла по вiдрiзку
узагальнюється на випадок, коли замiсть вiдрiзка беруть довiльну
спрямлювану дугу.

5.4.1. Спрямлюванi дуги i функцiї обмеженої варiацiї. На-
гадаємо (див. п. 2.3.5), що неперервною кривою (або кривою) у
даному нормованому просторi (E, ‖ · ‖) можна назвати множину

Γ =
{

(t,z(t)): z(t) ∈ E ∀t ∈ 〈α;β〉
}
, (1)

де z= z(t), t ∈ 〈α;β〉, – неперервна на промiжку 〈α;β〉 функцiя, що
набуває значень з простору E. При цьому множину

ΓE =
{

z= z(t) ∈ E: t ∈ 〈α;β〉
}

(2)
називають слiдом кривої Γ у просторi E, а рiвняння

z= z(t), t ∈ 〈α;β〉, (3)
називають рiвнянням (або параметричним рiвнянням) кривої
Γ. Якщо z(t) ∈ Rp, то z(t) = (x1(t),x2(t), . . . ,xp(t)) i кожна фун-
кцiя xk = xk(t) є неперервною на 〈α;β〉. У випадку z(t) ∈ C маємо
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z(t) = x(t) + iy(t) i кожна з функцiй x = x(t) та y = y(t) неперервна
на 〈α;β〉. Слiди таких кривих лежать вiдповiдно у просторах Rp та
C (рис. 31).

Дугою неперервної кривої Γ вигляду (1)
називають її частину

Γ1 =
{

(t,z(t)): t ∈ [a;b]
}
,

що вiдповiдає певному вiдрiзку [a;b]⊂ 〈α;β〉.
Зокрема, якщо 〈α;β〉= [α;β], то крива Γ та-
кож є дугою. При цьому, якщо z(β) = z(α), то
Γ називають замкненою дугою (або кон-
туром).

Криву Γ (зокрема, дугу) називають простою (або кривою
Жордана), якщо z(t1) 6= z(t2) ∀t1 6= t2: 〈α;β〉 ⊃ {t1, t2} 6= {α,β}, тоб-
то слiд кривої не має точок самоперетину.

Оскiльки крива цiлком визначається своїм рiвнянням, то ч а -
с т о к р и в о ю н а з и в а ю т ь ф у н к ц i ю , щ о з а д а є р i в н я н н я
к р и в о ї , i записують Γ: z= z(t), t ∈ 〈α;β〉. Проста ж крива цiлком
визначається своїм слiдом, тому ч а с т о к р и в о ю н а з и в а ю т ь ї ї
с л i д .

Наведемо таблицю деяких кривих у просторах C та R2, кожна з
яких є кривою Жордана.

Назва
кривої

Рiвняння кривої
у просторi R2

Рiвняння кривої
у просторi C

Пряма
{

x = t ∈ R,
y = at +b

або
{

y = t ∈ R,
x = at +b

z = t + i (at + b) або
z= (at +b)+ i t , t ∈ R

Вiдрiзок
прямої

{
x = t ∈ [α;β],
y = at +b

або
{

y = t ∈ [α;β],
x = at +b

z = t + i (at + b) або
z= (at+b)+ i t , t ∈ [α;β]

Коло
{

x = Rcost +x0,
y = Rsint +y0,

t ∈ [0;2π]

z= z0+R(cost + i sint) =
= z0 +Rexpit , t ∈ [0;2π]
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Парабола
{

x = t,
y = at2 +bt +c,

a 6= 0, t ∈ R

z = t + i (at2 + bt + c),
a 6= 0, t ∈ R

Елiпс
{

x = acost,
y = bsint,

t ∈ [0;2π]

z = acost + ibsint,
t ∈ [0;2π]

Гiпербола
{

x = acht,
y = bsht, t ∈ R z= acht + ibsht, t ∈ R

Пропонуємо читачевi намалювати цi кривi, тобто зобразити їх
слiди у вiдповiдних просторах.

З фiзичної точки зору на неперервну криву Γ можна дивитися,
як на закон руху матерiальної точки, що описується рiвнянням
(3). При цьому точка залишає у просторi слiд (2) i не виключено,
що у рiзнi промiжки часу матерiальна точка займає одне i те ж саме
положення на слiдi. Бiльше того, вона може описувати свiй слiд,
повторюючи його багато разiв (див. рис. 32).

Розглянемо неперервну дугу Γ =
{

(t,z(t)): t ∈ [α;β]
}

. Нехай
(T) =

{
tk: 06 k6 n

}
– розбиття вiдрiзка [α;β], тобто t0 = α< t1 <

< .. . < tn = β. Тодi точки zk = z(tk), k∈ 0,n, є точками слiду кривої Γ.
Вони визначають так звану ламану Ln = z0z1 . . .zn, вписану в дугу
Γ (рис. 33), довжиною якої природно назвати число

L(T) =
n−1

∑
k=0

‖z(tk+1)−z(tk)‖.
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Довжиною дуги Γ називають число

l = l(Γ) :=sup
(T)

L(T) = sup
(T)

n−1

∑
k=0

‖z(tk+1)−z(tk)‖6+∞.

Якщо ця довжина l < +∞, то дугу Γ називають спрямлюваною, а
функцiю z= z(t), t ∈ [α;β], називають функцiєю обмеженої варiа-
цiї на вiдрiзку [α;β]. Для цiєї функцiї число l називають її варiацiєю
або повною змiною на вiдрiзку [α;β] i позначають

β
V
α

(z) := l :=sup
(T)

n−1

∑
k=0

‖zk+1−zk‖.

Зрозумiло, що коли простiр E = R
p або E = C, то z(t) =

= (x1(t), . . . ,xp(t)) або z(t) = x(t)+ iy(t) i, вiдповiдно,
β
V
α

(xi)6
β
V
α

(z)6
p

∑
j=1

β
V
α

(x j) ∀i ∈ 1, p

або
β
V
α

(x)6
β
V
α

(z)6
β
V
α

(x)+
β
V
α

(y) i
β
V
α

(y)6
β
V
α

(z)6
β
V
α

(x)+
β
V
α

(y).

Отже, функцiя z= z(t), t ∈ [α;β], є функцiєю обмеженої варiацiї
на вiдрiзку [α;β] тодi й тiльки тодi, коли такою є кожна компонента
цiєї функцiї.

Наведемо важливу лему, доведення якої аналогiчне доведенню
леми 1 пункту 5.1.2 (тiльки простiше).

Лема 1 (про спiввiдношення мiж
L(T) i L(Tν)). Нехай розбиття (Tν)
вiдрiзка [α;β] одержується з роз-
биття (T) цього вiдрiзка шляхом
доповнення ν нових точок. Тодi

L(T)6 L(Tν)6 L(T)+2νH(T),
де H(T) = sup

|t ′−t ′′|6λ(T)
‖z(t ′)− z(t ′′)‖, a

λ(T) = max
06k6n−1

(tk+1−tk) – дрiбнiсть

розбиття (T).
На рис. 34 розбиття (T) доповню-

ється однiєю новою точкою t∗, вна-
слiдок чого ланка zk,zk+1 замiнюється



5.4.1] Ñïðÿìëþâàíi äóãè i ôóíêöi¨ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ 270

ланками zk,z∗ та z∗,zk+1.
За допомогою леми 1 легко довести наступне твердження.
Теорема 1 (про рiвносильнiсть означень довжини). Для то-

го щоб число l : 0 6 l 6 +∞ було довжиною неперервної дуги
Γ =

{
(t,z(t)): t ∈ [α;β]

}
, необхiдно й досить, щоб виконувалася

принаймнi одна з умов 1) або 2):

1) l = lim
λ(T)→0

n−1

∑
k=0

‖z(tk+1)−z(tk)‖;

2) l = lim
m→∞

nm−1

∑
k=0

‖z(t(m)
k+1) − z(t(m)

k )‖ для деякої послiдовностi

(T(m)) розбиттiв вiдрiзка [α;β], що задовольняє умову
λ(T(m))→ 0 (m→ ∞).

� Зрозумiло, що з 1)⇒ 2). Покажемо, що виконання умови 2)
гарантує, що l – довжина дуги Γ.

Нехай l < +∞, a l∗ = sup
(T)

n−1
∑

k=0
‖z(tk+1)− z(tk)‖ – довжина дуги Γ.

Тодi ∀i ∈ N iснує розбиття (Ti) вiдрiзка [α;β], для якого

l∗− 1
i
< L(Ti) =

n−1

∑
k=0

‖z(t(i)
k+1)−z(t(i)

k )‖6 l∗.

Вважаючи i ∈ N фiксованим (досить великим), утворимо розбит-
тя (T ′) шляхом додавання до точок розбиття (T(m)) точок розбиття
(Ti). За лемою 1 дiстаємо

L(T(m))6 L(T ′)6 L(T(m))+2νiH(T(m)),
де H(T(m)) = sup

|t ′−t ′′|6λ(T(m))
‖z(t ′)− z(t ′′)‖ → 0 (m→ ∞), a νi – кiль-

кiсть точок розбиття (Ti). Тому L(T ′)→ l (m→ ∞). З iншого боку,

l∗− 1
i
< L(Ti)6 L(T ′)6 l∗⇒ l∗− 1

i
6 l 6 l∗⇒ l = l∗,

оскiльки i ∈ N може бути як завгодно великим.
Отже, якщо виконана умова 2) i l <+∞, то l – довжина дуги Γ.
Якщо l = +∞, то зрозумiло, що

sup
(T)

n−1

∑
k=0

‖z(tk+1)−z(tk)‖>
n−1

∑
k=0

‖z(t(m)
k+1)−z(t(m)

k )‖→ ∞ (m→ ∞),

тобто i в цьому випадку l є довжиною Γ.
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Покажемо, нарештi, що коли l є довжиною Γ, тобто

l = sup
(T)

n−1

∑
k=0

‖z(tk+1)−z(tk)‖,

то має мiсце твердження 1).
Як показано вище, для числа l можна вказати послiдовнiсть

(T(m)) розбиттiв вiдрiзка [α;β], для яких λ(T(m)) → 0 (m→ ∞),
l = lim

m→∞
L(T(m)) i навiть l − 1

m < L(T(m))6 l ∀m.

Вважаючи m∈ N фiксованим (досить великим), а розбиття (T)
вiдрiзка [α;β] довiльним, аби тiльки його дрiбнiсть λ(T)→ 0, утво-
римо розбиття (T ′) шляхом додавання до точок розбиття (T) точок
розбиття (T(m)). За лемою 1

L(T)6 L(T ′)6 L(T)+2νmH(T),
де νm – кiлькiсть точок розбиття (Tm), H(T) = sup

|t ′−t ′′|<λ(T)
‖z(t ′)−

−z(t ′′)‖→ 0 (λ(T)→ 0), a

l − 1
m
< L(T(m))6 L(T ′)6 l ⇒ L(T ′)→ l (m→ ∞).

Тому

|L(T)− l |= |L(T)−L(T ′)+L(T ′)− l |6

6 |L(T ′)− l |+ |L(T)−L(T ′)|6 1
m

+2νmH(T)<
ε
2

+
ε
2

= ε,

якщо 1
m < ε

2 i λ(T) < δ(ε), причому δ(ε) > 0 настiльки мале, що
2νmH(T)< ε

2. Це означає, що ∀ε> 0 ∃δ(ε)> 0: |L(T)− l |< ε, коли
λ(T)< δ(ε), тобто lim

λ(T)→0
L(T) = 0.

Мiркування для l = +∞ аналогiчнi.�
Теорема 1 дає можливiсть при обчисленнi довжини дуги вибира-

ти розбиття (T) вiдрiзка [α;β] найзручнiшим чином, наприклад, на
рiвнi частини.

Приклад 1. Обчислимо довжину дуги кола з центром у точцi z0 i радi-
усом R> 0. Рiвняння цiєї дуги z= z0 +Rexpit , t ∈ [α;β]. Вiзьмемо розбит-
тя (T) =

{
tk: k ∈ 0,n

}
, де tk = α + k(β−α)

n , k ∈ 0,n, тобто tk+1− tk = β−α
n

∀k∈ 0,n−1. Маємо:

L(T) =
n−1

∑
k=0

R|exp(itk+1)−exp(itk)|=
n−1

∑
k=0

R|expi(tk+1− tk)−1|=
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=
n−1

∑
k=0

R|expi
(β−α

n

)
−1|=

n−1

∑
k=0

R· β−α
n

∣∣∣exp i(β−α)
n −1

i(β−α)
n

∣∣∣=

= R(β−α) ·
∣∣∣exp i(β−α)

n −1
i(β−α)

n

∣∣∣→ R(β−α) (n→ ∞),

оскiльки lim
α→0

expα−1
α = 1.

Отже, довжина дуги кола l = R(β−α), зокрема якщо [α;β] = [0;2π],
то дiстанемо довжину кола l = 2πR.

Якщо дуга Γ має рiвняння z = z(t), t ∈ [α;β], то точку z(α) =: A
називають початковою точкою, а точку z(β) =: B – кiнцевою
точкою дуги Γ. При цьому замiсть позначення Γ вживають по-

значення
_
AB.

Зафiксуємо точку t∗ ∈ (α;β) i позначимо z(t∗) =:C. Тодi казати-

мемо, що дуга
_
AB є об’єднанням дуг

_
AC i

_
CB i писатимемо

_
AB=

=
_
AC∪

_
CB.

Вiзьмемо послiдовнiсть (Tm) розбиттiв вiдрiзка [α;β] таку, щоб
λ(Tm)→ 0 (m→ ∞), розбиття (Tm+1) було роздрiбненням розбит-
тя (Tm) ∀m i щоб точка t∗ була точкою кожного розбиття (Tm). То-
дi (Tm) = (T∗m)∪ (T∗∗m ), де (T∗m) i (T∗∗m ) – розбиття вiдрiзкiв [α; t∗]
i [t∗;β]. При цьому l(Tm) ↑, l(T∗m) ↑ i l(T∗∗m ) ↑ (m→ ∞), а також

l(Tm) = l(T∗m)+ l(T∗∗m ). Тому дуга
_
ABспрямлювана тодi й тiльки

тодi, коли спрямлюванi дуги
_
AC i

_
CB. У цьому полягає адитивна

властивiсть довжини дуги.
Можна довести, що коли функцiя z = z(t), t ∈ [α;β], має похi-

дну z′(t), що є R-iнтегровною на вiдрiзку [α;β], то дуга Γ =
{

(t,z(t)):
t ∈ [α;β]

}
є спрямлюваною, а її довжину можна обчислити за фор-

мулою l =
βr

α
‖z′(t)‖dt. Зокрема, остання формула застосовна до

гладких дуг, тобто таких, для яких z′(t) 6= 0 i неперервна на [α;β] та
кусково-гладких, тобто таких, що складаються iз скiнченної кiль-
костi гладких дуг, а саме: iснує розбиття (T) вiдрiзка [α;β] точками
tk, k∈ 0,n, таке, що кожна дуга Γk: z= z(t), t ∈ [tk; tk+1], k∈ 0,n−1,
є гладкою.
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5.4.2. Криволiнiйний iнтеграл першого роду. Нехай функцiя
f визначена на неперервнiй дузi Γ =

{(
t,z(t)): z(t) ∈ E ∀t ∈ [α;β]}

у тому розумiннi, що f = f (t,z(t)), t ∈ [α;β] (значення функцiї за-
лежить не тiльки вiд точки z(t), що належить слiду дуги Γ, а й вiд
параметра (часу) t; наприклад, f може бути швидкiстю матерiаль-

ної точки). Якщо iснує R-iнтеграл
βr

α
f (t,z(t))dt=:

r
Γ

f dt, то його на-

зивають криволiнiйним iнтегралом першого роду функцiї f по
дузi Γ i позначають

r
Γ

f dt.

Наприклад, для функцiї pзмiнних f (x) = f (x1,x2, . . . ,xp): Γ→ R,
що визначена на дузi Γ у просторi Rp, рiвняння якої xk = xk(t),
t ∈ [α;β], k∈ 1, p, маємо:

w
Γ

f dt :=
w
Γ

f (x1,x2, . . . ,xp)dt :=
βw

α
f (x1(t),x2(t), . . . ,xp(t))dt.

Неперервнiсть функцiї f на дузi Γ гарантує iснування криволiнiй-
ного iнтеграла першого роду, так що з теоретичної точки зору такi
iнтеграли не ставлять нових проблем у порiвняннi з R-iнтегралами.

На практицi такi iнтеграли зустрiчаються найчастiше у випадку,
коли Γ – спрямлювана дуга довжиною L, а рiвняння Γ має вигляд
z = z(t), t ∈ [0;L], причому t дорiвнює довжинi дуги вiд початкової

точки до бiжучої, тобто t = l(
_

z(0),z(t)). До таких iнтегралiв приво-
дять деякi практичнi задачi, наприклад, задача про обчислення маси
m, розподiленої вздовж дуги Γ з густиною ρ: m=

r
Γ

ρdt.

5.4.3. Криволiнiйний iнтеграл другого роду. Нехай функцiя
f визначена на неперервнiй дузi Γ =

{
(t,z(t)): t ∈ [α;β] i z(t) ∈ E

}
,

тобто f = f (t,z(t)), t ∈ [α;β], i набуває значень з простору E1, при-
чому ∀z∈ E i ∀w ∈ E1 якимось чином визначено добуток w · z, що
набуває значень з нормованого простору E2.

Вiзьмемо розбиття (T) =
{

tk: k∈ 0,n
}

вiдрiзка [α;β], тобто

t0 = α< t1 < .. . < tn = β.
Позначимо zk = z(tk), k ∈ 0,n, z∗k = z(t∗k), де t∗k ∈ [tk; tk+1] – промi-
жнi точки ∀k∈ 0,n−1, ∆zk = zk+1−zk, ∆tk = tk+1− tk, k∈ 0,n−1,
i λ(T) = max

06k6n−1
∆tk – дрiбнiсть розбиття (T). Зрозумiло, що
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точки zk i z∗k є точками слiду Γ1 дуги Γ у просторi E.
Складемо суму

S(T, f ,{t∗k}) :=S(T, f ) :=S(T) =
n−1

∑
k=0

f (t∗k ,z
∗
k)∆zk, (4)

яку природно назвати iнтегральною сумою функцiї f . Ця сума за-
лежить вiд розбиття (T) i способу вибору промiжних точок t∗k .

Якщо iснує границя

J = lim
λ(T)→0

S(T)=:
w
Γ

f dz, (5)

тобто ∀ε> 0∃δ(ε)> 0: ‖S(T)−J‖< ε, коли λ(T)< δ(ε), то цю гра-
ницю називають криволiнiйним iнтегралом другого роду (або
просто iнтегралом) функцiї f вздовж дуги Γ.

5.4.4. R-iнтеграл векторнозначної функцiї однiєї змiнної.
Розглянемо випадок, коли E = R

1, E1 = E2 = R
p, Γ =

{
(t, t):

t ∈ [α;β]
}

, Γ1 = [α;β] – слiд Γ. Тодi, якщо f = f (t) = ( f1(t), . . . ,
fp(t)) ∈ Rp, t ∈ [α;β], то iнтегральна сума (4) набуває вигляду

S(T) =
n−1

∑
k=0

( f1(t∗k), . . . , fp(t∗k))∆tk =

=

(
n−1

∑
k=0

f1(t∗k)∆tk, . . . ,
n−1

∑
k=0

fp(t∗k)∆tk

)
.

Тому границя (5) iснує тодi й тiльки тодi, коли iснує

lim
λ(T)→0

n−1

∑
k=0

fi(t∗k)∆tk =:
βw

α
fi(t)dt ∀i ∈ 1, p,

причому

w
Γ

f dz=:
βw

α
f (t)dt =

 βw
α

f1(t)dt, . . . ,
βw

α
fp(t)dt

 .
Це так званий R-iнтеграл вiд векторнозначної функцiї дiй-

сної змiнної по вiдрiзку [α;β]. Вiн iснує тодi й тiльки тодi, коли
∀i ∈ 1, p iснує R-iнтеграл по вiдрiзку [α;β] вiд i-тої компоненти цi-
єї функцiї. Зокрема, якщо f неперервна на вiдрiзку [α;β], то iснує
βr

α
f (t)dt.
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5.4.5. Повний криволiнiйний iнтеграл та iнтеграл по компо-
нентi. Нехай E = E1 = R

p, Γ =
{

(t,(x1(t), . . . ,xp(t))): t ∈ [α;β] i
xi(t) ∈ R ∀i ∈ 1, p

}
, E2 = R,

f = f (x1, . . . ,xp) = ( f1(x1, . . . ,xp), . . . , fp(x1, . . . ,xp)) ∈ Rp,

a коли w = (w1, . . . ,wp) ∈ Rp i z= (z1, . . . ,zp) ∈ Rp, то

w ·z= (w1, . . . ,wp) · (z1, . . . ,zp)=: w1z1 + . . .+wpzp ∈ R.
Тодi iнтегральна сума (4) набуває вигляду

S(T) =
n−1

∑
k=0

(
f1(x∗1,k, . . . ,x

∗
p,k), . . . , fp(x∗1,k, . . . ,x

∗
p,k)
)
· (∆x1,k, . . . , ∆xp,k)=:

=:
n−1

∑
k=0

(
f1(x∗1,k, . . . ,x

∗
p,k)∆x1,k + . . .+ fp(x∗1,k, . . . ,x

∗
p,k)∆xp,k

)
,

а iнтеграл (5) – виглядуw
Γ

f dz=
w
Γ

f1dx1 + . . .+ fpdxp. (6)

Це так званий повний криволiнiйний iнтеграл (або просто iн-
теграл) функцiї f = ( f1, . . . , fp) (або функцiй f1, . . . , fp) вздовж

дуги Γ. На нього можна дивитися, як на суму
p

∑
i=1

r
Γ

fi dxi, де
r
Γ

fi dxi –

це так званий криволiнiйний iнтеграл по i-тiй компонентi
функцiї f вздовж дуги Γ. Зокрема, у випадку p = 2 для функцiї
f = (P(x,y),Q(x,y)) повний криволiнiйний iнтеграл функцiй P i Q
має виглядw

Γ

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=
w
Γ

P(x,y)dx+
w
Γ

Q(x,y)dy,

де
r
Γ

P(x,y)dx – iнтеграл по абсцисi функцiї P вздовж дуги Γ, a
r
Γ

Q(x,y)dy– iнтеграл по ординатi функцiї Q вздовж дуги Γ.

5.4.6. R-iнтеграл комплекснозначної функцiї дiйсної змiн-
ної. Розглянемо випадок, коли E = R

1, E1 = E2 = C, Γ =
{

(t, t):
t ∈ [α;β]

}
, Γ1 = [α;β] – слiд Γ. Тодi, якщо f = f (t) = f1(t) +

+i f2(t) ∈ C, t ∈ [α;β], то iнтегральна сума (4) набуває вигляду

S(T) =
n−1

∑
k=0

(
f1(t∗k)+ i f2(t∗k)

)
∆tk =

n−1

∑
k=0

f1(t∗k)∆tk + i
n−1

∑
k=0

f2(t∗k)∆tk.
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Тому границя (5) iснує тодi й тiльки тодi, коли iснує границя

lim
λ(T)→0

n−1
∑

k=0
fi(t∗k)∆tk, i ∈ 1,2, причому

w
Γ

f dz=:
βw

α
f (t)dt =

βw
α

f1(t)dt + i
βw

α
f2(t)dt,

де f1(t) = Re f (t), a f2(t) = Im f (t).
Це так званий R-iнтеграл по вiдрiзку [α;β] комплекснозна-

чної функцiї f = f (t) дiйсної змiнної t. Вiн iснує тодi й тiльки тодi,

коли iснують R-iнтеграли
βr

α
Re f (t)dt i

βr
α

Im f (t)dt. Зокрема, якщо f

неперервна на [α;β], то iснує
βr

α
f (t)dt.

5.4.7. Криволiнiйний iнтеграл функцiї комплексної змiнної.
Нехай E = E1 = E2 = C, Γ =

{
(t,z(t)): t ∈ [α;β] i z(t) ∈ C

∀t ∈ [α;β]
}

, Γ1 =
{

z(t): t ∈ [α;β]
}

– слiд Γ у комплекснiй площинi,
f = f (z) = f (x+ iy) = u(x,y) + iv(x,y), z(t) = x(t) + iy(t) ∀t ∈ [α;β],
z∗k = x∗k + iy∗k, ∆zk = ∆xk + i ∆yk ∀k∈ 0,n−1. Тодi iнтегральна сума (4)
набирає вигляду

S(T) =
n−1

∑
k=0

f (z∗k)∆z∗k =
n−1

∑
k=0

(
u(x∗k,y

∗
k)+ iv(x∗k,y

∗
k)
)
· (∆xk + i ∆yk) =

=
n−1

∑
k=0

u(x∗k,y
∗
k)∆xk−v(x∗k,y

∗
k)∆yk + i

n−1

∑
k=0

v(x∗k,y
∗
k)∆xk +u(x∗k,y

∗
k)∆yk.

Тому границя (5), тобто iнтеграл
r
Γ

f (z)dz, iснує тодi й тiльки тодi,

коли iснують повнi криволiнiйнi iнтеграли
r
Γ

u(x,y)dx− v(x,y)dy та
r
Γ

v(x,y)dx+u(x,y)dy, причому
w
Γ

f (z)dz=
w
Γ

u(x,y)dx−v(x,y)dy+ i
w
Γ

v(x,y)dx+u(x,y)dy. (7)

Таким чином, в усiх розглянутих випадках питання про iснування
та обчислення криволiнiйного iнтеграла другого роду зводиться до
питання про iснування та обчислення або R-iнтеграла по вiдрiзку,
або криволiнiйного iнтеграла по компонентi, наприклад, iнтеграла
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по абсцисi функцiї u = u(x,y) вздовж дуги Γ:
r
Γ

u(x,y)dx. Зауважи-

мо також, що коли Γ – замкнена дуга, то замiсть символа
r
Γ

часто

використовують символ
u
Γ

.

5.4.8. Iснування та обчислення криволiнiйних iнтегралiв.
� Припустимо, що функцiя f = f (x,y) визначена на дузi Γ, рiв-

няння якої {
x = x(t),
y = y(t), t ∈ [α;β],

(8)

i така, що f1(t) = f (x(t),y(t)) є R-iнтегровною функцiєю на [α;β].
Накладемо на дугу Γ додатковi умови. Нехай iснує похiдна x′ =

= x′(t), що є R-iнтегровною на вiдрiзку [α;β]. Тодi, згадавши фор-
мулу Лагранжа, зробимо перетворення iнтегральної суми

S(T) :=
n−1

∑
k=0

f (x∗k,y
∗
k)∆xk =

n−1

∑
k=0

f (x(t∗k),y(t∗k))
(
x(tk+1)−x(tk)

)
=

=
n−1

∑
k=0

f (x(t∗k),y(t∗k))x′(t∗∗k )∆tk,

де t∗∗k ∈ [tk; tk+1] ∀k∈ 0,n−1. Зауважимо, що

S1(T) :=
n−1

∑
k=0

(
f (x(t∗k),y(t∗k))x′(t∗k)∆tk

)
→

→
βw

α
f (x(t),y(t))x′(t)dt (λ(T)→ 0),

оскiльки пiдiнтегральна функцiя R-iнтегровна на вiдрiзку [α;β].
Крiм того,

|S(T)−S1(T)|=

∣∣∣∣∣n−1

∑
k=0

f (x(t∗k),y(t∗k))(x′(t∗∗k )−x′(t∗k))∆tk

∣∣∣∣∣6
6 H

n−1

∑
k=0

ωk(x′)∆tk,

де H = sup
[α;β]
| f (x(t),y(t))|. Враховуючи R-iнтегровнiсть функцiї x′(t)
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на вiдрiзку [α;β], за критерiєм R-iнтегровностi
n−1
∑

k=0
ωk(x′)∆tk → 0

(λ(T)→ 0), а тому |S(T)−S1(T)| → 0 (λ(T)→ 0). Отже, S(T) =

= S1(T)+(S(T)−S1(T))→
βr

α
f (x(t),y(t))x′(t)dt (λ(T)→ 0).�

Таким чином, доведенi наступнi твердження.
Теорема 2 (про iснування та обчислення iнтеграла по абсци-

сi). Нехай функцiя f (x,y) визначена на дузi Γ, рiвняння якої
має вигляд (8), причому функцiї x′ = x′(t) та f1 = f (x(t),y(t))
R-iнтегровнi на вiдрiзку [α;β]. Тодi функцiя f iнтегровна по
абсцисi вздовж дуги Γ i правильна рiвнiсть

w
Γ

f (x,y)dx=
βw

α
f (x(t),y(t))x′(t)dt.

Теорема 3 (про iснування та обчислення iнтеграла по ордина-
тi). Нехай функцiя f (x,y) визначена на дузi Γ, рiвняння якої
має вигляд (8), причому функцiї y′ = y′(t) та f1 = f (x(t),y(t))
R-iнтегровнi на вiдрiзку [α;β]. Тодi функцiя f iнтегровна по
ординатi вздовж дуги Γ i правильна рiвнiсть

w
Γ

f (x,y)dy=
βw

α
f (x(t),y(t))y′(t)dt.

Теорема 4 (про iснування та обчислення повного криволiнiйно-
го iнтеграла). Нехай функцiї P(x,y) та Q(x,y) неперервнi на ду-
зi Γ, рiвняння якої має вигляд (8), причому функцiї x′ = x′(t) i
y′ = y′(t) R-iнтегровнi на вiдрiзку [α;β] (зокрема, Γ може бу-
ти кусково-гладкою дугою). Тодi iснує повний криволiнiйний
iнтеграл функцiй P i Q вздовж дуги Γ i має мiсце рiвнiсть

w
Γ

Pdx+Qdy=
βw

α

(
P(x(t),y(t))x′(t)+Q(x(t),y(t))y′(t)

)
dt.

� Застосуємо теорему 4 до обчислення iнтеграла вiд функцiї f
комплекснозначної змiнної z= x+ iy вздовж дуги Γ, рiвняння якої

z= z(t) = x(t)+ iy(t), t ∈ [α;β]. (9)
Вважаємо, що iснує R-iнтегровна на [α;β] похiдна z′= z′(t) = x′(t)+
+iy′(t) ∀t ∈ [α;β]. Це гарантує неперервнiсть дуги Γ. Якщо функцiя
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f = u+ iv неперервна на Γ, то за вiдомою теоремою функцiї u та v
неперервнi на Γ, а за теоремою 4 iснує права частина рiвностi (7).
Тому iснує

w
Γ

f (z)dz=
βw

α

(
u(x(t),y(t))x′(t)−v(x(t),y(t))y′(t)

)
dt+

+ i
βw

α

(
v(x(t),y(t))x′(t)+u(x(t),y(t))y′(t)

)
dt=:

=:
βw

α

(
x′(t)

(
u(x(t),y(t))+ iv(x(t),y(t))

)
+

+ i y′(t)
(

u(x(t),y(t))+ iv(x(t),y(t))
))

dt =

=
βw

α
f (z(t))(x′(t)+ iy′(t))dt =

βw
α

f (z(t))z′(t)dt.�

Отже, доведена
Теорема 5 (про iснування та обчислення iнтеграла вiд функцiї

комплексної змiнної). Нехай функцiя f = f (z) неперервна на дузi
Γ, рiвняння якої має вигляд (9), причому функцiя z′ = z′(t) R-
iнтегровна на вiдрiзку [α;β] (зокрема, Γ може бути кусково-
гладкою дугою). Тодi функцiя f R-iнтегровна вздовж дуги Γ i

має мiсце рiвнiсть
w
Γ

f (z)dz=
βw

α
f (z(t))z′(t)dt.

Зауваження. Теореми 4 i 5 у частинi R-iнтегровностi функцiї f
вздовж Γ залишаються правильними, якщо умови, накладенi на ду-
гу Γ, замiнити умовою спрямлюваностi цiєї дуги.

Приклад 2. Обчислити: 1)
w

Γ

xdy√
x2 +y2

i 2)
w

Γ

dz
zn , n∈ Z, де Γ –

коло x2 +y2 = 1.
1) Запишемо рiвняння кола у параметричнiй дiйснiй формi:{

x = cost,
y = sint, t ∈ [0;2π].

Тодi y′ = cost i за теоремою 2
r
Γ

xdy√
x2+y2

=
2πr
0

cos2 t dt√
cos2 t+sin2 t

=
2πr
0

1+cos2t
2 dt = π.
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2) Записавши рiвняння кола у параметричнiй комплекснiй формi:
z = expit , t ∈ [0;2π], за теоремою 4 дiстанемо, що, оскiльки z′ = i expit ,

a 1/(expit )n−1 = exp(1− n)it , то
r
Γ

dz
zn =

2πr
0

i expit dt
(expit )n = i

2πr
0

exp(1− n)it dt =

= i
2πr
0

cos(1−n)t dt−
2πr
0

sin(1−n)t dt =
{

2πi, коли n = 1,
0, коли n 6= 1.

5.4.9. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Кожна неперервна крива є певною функцiєю, що визначена на
промiжку 〈α;β〉 i набуває значень у деякому нормованому просторi
E.

2. Кожна функцiя f : 〈α;β〉 → E, де E – нормований простiр, є непе-
рервною кривою.

3. Кожна крива цiлком визначається своїм слiдом.

4. Якщо Γ – дуга, то Γ – неперервна крива.

5. Твердження, обернене до 4, є правильним.

6. Кожна неперервна крива є кривою Жордана.

7. Кожна матерiальна точка рухається по слiду деякої неперервної
кривої.

8. Будь-яка дуга має довжину.

9. Будь-яка неперервна крива є спрямлюваною дугою.

10. Якщо функцiя f не спадає на [a;b], то
b
V
a
( f ) = f (b)− f (a).

11. Якщо f : [a;b]→ R i
b
V
a
( f ) < +∞, то функцiї ϕ(x) =

x
V
a
( f ) i ψ(x) =

= ϕ(x)− f (x) є неспадними на [a;b].

12. Якщо f : [a;b]→ R, то
b
V
a
( f )<+∞⇔ ∃ϕ i ψ неспаднi на [a;b] i такi,

що f (x) = ϕ(x)−ψ(x) ∀x∈ [a;b].
13. Будь-яка дуга кожної параболи є спрямлюваною дугою.

14. Якщо криволiнiйний iнтеграл першого роду
βr

α
f dt iснує, то функцiя

f неперервна на [α;β].
15. Кожен визначений iнтеграл є криволiнiйним iнтегралом другого

роду.

16. Якщо f : [a,b]→ Rp, то f є R-iнтегровною на [a;b].
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17. Кожен повний криволiнiйний iнтеграл функцiї f : Γ→Rp є сумою p
iнтегралiв функцiї f по кожнiй з компонент.

18. Якщо f : [a;b]→ C, то f є R-iнтегровною на [a;b] тодi й тiльки тодi,
коли такими є функцiї Re f та Im f .

19. Якщо функцiя f є неперервною на кусково-гладкiй дузi Γ, то f є
R-iнтегровною на Γ.

20. Якщо iснує iнтеграл
βr

α
f (x(t),y(t))x′(t)dt, то iснує також i iнтеграл

r
Γ

f (x,y)dx.

II. Довести данi твердження.

1. Якщо
b
V
a
( f )<+∞, то

b
V
a
( f ) =

c
V
a
( f )+

b
V
c
( f ) ∀c∈ [a;b].

2. Якщо f ′(x) обмежена на [a;b], то
b
V
a
( f )<+∞.

3.
1
V
0
( f ) = +∞, якщо f (x) = xcos1

x ∀x 6= 0 i f (0) = 0.

4. Якщо функцiя f аналiтична в областi D, то для будь-якої кусково-
гладкої дуги Γ⊂ D iснує iнтеграл

r
Γ

f dz.

5. Якщо функцiя P = P(x,y) неперервна на дузi Γ, рiвняння якої має

вигляд (8), причому
β
V
α

(x)<+∞, то iнтеграл
r
Γ

Pdxiснує.

6. Якщо функцiї P = P(x,y) i Q = Q(x,y) неперервнi на спрямлюванiй
дузi Γ, то iнтеграл

r
Γ

Pdx+Qdyiснує.

7. Якщо функцiя P = P(x,y) неперервна на дузi Γ: y = f (x), x∈ [α;β],
i функцiя f неперервна на [α;β], то iнтеграл

r
Γ

P(x,y)dx iснує.

5.5. Основнi властивостi криволiнiйних iнтегралiв

Оскiльки будь-який криволiнiйний iнтеграл, як i звичайний R-
iнтеграл, є границею вiдповiдної iнтегральної суми, то природно че-
кати, що його властивостi за формою нагадують властивостi зви-
чайного R-iнтеграла по вiдрiзку. Розглянемо цi властивостi лише
для повних криволiнiйних iнтегралiв:

r
Γ

P(x,y)dx+ Q(x,y)dy та для

iнтегралiв вiд функцiй комплексної змiнної:
r
Γ

f (z)dz.
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5.5.1. Найпростiшi властивостi криволiнiйних iнтегралiв.
Обчислимо iнтеграл вiд сталої функцiї.
� Нехай рiвняння дуги Γ має вигляд z= z(t), t ∈ [α;β], i f (z) =

= c = const∀z= z(t), t ∈ [α;β]. Тодi
n−1

∑
k=0

f (z∗k)∆zk = c
n−1

∑
k=0

(zk+1−zk) = c(z(β)−z(α))

i тому
w
Γ

f (z)dz=
w
Γ

cdz= lim
λ(T)→0

n−1

∑
k=0

f (z∗k)∆zk = c(z(β)−z(α)).

Аналогiчно можна показати, що коли рiвняння дуги Γ має вигляд

(x,y) = (x(t),y(t)), t ∈ [α;β],
i P(x,y) = c1 = const, Q(x,y) = c2 = const ∀(x,y) = (x(t),y(t)),
t ∈ [α;β], тоw

Γ

c1dx+c2dy= c1(x(β)−x(α))+c2((y(β)−y(α)).�

Таким чином, доведена
Властивiсть 1 (про iнтеграл вiд сталої функцiї). якщо z = z(t),

t ∈ [α;β], – рiвняння дуги Γ, то
w
Γ

cdz= c(z(β)− z(α)), a якщо

рiвняння дуги Γ –
{

x = x(t),
y = y(t), t ∈ [α;β],

то
w
Γ

c1dx+ c2dy =

= c1(x(β)−x(α))+c2(y(β)−y(α)).

Зокрема,
w
Γ

0dz= 0 i
w
Γ

1dz= z(β)−z(α).

Дослiдимо лiнiйнiсть криволiнiйних iнтегралiв.
� Припустимо, що функцiї f1 i f2 iнтегровнi вздовж дуги Γ, α1 i

α2 – фiксованi числа i f = α1 f1 + α2 f2. Зрозумiло, що тодi
n−1

∑
k=0

f (z∗k)∆zk = α1

n−1

∑
k=0

f1(z∗k)∆zk + α2

n−1

∑
k=0

f2(z∗k)∆zk→

→ α1

w
Γ

f1dz+ α2

w
Γ

f2dz(λ(T)→ 0).
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Тому функцiя f є iнтегровною вздовж дуги Γ iw
Γ

f dz:=
w
Γ

(α1 f1 + α2 f2)dz= α1

w
Γ

f1dz+ α2

w
Γ

f2dz. (1)

Методом математичної iндукцiї рiвнiсть (1) легко узагальнює-
ться на довiльну скiнченну кiлькiсть доданкiв.

Отже, правильна
Властивiсть 2 (про лiнiйнiсть криволiнiйних iнтегралiв). Якщо

функцiї fk, k ∈ 1,n, iнтегровнi вздовж дуги Γ, то функцiя

f =
n

∑
k=1

αk fk для будь-яких чисел αk, k∈ 1,n, також iнтегровна

вздовж Γ, причому
w
Γ

f dz=
w
Γ

( n

∑
k=1

αk fk

)
dz=

n

∑
k=1

αk

w
Γ

fk dz.

Ця властивiсть має мiсце i для iнтегралiв
w
Γ

Pdx+ Qdy,

зокрема, для iнтегралiв по абсцисi i по ординатi.
Оцiнимо модуль криволiнiйного iнтеграла.
� Нехай функцiя f неперервна на дузi Γ: z = z(t), t ∈ [α;β], i

функцiя z′ = z′(t) R-iнтегровна на [α;β]. Тодi, враховуючи теорему 4
попереднього пункту i властивiсть про R-iнтегровнiсть модуля фун-

кцiї, дiстанемо
∣∣∣r
Γ

f dz
∣∣∣ =

∣∣∣ βr
α

f (z(t))z′(t)dt
∣∣∣ 6 βr

α
| f (z(t))| · |z′(t)|dt =

= Hl , де H = sup
[α;β]
| f (z(t))|, a l – довжина дуги Γ.�

Цим самим доведена
Властивiсть 3 (про оцiнку модуля криволiнiйного iнтеграла).

Нехай функцiя f неперервна на дузi Γ: z= z(t), t ∈ [α;β], i фун-
кцiя z′ = z′(t) є R-iнтегровною на вiдрiзку [α;β]. Тодi∣∣∣∣∣w

Γ

f dz

∣∣∣∣∣6
βw

α
| f (z(t))| · |z′(t)|dt 6 Hl ,

де H = sup
[α;β]
| f (z(t))|, a l – довжина дуги Γ.

За аналогiчних умов мають мiсце нерiвностi∣∣∣∣∣w
Γ

P(x,y)dx

∣∣∣∣∣6 w
Γ

|P(x(t),y(t))| · |x′(t)|dt 6 H1l ,
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Γ

Q(x,y)dy

∣∣∣∣∣6 w
Γ

|Q(x(t),y(t))| · |y′(t)|dt 6 H2l ,

де H1 = sup
[α;β]
|P(x(t),y(t))|, H2 = sup

[α;β]
|Q(x(t),y(t))|, a l – довжина

дуги Γ.
�Припустимо, що дуга Γ є вiдрiзком, паралельним осi OY, тоб-

то рiвняння Γ має вигляд
{

x = x0,
y = t,

t ∈ [α;β]. Обчислимо iнтеграл

за абсцисою вздовж цього вiдрiзка.
Для будь-якої функцiї f = f (x,y), що визначена на Γ, має-

мо:
r
Γ

f (x,y)dx = lim
λ(T)→0

n−1
∑

k=0
f (x∗k,y

∗
k)(x(tk+1) − x(tk)) = 0, оскiльки

x(tk+1)−x(tk) = x0−x0 = 0 ∀k∈ 0,n−1.
Аналогiчно показуємо, що коли Γ є вiдрiзком, паралельним осi

OX, то
r
Γ

f (x,y)dy= 0 для будь-якої функцiї f , визначеної на Γ.�

Таким чином, правильна
Властивiсть 4 (про криволiнiйнi iнтеграли вздовж вiдрiзкiв, па-

ралельних координатним осям). Якщо дуга Γ є вiдрiзком, пара-

лельним осi Oy(осi Ox), то
w
Γ

f (x,y)dx= 0

(w
Γ

f (x,y)dy= 0

)
для

будь-якої функцiї f , визначеної на Γ.
Дослiдимо адитивнiсть криволiнiйного iнтеграла.

� Нехай t∗ ∈ (α;β), z(t∗) =: C, а дуга
_
AB =

_
AC∪

_
CB, де

_
AC:

z = z(t), t ∈ [α; t∗], i
_
CB: z = z(t), t ∈ [t∗;β]. За теоремою 4 попе-

реднього пункту маємо:

w
Γ

f (z)dz=:
w
_
AB

f (z)dz=
βw

α
f (z(t))z′(t)dt =

=
t∗w
α

f (z(t))z′(t)dt +
βw

t∗

f (z(t))z′(t)dt =
w
_
AC

f (z)dz+
w
_
CB

f (z)dz,

якщо функцiя f неперервна на Γ, a функцiя z′ = z′(t) iнтегровна на
вiдрiзку [α;β].

Аналогiчну рiвнiсть можна дiстати для повного криволiнiйного
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iнтеграла
r
_
AB

P(x,y)dx+Q(x,y)dy.�

Отже, доведена
Властивiсть 5 (про адитивнiсть криволiнiйних iнтегралiв). Не-

хай функцiї f , P i Q неперервнi на дузi
_
AB= Γ: z= z(t) (x = x(t),

y = y(t)), t ∈ [α;β], причому функцiя z′ = z′(t) R-iнтегровна
(функцiї x′ = x′(t) i y′ = y′(t) R-iнтегровнi) на [α;β]. Тодi для

будь-якої точки C∈
_
ABправильнi рiвностiw
_
AB

f dz=
w
_
AC

f dz+
w
_
CB

f dz

i w
_
AB

Pdx+Qdy=
w
_
AC

Pdx+Qdy+
w
_
CB

Pdx+Qdy.

Якщо дуга Γ =
_
AB=:Γ+ має рiвняння z = z(t), t ∈ [α;β], то рiв-

няння z1 = z1(t) = z(α + β− t), t ∈ [α;β], природно вважати рiвнян-

ням дуги
_
BA=:−

_
AB=:Γ−, оскiльки при збiльшеннi параметра вiд

α до β точка z1(t) пробiгає слiд дуги Γ =
_
ABу напрямi вiд точки B до

точки A. Дуги Γ i Γ− називають взаємно протилежними.
Вирiшимо питання про iнтеграли вздовж взаємно протилежних

дуг. Оскiльки за теоремою про замiну змiнної у визначеному iнте-

гралi
r
Γ

f (z)dz=
βr

α
f (z(t))z′(t)dt =−

αr
β

f (z(α+β−t))z′(α+β−t)dt =

=−
βr

α
f (z1(t))z′1(t)dt =−

r
Γ−

f (z)dz, то має мiсце

Властивiсть 6 (про iнтеграли вздовж взаємно протилежних дуг).
Нехай виконанi умови властивостi 5. Тодiw

_
AB

f dz=−
w
_
BA

f dz, або
w
Γ

f dz=−
w
Γ−

f dz,

таw
_
AB

Pdx+Qdy=−
w
_
BA

Pdx+Qdy, або
w
Γ

Pdx+Qdy=−
w
Γ−

Pdx+Qdy.
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5.5.2. Iнтегрування суми функцiонального ряду. Розгляне-
мо тепер узагальнення властивостi 2 на випадок суми функцiона-
льного ряду.

� Нехай f (z) =
∞
∑

k=1
fk(z), причому даний функцiональний ряд

рiвномiрно збiжний на дузi Γ до f (z). Тодi якщо fk – неперервнi
функцiї на Γ ∀k∈N, то i f неперервна на Γ, а тому iснують iнтегра-
ли

r
Γ

f dzi
r
Γ

fk dz∀k∈ N. Крiм того, за властивостями 2 i 3∣∣∣∣∣w
Γ

f dz−
n

∑
k=1

w
Γ

fk dz

∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣w
Γ

(
f −

n

∑
k=1

fk
)

dz

∣∣∣∣∣6
6 sup

z∈Γ

∣∣∣ f (z)−
n

∑
k=1

fk(z)
∣∣∣ · l → 0 (n→ ∞),

де l – довжина дуги Γ. А це означає, що
r
Γ

f dz=:
r
Γ

( ∞
∑

k=1
fk
)

dz =

=
∞
∑

k=1

r
Γ

fk dz.�

Таким чином, правильна
Властивiсть 7 (про почленне iнтегрування функцiонального ря-

ду). Нехай функцiї fk неперервнi на дузi Γ: z= z(t), t ∈ [α;β], для
якої функцiя z′= z′(t) R-iнтегровна на [α;β]. Тодi якщо функцi-

ональний ряд
∞

∑
k=1

fk рiвномiрно збiгається на дузi Γ до функцiї

f , то
w
Γ

f dz=:
w
Γ

( ∞

∑
k=1

fk
)

dz=
∞

∑
k=1

w
Γ

fk dz.

Ця властивiсть має мiсце i для iнтегралiв
w
Γ

Pdx+Qdy.

5.5.3. Зв’язок мiж iнтегралами вздовж дуги i вздовж ламаної.
� Нехай функцiя f неперервна в областi D, а дуга Γ: z = z(t),

t ∈ [α;β], спрямлювана (наприклад, z′(t) R-iнтегровна на вiдрiзку
[α;β]). Якщо слiд Γ, тобто Γ1 ⊂ D, то, враховуючи компактнiсть Γ1

i замкненiсть межi ∂D областi D дiстаємо, що вiдстань вiд Γ1 до ∂D:
ρ(Γ1,∂D)> ρ1 > 0, якщо D 6= C. У випадку D = C вважаємо ρ1 > 0
довiльним. Позначимо D1 =

{
z∈D: ρ(z,Γ1)6 ρ1

}
. D1 – компактна

множина, оскiльки вона замкнена i обмежена.
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Вiзьмемо розбиття (Tm) вiдрiзка [α;β] точками t(m)
k , k∈ 0,nm−1,

настiльки дрiбним, щоб λ(Tm) < 1
m i

∣∣z− z(m)
k

∣∣ =
∣∣z(t)− z(t(m)

k )
∣∣ <

<min
{

ρ1,
1
m

}
∀t ∈ [t(m)

k ; t(m)
k+1].

Ламану з вершинами у точках z0,z1, . . . ,zm, вписану в дугу Γ, по-

значимо Lm, а її ланки – L(m)
k = zm)

k ,z
(m)
k+1, k∈ 0,nm−1. Тодi Lm⊂ D i

якщо z∗k = z(t∗k), де t∗k ∈ [t(m)
k ; t(m)

k+1], то
w
Γ

f dz= lim
m→∞

nm−1

∑
k=0

f (z∗k)∆z(m)
k , a

w
Lm

f dz=
nm−1

∑
k=0

w
L(m)

k

f (z)dz.

Тому

∣∣∣∣w
Γ

f dz−
w
Lm

f dz

∣∣∣∣=

=
∣∣∣∣w

Γ

f dz−
nm−1

∑
k=0

f (z∗k)∆z(m)
k +

nm−1

∑
k=0

w
L(m)

k

(
f (z∗k)− f (z)

)
dz

∣∣∣∣6
6

∣∣∣∣w
Γ

f dz−
nm−1

∑
k=0

f (z∗k)∆z(m)
k

∣∣∣∣+ nm−1

∑
k=0

(
max
L(m)

k

∣∣ f (z∗k)− f (z)
∣∣) · |∆z(m)

k |6

6

∣∣∣∣w
Γ

f dz−
nm−1

∑
k=0

f (z∗k)∆z(m)
k

∣∣∣∣+( max
06k6nm−1

| f (z∗k)− f (z∗∗k )|
)

l(
_
AB).

Оскiльки z∗∗k ∈ z(m)
k ,z(m)

k+1, a z∗k ∈
_

z(m)
k z(m)

k+1, то |z∗k − z∗∗k | <
2
m i z∗k,

z∗∗k ∈ D1. Отже, z∗k− z∗∗k → 0 при m→ ∞, а оскiльки f рiвномiрно
неперервна на D1, то max

06k6nm−1
| f (z∗k)− f (z∗∗k )| → 0 (m→ ∞). Таким

чином, ∣∣∣∣w
Γ

f dz−
w
Lm

f dz

∣∣∣∣6 ∣∣∣∣w
Γ

f dz−
nm−1

∑
k=0

f (z∗k)∆zk

∣∣∣∣+
+
(

max
06k6nm−1

| f (z∗k)− f (z∗∗k )|
)
· l(
_
AB)→ 0 (m→ ∞),

тобто
r
Γ

f dz= lim
m→∞

r
Lm

f dz.

Аналогiчно можна показати, щоw
Γ

Pdx+Qdy= lim
m→∞

w
Lm

Pdx+Qdy. �
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Отже, має мiсце
Властивiсть 8 (про зв’язок iнтеграла вздовж дуги з iнтегралом

вздовж ламаної). Нехай функцiя f (функцiї P i Q) неперервна
(неперервнi) в областi D, що мiстить спрямлювану дугу Γ.
Тодi знайдеться послiдовнiсть ламаних Lm⊂D, вписаних у ду-
гу Γ, i таких, щоw

Γ

f dz= lim
m→∞

w
Lm

f dz

(w
Γ

Pdx+Qdy= lim
m→∞

w
Lm

Pdx+Qdy

)
.

5.5.4. Поняття еквiвалентних дуг та твердження про еквiва-
лентнiсть дуг. У цьому пунктi вирiшується питання про те, коли
дуги можна вважати рiвними (однаковими).

Зрозумiло, що розумним чином визначенi рiвнi дуги повиннi ма-
ти однаковi слiди, i ця умова є найiстотнiшою для рiвностi дуг. Але
рiвнiсть слiдiв не завжди достатня для того, щоб вважати дуги рiв-
ними.

Наприклад, дуги Γ1: z= z1(t) = t + i ·0, t ∈ [0;1], Γ2: z= z2(θ) =
= sin2 θ, θ ∈ [0; 3π

2 ] i Γ3: z = z3(τ) = 2τ + i ·0, τ ∈ [0; 1
2] мають одна-

ковi слiди – вiдрiзок [0;1] дiйсної осi. Проте з фiзичної точки зору
дуги Γ1 i Γ2 слiд вважати рiзними, оскiльки цi дуги характеризують
шляхи, якими рухається матерiальна точка, i в першому випадку
матерiальна точка проходить шлях вiд точки 0 до точки 1 один раз,
а у другому випадку матерiальна точка проходить шлях вiд точки
0 до точки 1 (коли θ ∈ (0; π

2)), потiм вiд точки 1 до точки 0 (коли
θ ∈ (π

2 ;π)) i, нарештi, знову вiд точки 0 до точки 1 (коли θ ∈ (π; 3π
2 )).

Для вирiшення питання про рiвнiсть дуг Γ1 i Γ3 природно споча-
тку звести до спiльного промiжку промiжки змiни параметрiв (ча-
су) τ i t. Це можна зробити за допомогою взаємно однозначного
вiдображення ϕ: [0; 1

2]↔ [0;1], наприклад, t = ϕ(τ) = 2τ, τ ∈ [0; 1
2].

А далi, якщо дiстанемо, що z1(t) = z1(ϕ(τ)) = z3(τ) ∀τ ∈ [0; 1
2] (для

вказаних дуг це так i є), то природно вважати дуги Γ1 i Γ3 рiвними.
У зв’язку з проведеними мiркуваннями доцiльно ввести насту-

пне означення.
Назвемо дуги Γ1: z= z1(t), t ∈ [α1;β1], i Γ2: z= z2(τ), τ ∈ [α2;β2],

еквiвалентними (або рiвними), якщо iснує неперервна зростаю-
ча функцiя t = ϕ(τ), яка взаємно однозначно вiдображає вiдрiзок
[α2;β2] на вiдрiзок [α1;β1] i така, що z1(ϕ(τ)) = z2(τ) ∀τ ∈ [α2;β2].
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Теорема 1 (про еквiвалентнiсть простих незамкнених дуг). Не-
хай дуги Γ1: z= z1(t), t ∈ [α1;β1], i Γ2: z= z2(τ), τ∈ [α2;β2], простi,
незамкненi, мають спiвпадаючi початковi точки (тобто
z1(α1) = z2(α2)) i спiльний слiд. Тодi цi дуги еквiвалентнi.
� Покладемо ϕ(τ) = z−1

1 (z2(τ)), τ ∈ [α2;β2]. Легко бачити, що
функцiя ϕ є неперервним взаємно однозначним вiдображенням
[α2;β2] на [α1;β1], а тому вона строго монотонна. Оскiльки

ϕ(α2) = z−1
1 (z2(α2)) = z−1

1 (α1)) = α1,

то функцiя ϕ зростаюча. Крiм цього,

z1(ϕ(τ))≡ z1◦z−1
1 (z2(τ))≡ z2(τ) на [α2;β2].

Отже, кривi Γ1 i Γ2 еквiвалентнi.�
Незамкненi дуги, що задовольняють умови теореми 1, назвемо

однаково орiєнтованими.
Зрозумiло, що у випадку замкнених дуг теорема 1 неправильна,

оскiльки спiвпадання початкових точок не гарантує однакової орi-
єнтацiї дуг. Уточнимо поняття однакової орiєнтацiї замкнених дуг.

Нехай Γ1: z = z1(t), t ∈ [α1;β1], i Γ2: z = z2(τ), τ ∈ [α2;β2], –
простi контури iз спiльним слiдом i спiвпадаючими початковими
точками (тобто z1(α1) = z2(α2)). Тодi функцiя ϕ(τ) = z−1

1 (z2(τ)),
τ ∈ (α2;β2), неперервна, взаємно однозначно вiдображає iнтервал
(α2;β2) на iнтервал (α1;β1) i тому вона строго монотонна. Якщо
функцiя ϕ зростаюча, то назвемо контури Γ1 i Γ2 однаково орiєн-
тованими, а якщо спадна – то протилежно орiєнтованими.

Теорема 2 (про еквiвалентнiсть простих контурiв). Якщо кон-
тури Γ1 i Γ2 простi, мають спiльну початкову точку, спiль-
ний слiд i однаково орiєнтованi, то вони еквiвалентнi.
� Оскiльки функцiя ϕ(τ), τ ∈ (α2;β2), неперервна, зростаю-

ча i обмежена, то довизначивши її у точках α2 та β2 рiвностями
ϕ(α2) = lim

τ→α2+
ϕ(τ), ϕ(β2) = lim

τ→β2−
ϕ(τ), дiстанемо iснування функцiї

ϕ, неперервної та зростаючої на [α2;β2], яка “здiйснюватиме еквi-
валентнiсть” контурiв Γ1 i Γ2.�

Нехай контури Γ1 i Γ2 з попереднього означення мають поча-
тковi точки A1 i A2, причому A1 = z2(τ∗), τ∗ ∈ (α2;β2). Розглянемо
контур

Γ∗2: z= z2(α2− τ∗+ τ) = z∗2(τ), τ ∈ [τ∗;τ∗+(β2−α2)],
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який має з контуром Γ1 спiльну початкову точку. Контури Γ1 i Γ2 на-
звемо однаково (протилежно) орiєнтованими, якщо однаково
(протилежно) орiєнтованi контури Γ1 i Γ∗2.

Неважко довести, що має мiсце
Теорема 3 (про еквiвалентнiсть однаково орiєнтованих дуг).

Якщо дуги Γ1 i Γ2 мають спiльний слiд, простi i однаково орi-
єнтованi, то вони еквiвалентнi.

Усi твердження цього пункту залишаються правильними i для
дуг, слiди яких лежать у просторi R2, тобто рiвняння дуг мають ви-
гляд x = x(t), y = y(t), t ∈ [α;β].

5.5.5. Зв’язок мiж iнтегралами вздовж еквiвалентних дуг.
Вирiшимо тепер питання про криволiнiйнi iнтеграли вздовж еквi-
валентних (рiвних) дуг.

Теорема 4 (про рiвнiсть iнтегралiв вздовж еквiвалентних дуг).
Нехай дуги

Γ1:

{
x = x1(t),
y = y1(t),

t ∈ [α1;β1], i Γ2:

{
x = x2(τ),
y = y2(τ),

τ ∈ [α2;β2],

еквiвалентнi i спрямлюванi, а функцiя f (x,y) неперервна на

спiльному слiдi цих дуг. Тодi
w
Γ1

f (x,y)dx=
w
Γ2

f (x,y)dx.

Ця теорема доводиться аналогiчно до теореми про замiну змiн-
ної у визначеному iнтегралi вiд функцiї однiєї змiнної.

Зрозумiло, що твердження, аналогiчне теоремi 4, має мiсце i для
криволiнiйних iнтегралiв за ординатою.

Таким чином, враховуючи теорему 4 i теореми 1 – 3 пункту
5.5.4, дiстаємо

Властивiсть 9 (про рiвнiсть криволiнiйних iнтегралiв вздовж
еквiвалентних дуг). Якщо дуги Γ1 i Γ2 простi, спрямлюванi, ма-
ють спiльний слiд i однаково орiєнтованi, а функцiї P(x,y) i
Q(x,y) неперервнi (функцiя f (z) неперервна) на слiдi цих дуг,
то w

Γ1

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=
w
Γ2

P(x,y)dx+Q(x,y)dy

w
Γ1

f (z)dz=
w
Γ2

f (z)dz

 .
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5.5.6. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити правильнiсть наступних тверджень.

1. Якщо
r
Γ

f dz= 0, то f (z) = 0∀z∈ Γ.

2. Твердження, обернене до 1, є правильним.

3. Якщо iснує
r
Γ

( f1 + f2)dz, то iснують
r
Γ

f1dzi
r
Γ

f2dz.

4. Функцiї f1 i f2 є iнтегровними вздовж Γ тодi й тiльки тодi, коли фун-
кцiї ϕ = f1 + f2 i ψ = f1− f2 є iнтегровними вздовж Γ.

5. Якщо | f | є iнтегровною вздовж Γ функцiєю, то i f є iнтегровною
вздовж Γ функцiєю.

6. Якщо Γ =
_

ACB, де
_
AC‖OX, a

_
CB‖OY, тоr

Γ
Pdx+Qdy=

r
_
AC

Pdx+
r
_
CB

Qdy.

7. Якщо
r
Γ

f dz=
r

Γ−
f dz, то

r
Γ

f dz= 0.

8. Якщо
r
Γ

( ∞
∑

k=1
fk(z)

)
dz=

∞
∑

k=1

r
Γ

fk(z)dz, то ряд
∞
∑

k=1
fk(z) рiвномiрно збi-

жний на Γ.

9. Якщо двi дуги мають спiльнi слiди, то вони еквiвалентнi.

10. Якщо дуги еквiвалентнi, то вони мають спiльнi слiди.

11. Якщо двi дуги простi i мають спiльний слiд, то вони еквiвалентнi.

12. Iнтеграли вiд однiєї i тiєї самої функцiї вздовж двох еквiвалентних
дуг набувають однакових значень.

13. Якщо дуги Γ1 i Γ2 мають однаковi слiди та iснують iнтегралиr
Γ1

f (z)dzi
r

Γ2

f (z)dz, то цi iнтеграли рiвнi.

II. Довести данi твердження.

1. Якщо f (z) =
∞
∑

n=0
an(z− z0)n, R> 0 i K = {z: |z− z0| < R} – круг

збiжностi даного степеневого ряду, то
r
Γ

f dz=
∞
∑

n=0
an
r
Γ

(z−z0)ndzдля

будь-якої дуги Γ⊂ K.

2. Якщо Γ: z= (t), t ∈ [α;β], – кусково-гладка дуга, то
w

Γ

(z−z0)ndz=
(z(β)−z0)n+1− (z(α)−z0)n+1

n+1
∀n∈ N0.
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5.6. Формула Грiна i незалежнiсть
криволiнiйного iнтеграла вiд форми дуги

У цьому пiдроздiлi буде знайдено зв’язок мiж повним криволi-
нiйним iнтегралом та подвiйним iнтегралом i з’ясовано, коли iнте-

грал
r
_
AB

Pdx+Qdyне залежить вiд форми дуги
_
AB.

5.6.1. Формула Грiна. Назвемо область D простою, якщо її
замикання можна записати у виглядi

D = {(x,y): a6 x6 b i ϕ1(x)6 y6 ϕ2(x) ∀x∈ [a;b]}
та

D = {(x,y): c6 y6 d i ψ1(y)6 x6 ψ2(y) ∀y∈ [c;d]},
де ϕi, ψi, i ∈ 1,2, – неперервнi функцiї на вiдповiдних вiдрiзках.

Межу простої областi D можна розглядати як об’єднання

простих дуг: ∂D =
_
AB∪

_
BE∪

_
EC∪

_
CA, а також ∂D =

_
A1B1∪

_
B1E1∪

∪
_

E1C1∪
_

C1A1, де
_
AB: y = ϕ1(x), x ∈ [a;b],

_
CE: y = ϕ2(x), x ∈ [a;b],

_
BE i

_
CA – вiдрiзки, паралельнi осi Ox,

_
B1A1: x = ψ1(y), y ∈ [c;d],

_
E1C1: x = ψ2(y), y∈ [c;d],

_
B1E1 i

_
C1A1 – вiдрiзки, паралельнi осi Oy,

причому деякi з вказаних вiдрiзкiв можуть вироджуватися у точки
(див. рис. 35). Отже, за теоремою 3 пункту 5.5.4 криву ∂D можна

представити у виглядi двох еквiвалент-
них дуг. Тому за властивiстю 9 пун-
кту 5.5.5 при iнтегруваннi вздовж ∂D
можна вибирати будь-яке iз вказаних
представлень цих еквiвалентних дуг.

Прикладами простих областей є
круг, елiпс, трикутник, прямокутник,
будь-який опуклий многокутник та ба-
гато iнших.
� Припустимо, що функцiї P, Q,

P′y i Q′x неперервнi на замиканнi D простої областi D. Оскiльки
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∂D =
_
AB∪

_
BE∪

_
EC∪

_
CA, тоz

∂D

Pdx=
(w
_
AB

+
w
_
BE

+
w
_
EC

+
w
_
CA

)
Pdx.

За теоремою про обчислення криволiнiйних iнтегралiв
w
_
AB

Pdx=
bw

a

P(x,ϕ1(x))dx,
w
_
BE

Pdx=
w
_
CA

Pdx= 0

i
w
_
EC

Pdx=−
w
_
CE

Pdx=
bw

a

−P(x,ϕ2(x))dx.

Тому
z
∂D

Pdx=−
bw

a

(
P(x,ϕ2(x))−P(x,ϕ1(x))

)
dx=

=−
bw

a

dx

ϕ2(x)w
ϕ1(x)

P′y(x,y)dy=−
ww
D

P′y(x,y)dxdy

за теоремою про обчислення подвiйного iнтеграла. Але, як пока-

зано вище, межу областi D можна розглядати iнакше: ∂D =
_

A1B1∪
∪

_
B1E1∪

_
E1C1∪

_
C1A1. Тодi аналогiчно до попереднього дiстаємоz

∂D

Qdy=
ww
D

Q′x(x,y)dxdy.

Отже, за властивiстю 9 пункту 5.5.5,z
∂D

Pdx+Qdy=
ww
D

Q′xdxdy−
ww
D

P′ydxdy=
ww
D

(Q′x−P′y)dxdy.�

Таким чином, доведена
Теорема 1 (про формулу Грiна для простої областi). Нехай фун-

кцiї P, Q, P′y i Q′x неперервнi на замиканнi D простої областi.
Тодi має мiсце наступна формула Грiна:z

∂D

Pdx+Qdy=
ww
D

(Q′x−P′y)dxdy.



5.6.2]
Íåçàëåæíiñòü êðèâîëiíiéíîãîiíòåãðàëà âiä ôîðìè äóãè 294

Зауважимо, що у формулi Грiна на ме-
жi ∂D областi D вибрано так званий до-
датний напрям – це такий напрям, при
русi вздовж якого область D увесь час
залишається злiва. Напрям, протилежний
до додатного, називають вiд’ємним. При
цьому, якщо Γ = ∂D := Γ+ – межа D iз
вказаним додатним напрямом, то (−Γ) :=
:=(−∂D) := Γ− – межа D з вiд’ємним напрямом. Дане означення
додатного напряму застосовне до областi D, межа ∂D якої скла-
дається iз скiнченної кiлькостi простих контурiв Γk, k ∈ 1,n. На-
приклад, на рис. 36 зображено область D, межа якої складається
з трьох контурiв Γ1, Γ2 i Γ3, на кожному з яких вказано додатний
напрям. Для таких областей за означенням вважають, щоz

∂D

Pdx+Qdy=
n

∑
k=1

z
Γk

Pdx+Qdy.

Враховуючи це, неважко пока-
зати, що формула Грiна залиша-
ється правильною за умов теоре-
ми 1, якщо замикання областi D
є об’єднанням скiнченної кiлько-
стi замикань простих областей Dk,
k ∈ 1,n, попарно без спiльних вну-
трiшнiх точок. Зокрема, формула
Грiна правильна для будь-якої областi D, межею ∂D якої є проста
ламана Γ = A1A2 . . .Am. Таку область D завжди можна розбити на
скiнченну кiлькiсть трикутних областей (див. рис. 37) Dk, k ∈ 1,n,
кожна з яких є простою областю. Якщо виявиться, що P′y = Q′x на D,
то

rr
D

(P′y−Q′x)dxdy= 0, а тому за формулою Грiна
u
∂D

Pdx+Qdy= 0.

Отже, має мiсце
Наслiдок (про рiвнiсть нулевi iнтеграла вздовж простої замкне-

ної ламаної). Нехай функцiї P,Q,P′y i Q′x неперервнi на замиканнi
областi D, межею ∂D якої є проста ламана Γ = A1A2 . . .Am. Тодiz
Γ

Pdx+Qdy= 0, якщо P′y = Q′x на D.
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5.6.2. Незалежнiсть криволiнiйного iнтеграла вiд форми ду-

ги. Обчислимо
r
_
AB

ydx+xdyвздовж дуги Γ1 =
_
AB: y = x2, x∈ [0;1],

що сполучає точки A = (0,0) i B = (1,1). Маємо (за теоремою 4

пункту 5.4.8)
r
Γ1

ydx+xdy=
1r
0

(x2 +2x2)dx= 1.

Аналогiчно для дуги Γ2 =
_
AB: y= x3, x∈ [0;1], що сполучає тi самi

точки A = (0,0) i B = (1,1), маємо
r
Γ2

ydx+xdy=
1r
0

(x3 +3x3)dx= 1.

Отже,
r
Γ1

ydx+ xdy=
r
Γ2

ydx+ xdy. Разом з тим
r
Γ1

ydx− xdy=

=
1r
0

(x2−2x2)dx=−1
3 6=

r
Γ2

ydx−xdy=
1r
0

(x3−3x3)dx=−1
2.

У зв’язку з розглянутими прикладами виникає питання про те,

коли iнтеграл
r
_
AB

Pdx+Qdyне залежить вiд форми дуги
_
AB, що спо-

лучає фiксованi точки A i B. У випадку, коли iнтеграл
r
_
AB

Pdx+ Qdy

не залежить вiд форми дуги
_
AB, вважають, що

w
_
AB

Pdx+Qdy=:
Bw

A

Pdx+Qdy.

Надалi вважаємо, що функцiї P i Q неперервнi в областi D, а дуга
_
AB⊂ D кусково-гладка.

�Припустимо, що iнтеграл
r
_
AB

Pdx+Qdyне

залежить вiд форми дуги
_
AB, що сполучає двi

довiльнi фiксованi точки A, B областi D i цiлком
лежить в областi D. Оскiльки будь-який кон-
тур Γ ⊂ D завжди можна розглядати як об’єд-

нання дуг
_

ACBi
_

BMA, де A, B, C i M – фiксованi
точки Γ (рис. 38), то
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z
Γ

Pdx+Qdy=
w
_
ACB

Pdx+Qdy+
w
_

BMA

Pdx+Qdy=

=
w
_
ACB

Pdx+Qdy−
w
_

AMB

Pdx+Qdy= 0. (1∗)

Навпаки, якщо
u
Γ

Pdx+ Qdy= 0 для будь-якого кусково-глад-

кого контура Γ ⊂ D, то для будь-яких кусково-гладких дуг
_

ACB i
_

AMB, що лежать в D, маємо: Γ =
_

ACB∪
_

BMA⊂ D. Тому з рiвностi
(1∗) випливає рiвнiстьw

_
ACB

Pdx+Qdy=
w
_

AMB

Pdx+Qdy,

яка i означає, що iнтеграл
r
_
AB

Pdx+Qdyне залежить вiд форми дуги

_
AB⊂ D.�

Отже, правильне наступне твердження.
Теорема 2 (перший критерiй незалежностi криволiнiйного iн-

теграла вiд форми дуги). Для того щоб iнтеграл
w
_
AB

Pdx+ Qdy

не залежав вiд форми кусково-гладкої дуги
_
AB, що сполучає

довiльнi фiксованi точки A i B областi D, необхiдно й до-
сить, щоб iнтеграл

z
Γ

Pdx+ Qdy= 0 для будь-якого кусково-

гладкого контура Γ⊂ D.
� Нехай iнтеграл

r
_
AB

Pdx+ Qdy не залежить вiд форми дуги

_
AB⊂ D для будь-яких точок A i B з областi D. Зафiксуємо точку
A = (u0,v0) ∈ D, а точку B = (u,v) вважаємо бiжучою в областi D.
Тодi рiвнiсть

F(u,v) =
w
_
AB

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=:
(u,v)w

(u0,v0)

P(x,y)dx+Q(x,y)dy (1)

задає функцiю F : D → R. Вiдомо, що для визначеного iнтеграла
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F(u) =
ur

u0

P(x)dxмає мiсце рiвнiсть dF(u) = P(u)du, якщо P– непе-

рервна функцiя. Тому природно виникає питання, чи не випливати-
ме з рiвностi (1) диференцiйовнiсть функцiї F та рiвнiсть dF(u,v) =
= P(u,v)du+ Q(u,v)dv за умови, що P i Q – неперервнi функцiї
в областi D. Зрозумiло, що це буде так, коли P(u,v) = F ′u(u,v), a
Q(u,v) = F ′v(u,v) ∀(u,v) ∈ D.

Зафiксуємо довiльну точку (u1,v1) та прирiст ∆u 6= 0 такий, щоб
вiдрiзок, який сполучає точки (u1,v1) i (u1 + ∆u,v1), лежав в обла-
стi D. Тодi з формули (1), враховуючи адитивнiсть криволiнiйного
iнтеграла, дiстанемо

F(u1 + ∆u,v1)−F(u1,v1) =
( (u1+∆u,v1)w

(u0,v0)

−
(u1,v1)w

(u0,v0)

)
Pdx+Qdy=

=
( (u1,v1)w

(u0,v0)

+
(u1+∆u,v1)w

(u1,v1)

−
(u1,v1)w

(u0,v0)

)
Pdx+Qdy=

=
(u1+∆u,v1)w

(u1,v1)

Pdx+Qdy=
(u1+∆u,v1)w

(u1,v1)

Pdx.

Остання рiвнiсть правильна, оскiльки можна вважати, що iнте-
грал береться вздовж вiдрiзка, паралельного осi Ox. Оскiльки
рiвняння цього вiдрiзка x = t, y = v1, t ∈ [u1;u1 + ∆u] (або t ∈
∈ [u1 + ∆u;u1]), то за теоремою про середнє F(u1 + ∆u,v1) −

−F(u1,v1) =
u1+∆ur

u1

P(t,v1)dt = P(u1 +θ∆u,v1)∆u, де 0< θ< 1. Звiд-

си випливає, що

lim
∆u→0

F(u1 + ∆u,v1)−F(u1,v1)
∆u

= lim
∆u→0

P(u1 + θ∆u,v1) = P(u1,v1),

тобто F ′u(u1,v1) = P(u1,v1). Аналогiчно доводимо, що F ′v(u1,v1) =
= Q(u1,v1). Тому, враховуючи неперервнiсть функцiй P i Q, дiстає-
мо диференцiйовнiсть в областi D функцiї F, що визначається рiв-
нiстю (1). При цьому

dF(x,y) = P(x,y)dx+Q(x,y)dy ∀(x,y) ∈ D. (2)

Якщо дуга
_
AB: x = x(t), y = y(t), t ∈ [α;β], кусково-гладка, то,
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враховуючи рiвнiсть (2) i теорему про обчислення криволiнiйного
iнтеграла, дiстанемо

w
_
AB

Pdx+Qdy=
βw

α

(
P(x(t),y(t))x′(t)+Q(x(t),y(t))y′(t)

)
dt =

=
βw

α
dF(x(t),y(t)) = F(x(t),y(t))

∣∣β
α =

= F(x(β),y(β))−F(x(α),y(α)) = F(B)−F(A).
Це, зокрема, означає, що iнтеграл

r
_
AB

Pdx+ Qdy не залежить вiд

форми кусково-гладкої дуги
_
AB⊂ D.�

Отже, доведена
Теорема 3 (другий критерiй незалежностi криволiнiйного iнте-

грала вiд форми дуги). Для того щоб iнтеграл
r
_
AB

Pdx+ Qdy не

залежав вiд форми кусково-гладкої дуги
_
AB⊂ D, необхiдно й

досить, щоб вираз P(x,y)dx+ Q(x,y)dy був повним диференцi-
алом деякої функцiї F, диференцiйовної в областi D. При цьому

Bw
A

Pdx+Qdy= F(B)−F(A).

� Припустимо, що вираз P(x,y)dx+ Q(x,y)dy є повним дифе-
ренцiалом функцiї F, диференцiйовної в областi D. Тодi F ′x = P i
F ′y = Q в областi D, а якщо iснують похiднi P′y i Q′x, неперервнi в
областi D, то P′y = F ′′xy = F ′′yx = Q′x в областi D за вiдомою теоремою
про рiвнiсть мiшаних похiдних.

Виникає питання про те, чи не є умова P′y = Q′x ∀(x,y) ∈D доста-
тньою для того, щоб вираз P(x,y)dx+ Q(x,y)dy був повним дифе-
ренцiалом деякої функцiї F в областi D.

Розглянемо функцiї P(x,y) =− y
x2+y2 i Q(x,y) = x

x2+y2 , (x,y)∈D =

=R2\{(0,0)}. Оскiльки P′y =−x2+y2−2y2

(x2+y2)2 = y2−x2

(x2+y2)2 , Q′x = x2+y2−2x2

(x2+y2)2 =

= y2−x2

(x2+y2)2 , то P′y = Q′x в областi D. Якщо припустити, що вираз
Pdx+Qdyє повним диференцiалом деякої функцiї F в областi D, то
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за теоремами 3 i 2
u
Γ

Pdx+Qdy= 0 для будь-якого кусково-гладко-

го контура Γ⊂D. Проте якщо Γ – коло, рiвняння якого x = Rcost,
y = Rsint, t ∈ [0;2π], то x2 + y2 = R2, x′ = −Rsint, y′ = Rcost, i то-

дi
u
Γ

Pdx+ Qdy=
2πr
0

(
−Rcost·(−Rcost)

R2 + Rsint·Rsint
R2

)
dt =

2πr
0

dt = 2π 6= 0.

Тому вираз −ydx
x2+y2 + xdy

x2+y2 не є повним диференцiалом нiякої функцiї

F в областi D = R2\{(0,0)}.�
Таким чином, правильна
Теорема 4 (про необхiдну умову повного диференцiала). Нехай

функцiї P, Q, P′y i Q′x неперервнi в областi D. Тодi, якщо вираз
Pdx+ Qdyє повним диференцiалом деякої функцiї F в областi
D, то P′y(x,y) = Q′x(x,y) ∀(x,y) ∈ D, але не навпаки.

Вiзьмемо довiльний простий контур Γ
у просторi R2 або C. Цей контур роздiляє
простiр на двi областi (див. рис. 39), ме-
жами яких є Γ. Одна область (D1) обме-
жена. Назвемо її внутрiшнiстю конту-
ра Γ. Iнша ж область (D2) необмежена. Це
так звана зовнiшнiсть контура Γ.

Довiльну область D у просторi R2 або
C називають однозв’язною, якщо внутрiшнiсть D∗ будь-якого
простого контура Γ⊂D цiлком лежить у D. Область, що не є одно-
зв’язною, називають многозв’язною.

Так, простори R2 та C є приклада-
ми однозв’язних областей, а множи-
ни D1 = R2 \ {(0,0)} та D2 = C \ {0} є
прикладами многозв’язних областей.
� Припустимо, що функцiї P, Q, P′y

i Q′x неперервнi в однозв’язнiй областi
D i P′y = Q′x на D. Вiзьмемо довiльний
кусково-гладкий контур Γ ⊂ D i пока-
жемо, що

u
Γ

Pdx+ Qdy = 0. Згiдно з

властивiстю 8 криволiнiйних iнтегралiв (див. пункт 5.5.3) iснує по-
слiдовнiсть Lm замкнених ламаних, вписаних у Γi, таких, що Lm⊂D
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i
u
Γ

Pdx+Qdy= lim
m→∞

u
Lm

Pdx+Qdy.

Ламана Lm = A1A2 . . .Anm може самоперетинатися або нi, але
у будь-якому випадку її можна представити у виглядi об’єднання
скiнченної кiлькостi простих многокутних контурiв, додаючи при

необхiдностi пари допомiжних ланок
_

A∗i A∗i+1 та
_

A∗i+1A∗i , сума iнте-
гралiв вздовж яких дорiвнює нулевi. Наприклад, на рис. 40 зобра-
жено ламану A1A2A3A4A5A1 = A1A∗1A∗2A1∪A∗1A4A∗5A∗1∪A∗5A2A∗4A∗5∪
∪A∗4A5A∗3A∗4∪A∗3A3A∗2A∗3∪A∗1A∗5A∗4A∗3A∗2A∗1∪A∗1A∗5A∗4A∗3A∗2A∗1.

Звiдси за адитивною властивiстю криволiнiйного iнтеграла та
за наслiдком з формули Грiна про рiвнiсть нулевi iнтеграла вздовж
простого контура дiстаємо, що

u
Lm

Pdx+ Qdy= 0 ∀m∈ N, а тому i
u
Γ

Pdx+ Qdy= lim
m→∞

u
Lm

Pdx+ Qdy= 0. Згадуючи теореми 2 i 3, дi-

стаємо, що iнтеграл
r
_
AB

Pdx+ Qdyне залежить вiд форми кусково-

гладкої дуги
_
AB⊂D i що вираз Pdx+Qdyє повним диференцiалом

деякої функцiї F в областi D.�
Отже, враховуючи теореми 2 – 4, приходимо до висновку, що

правильна
Теорема 5 (про рiвносильнiсть тверджень, пов’язаних з незале-

жнiстю iнтеграла вiд форми дуги). Нехай функцiї P,Q,P′y та Q′x не-
перервнi в однозв’язнiй областi D. Тодi наступнi твердження
1) – 4) рiвносильнi:

1) iнтеграл
w
_
AB

Pdx+ Qdy не залежить вiд форми кусково-

гладкої дуги
_
AB⊂ D;

2) iнтеграл
z
Γ

Pdx+Qdy= 0 для будь-якого кусково-

гладкого контура Γ⊂ D;

3) вираз Pdx+ Qdyє повним диференцiалом деякої функцiї
F в областi D;

4) P′y(x,y) = Q′x(x,y) ∀(x,y) ∈ D.

Приклад 1. Якщо повернутися до функцiй P(x,y) = −y
x2+y2 i Q(x,y) =

x
x2+y2 i розглянути їх в однозв’язнiй областi D =R2\{(x,0)∈R2 : x6 0}, то
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легко бачити, що в цiй областi вираз Pdx+Qdyє повним диференцiалом
функцiї F, що визначається рiвнiстю

F(x,y) =


arctgy

x, якщо x> 0,
π
2 , якщо x = 0, y> 0,

arctgy
x + π, якщо x< 0, y> 0,
−π

2 , якщо x = 0, y< 0,
arctgy

x−π, якщо x< 0, y< 0.

За теоремою 3
(−1,1)r

(−1,−1)

−ydx+xdy
x2+y2 = F(−1,1)−F(−1,−1) = arctg 1

−1 +π−

−(arctg−1
−1 − π) = 3π

2 за умови, що кусково-гладка дуга
_
AB, що сполучає

точки A = (−1,−1) i B = (−1,1), цiлком лежить у вказанiй однозв’язнiй

областi D. Наприклад, дуга
_
ABможе мати вигляд, зображений на рис. 41

a). Для дуги
_
AB, зображеної на рис. 41 б), iнтеграл

r
_
AB

−ydx+xdy
x2+y2 =−π

2 6=
3π
2

(пропонуємо читачевi впевнитися у цьому).

5.6.3. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Якщо область D⊂ R2 є простою, то кожна пряма, паралель-
на до осi OX, за винятком, можливо, двох прямих, перетинає
межу D не бiльше, нiж у двох точках.

2. Твердження, обернене до 1, є правильним.

3. Формула Грiна правильна лише для простих областей.

4. Якщо Γ – проста замкнена ламана, що лежить в областi D,
то

u
Γ

Pdx+Qdy= 0.
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5. Твердження 4 є правильним, коли внутрiшнiсть Γ лежить у D.

6. Iнтеграл
r
_
AB

Pdx+Qdyзавжди не залежить вiд форми дуги
_
AB.

7. Якщо P = P(x) i Q = Q(y) – неперервнi функцiї на R, тоu
Γ

Pdx+ Qdy = 0 для будь-якого кусково-гладкого контура

Γ⊂ R2.

8. Якщо P′y = Q′x в областi D, то вираз Pdx+ Qdy є повним
диференцiалом деякої функцiї F в областi D.

9. Якщо область D утворюється зR2 шляхом викидання бiльше,
нiж однiєї, точок то D – многозв’язна область.

10. Вираз
xdy−ydx

x2 +y2 є повним диференцiалом деякої функцiї в

областi D = R2\{(x,0): x6 0}.

II. Довести данi твердження.

1. Твердження 1) – 3) теореми 5 є рiвносильними для будь-якої
областi D (не обов’зково однозв’язної).

2. Вираз
xdy−ydx

x2 +y2 є повним диференцiалом деякої функцiї F у

будь-якiй однозв’язнiй областi D, що не мiстить точки (0,0),
причому вираз функцiї F залежить вiд областi D.

5.7. Замiна змiнних у кратних iнтегралах

У цьому пiдроздiлi формула замiни змiнної для визначеного
iнтеграла узагальнюється на випадок кратних iнтегралiв.

5.7.1. Геометричний змiст якобiана вiдображення плоскої
областi. Нехай область D ⊂ R

2 обмежена простим кусково-
гладким контуром Γ. Тодi за теоремою 4 пункту 5.2.4 область D
квадровна i mesD =

rr
D

dudv.

Припустимо, що задано взаємно однозначне вiдображення F :
D↔G, що визначається рiвностями F(u,v) = (x,y), де{

x = x(u,v),
y = y(u,v), (u,v) ∈ D,

(1)
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причому в D неперервнi частиннi похiднi x′u, x′v, y′u, y′v, y′′uv i y′′vu, а
також якобiан вiдображення (1)

J(u,v) =
∣∣∣∣ x′u(u,v) x′v(u,v)

y′u(u,v) y′v(u,v)

∣∣∣∣ 6= 0 ∀(u,v) ∈ D.

За наслiдком 1 з теореми 3 пункту 4.2.5 образом областi D є
область G, а образом межi ∂D є межа ∂G областi G. Якщо рiвняння
∂D: u = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α;β], то рiвняння ∂G: x = x(ϕ(t),ψ(t)) =
= ϕ1(t), y = y(ϕ(t),ψ(t)) = ψ1(t), t ∈ [α;β].

Тому ϕ′1(t) = x′u(u,v)ϕ′(t) + x′v(u,v)ψ′(t), ψ′1(t) = y′u(u,v)ϕ′(t) +
+ y′v(u,v)ψ′(t) i{

ϕ′1(t) = 0,
ψ′1(t) = 0,

⇔
{

x′u(u,v)ϕ′(t)+x′v(u,v)ψ′(t) = 0,
y′u(u,v)ϕ′(t)+y′v(u,v)ψ′(t) = 0,

⇔
{

ϕ′(t) = 0,
ψ′(t) = 0,

оскiльки визначник передостанньої системи вiдмiнний вiд нуля.
З цьoго та з кусково-гладкостi контура ∂D випливає, що i ∂G є
кусково-гладким контуром. Тому G – квадровна множина, мiра
якої mesG =

rr
G

dxdy.

Згадуючи формули обчислення криволiнiйних iнтегралiв та фор-
мулу Грiна, дiстанемо:

mesG =
ww
G

dxdy=
z
∂G

xdy=

∣∣∣∣∣∣
βw

α
ϕ1(t)ψ′1(t)dt

∣∣∣∣∣∣=

=

∣∣∣∣∣∣
βw

α
x(ϕ(t),ψ(t))

(
y′u(ϕ(t),ψ(t))ϕ′(t)+y′v(ϕ(t),ψ(t))ψ′(t)

)
dt

∣∣∣∣∣∣=

=

∣∣∣∣∣ z
∂D

x(u,v)y′u(u,v)du+x(u,v)y′v(u,v)dv

∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣ww
D

(
x′u(u,v)y′v(u,v)+

+ x(u,v)y′′vu(u,v)−x′v(u,v)y′u(u,v)−x(u,v)y′′uv(u,v)
)

dudv
∣∣∣=

=

∣∣∣∣∣ww
D

(
x′u(u,v)y′v(u,v)−x′v(u,v)y′u(u,v)

)
dudv

∣∣∣∣∣=
ww
D

|J(u,v)|dudv,

оскiльки J(u,v) зберiгає знак в областi D. Звiдси за теоремою про
середнє mesG =

rr
D
|J(u,v)|dudv= |J(u∗,v∗)|mesD, де (u∗,v∗) ∈ D.
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Таким чином, з геометричної точки зору модуль якобiа-
на |J(u∗,v∗)| є коефiцiєнтом змiни мiри при вiдображеннi (1)
областi D в область G.

5.7.2. Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi. Розглянемо
подвiйний iнтеграл I =

rr
G

f (x,y)dxdy, де функцiя f неперервна на

замиканнi G квадровної областi G з кусково-гладкою межею ∂G.
Нехай вiдoбраження F(u,v) = (x,y), що визначається рiвнiстю (1),
взаємно однозначно вiдображає D на G i задовольняє усi умови
пункту 5.7.1. Розiб’ємо замкнену область D прямими, паралель-
ними координатним осям, на замкненi областi Dk, k ∈ 1,n, такi,
що max

16k6n
d(Dk)→ 0 (n→ ∞), де d(Dk) – дiаметр областi Dk. Якщо

F(Dk) = Gk, то, як показано вище, G =
nS

k=1
Gk, Gi ∩G j =∅ ∀i 6= j i

mesGk =
ww
Dk

|J(u,v)|dudv ∀k∈ 1,n. (2)

Тому за адитивною властивiстю подвiйного iнтеграла i за теоремою
про середнє ww

G

f (x,y)dxdy=
n

∑
k=1

ww
Gk

f (x,y)dxdy=

=
n

∑
k=1

f (x∗k,y
∗
k)mesGk =

n

∑
k=1

ww
Dk

f (x∗k,y
∗
k)|J(u,v)|dudv=

=
n

∑
k=1

ww
Dk

f (x(u,v),y(u,v))|J(u,v)|dudv+

+
n

∑
k=1

ww
Dk

(
f (x∗k,y

∗
k)− f (x(u,v),y(u,v))

)
|J(u,v)|dudv=

=
ww
D

f (x(u,v),y(u,v))|J(u,v)|dudv+ αn, (3)

де (x∗k,y
∗
k)∈Gk ∀k∈ 1,n, a αn =

n
∑

k=1

rr
Dk

(
f (x∗k,y

∗
k)− f (x(u,v),y(u,v))

)
×

×|J(u,v)|dudv.
Покажемо, що αn→ 0 (n→ ∞). Для цього зауважимо, що
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max
16k6n

max
(u,v)∈Dk

∣∣ f (x∗k,y
∗
k)− f (x(u,v),y(u,v))

∣∣=

= max
16k6n

∣∣ f (x∗k,y
∗
k)− f (x∗∗k ,y

∗∗
k )
∣∣,

(x∗k,y
∗
k) = (x(u∗k,v

∗
k),y(u∗k,v

∗
k)), (x∗∗k ,y

∗∗
k ) = (x(u∗∗k ,v

∗∗
k ),y(u∗∗k ,v

∗∗
k )),

a (u∗k,v
∗
k) i (u∗∗k ,v

∗∗
k ) ∈ Dk. Оскiльки функцiя f (x(u,v),y(u,v)) непе-

рервна на D, то вона i рiвномiрно неперервна на D. Тому, врахову-
ючи, що ρ

(
(u∗k,v

∗
k),(u∗∗k ,v

∗∗
k )
)
6 d(Dk) 6 max

16k6n
d(Dk)→ 0 (n→ ∞),

дiстанемо, що βn = max
16k6n

max
(u,v)∈Dk

∣∣ f (x∗k,y
∗
k)− f (x(u,v),y(u,v))

∣∣ → 0

(n→ ∞). Таким чином,

|αn|6 βn

n

∑
k=1

ww
Dk

|J(u,v)|dudv=

= βn

ww
D

|J(u,v)|dudv= βnmesG→ 0 (n→ ∞).

Отже, з рiвностi (3) випливає рiвнiстьww
G

f (x,y)dxdy=
ww
D

f (x(u,v),y(u,v))|J(u,v)|dudv. (4)

Це i є формула замiни змiнних у подвiйному iнтегралi, яка
залишається правильною i тодi, коли умови, при яких вона доведе-
на, порушуються на множинi нульової мiри Жордана.

5.7.3. Перехiд до полярних та узагальнених полярних коор-
динат у подвiйному iнтегралi. Вiдомо, що кожна точка M площи-
ни OXY крiм декартових координат (x,y) цiлком визначається так

званими полярними координатами (ρ,θ) (див.
рис. 42), де ρ = ρ

(
M,(0,0)

)
∈ [0;+∞) – вiдстань

точки M вiд точки (0,0), a θ ∈ [0,2π) – кут, що
утворює вектор

−→
OM з вiссю OX.

Формули переходу до полярних координат:{
x = ρcosθ,
y = ρsinθ, ρ ∈ [0;+∞), θ ∈ [0;2π),

(5)

задають вiдображення множини

E =
{

(ρ,θ) ∈ R2: 06 ρ<+∞, 06 θ< 2π
}

на простiрR2 (див. рис. 43). При цьому умова взаємної однозначно-
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стi порушується лише на пiввiдрiзку [0;2π) осi Oθ, що є множиною
нульової мiри Жордана. Знайдемо якобiан перетворення (5):

J(ρ,θ) =
∣∣∣∣ x′ρ x′θ

y′ρ y′θ

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ cosθ −ρsinθ
sinθ ρcosθ

∣∣∣∣= ρ ·(cos2 θ+sin2 θ) = ρ>0

на E, якщо нехтувати вказаним вище пiввiдрiзком [0;2π) осi Oθ.

Таким чином, формула (4) набуває вигляду

ww
G

f (x,y)dxdy=
ww
D

f (ρcosθ,ρsinθ)ρdρdθ. (6)

Це i є формула переходу до полярних координат у подвiйному
iнтегралi.

Аналогiчним чином можна дiстати формулу переходу у подвiй-
ному iнтегралi до узагальнених полярних координат{

x = aρcosθ,
y = bρsinθ, ρ ∈ [0;+∞), θ ∈ [0;2π),

(5∗)

де a> 0 i b> 0 – заданi числа:ww
G

f (x,y)dxdy=
ww
D

f (aρcosθ,bρsinθ)abρdρdθ. (6∗)

Формулою (6∗), зокрема (6), доцiльно користуватися тодi, ко-

ли або пiдiнтегральна функцiя мiстить вираз вигляду x2

a2 + y2

b2 ,
або область G iнтегрування якимось чином пов’язана з елiпсом
x2

a2 + y2

b2 = 1.

Приклад 1. Знайти
rr
G

x2dxdy, якщо G – область, обмежена елiпсом

x2

a2 + y2

b2 = 1, тобто G =
{

(x,y) ∈ R2: x2

a2 + y2

b2 6 1
}

.
Рiвняння цього елiпса в узагальнених полярних координатах має ви-

гляд (ρcosθ)2 +(ρsinθ)2 = 1⇔ ρ = 1, θ ∈ [0;2π). Тому область G є обра-
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зом областi D, для якої D = {(ρ,θ): 06 ρ6 1, a θ∈ [0;2π)}. Отже, за фор-

мулою (6∗)
rr
G

x2dxdy=
rr
D

a2ρ2cos2 θ ·abρdρdθ = a3b
2πr
0

dθ
1r
0

ρ3cos2 θdρ =

= a3b
4

2πr
0

cos2 θdθ = a3b
8

2πr
0

(1+cos2θ)dθ = πa3b
4 .

5.7.4. Замiна змiнних у p-кратному та потрiйному iнтегра-
лах. Формула, аналогiчна до формули (4), має мiсце i для довiль-
ного p-кратного iнтеграла:ww

. . .
w

G

f (x,y, . . . ,z)dxdy. . .dz=

=
ww
. . .
w

D

f (x(u,v, . . . ,w), . . . ,z(u,v, . . . ,w))|J(u,v, . . . ,w)|dudv. . .dw

за наступних умов: 1) f неперервна на замиканнi G⊂ Rp вимiрної
областi G; 2) вiдображення F : D↔ G, де D ⊂ Rp, визначається
рiвностями F(u,v, . . . ,w) = (x,y, . . . ,z), де

x = x(u,v, . . . ,w),
y = y(u,v, . . . ,w), . . . ,
z= z(u,v, . . . ,w) ∀(u,v, . . . ,w) ∈ D⊂ Rp;

(7)

3) функцiї (7) мають в D неперервнi частиннi похiднi другого поряд-
ку; 4) якобiан перетворення (7):

J(u,v, . . . ,w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x′u x′v . . . x′w
y′u y′v . . . y′w
. . . . . . . . . . . . . . .
z′u z′v . . . z′w

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0 ∀(u,v, . . . ,w) ∈ D.

Зокрема, якщо p = 3, то дiстаємо формулу замiни змiнних у
потрiйному iнтегралi:www

G

f (x,y,z)dxdydz=

=
www

D

f (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))|J(u,v,w)|dudvdw. (8)

5.7.5. Перехiд до цилiндричних та узагальнених цилiнд-
ричних координат. Точка M = (x,y,z) простору R

3 цiлком
визначається своєю проекцiєю (x,y) на площину OXY та аплi-
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катою z. Але, як сказано у пунктi 5.7.3, проекцiя (x,y) цiлком
визначається полярними координатами ρ i
θ, для яких x = ρcosθ, y = ρsinθ. Таким
чином, (x,y,z) = (ρcosθ,ρsinθ,z) i ρ, θ, z
називають цилiндричними координата-
ми точки M ∈ R3 (див. рис. 44). Оскiльки
формули (7) переходу до цилiндричних ко-
ординат мають вигляд

x = ρcosθ,
y = ρsinθ,
z= z, ρ ∈ [0 + ∞), θ ∈ [0;2π), z∈ R,

то якобiан перетворення

J(ρ,θ,z) =

∣∣∣∣∣∣
x′ρ x′θ x′z
y′ρ y′θ y′z
z′ρ z′θ z′z

∣∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣∣
cosθ −ρsinθ 0
sinθ ρcosθ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣= ρ,

а формула (8) набуває виглядуwww
G

f (x,y,z)dxdydz=
www

D

f (ρcosθ,ρsinθ,z)ρdρdθdz.

Аналогiчно можна дiстати формулу переходу до узагальнених
цилiндричних координат

x = aρcosθ,
y = bρsinθ,
z= z, ρ ∈ [0;+∞), θ ∈ [0;2π), z∈ R,

де a> 0 i b> 0 – заданi числа:www
G

f (x,y,z)dxdydz=
www

D

f (aρcosθ,bρsinθ,z)abρdρdθdz.

Переходити до цилiндричних координат доцiльно тодi, коли або
пiдiнтегральна функцiя мiстить вираз x2

a2 + y2

b2 , або область iнте-
грування G якимось чином пов’язана з цилiндричною поверхнею
x2

a2 + y2

b2 = 1.

Приклад 2. Обчислити
rrr

G
x2zdxdydz, якщо G – область, обмежена

елiптичним цилiндром x2

a2 + y2

b2 = 1 та площинами z= 0 та z= 1.

Оскiльки G =
{

(x,y,z) ∈ R3: x2

a2 + y2

b2 6 1, 06 z6 1
}

, то за теоремою



5.7.6]
Ïåðåõiä äî öèëiíäðè÷íèõòà óçàãàëüíåíèõ öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàò 309

про обчислення потрiйного iнтеграла
rrr

G
x2zdxdydz=

rr
G1

( 1r
0

x2zdz
)

dxdy=

=
rr
G1

(
x2 z2

2

∣∣1
0

)
dxdy = 1

2

rr
G1

x2dxdy, де G1 =
{

(x,y) ∈ R2 : x2

a2 + y2

b2 6 1
}

.

Останнiй iнтеграл обчислено у прикладi 1. Тому
www

G

x2zdxdydz=
1
8

πa3b.

5.7.6. Перехiд до сферичних та
узагальнених сферичних координат.
Точка M = (x,y,z) ∈ R3 цiлком визна-
чається так званими сферичними ко-
ординатами ρ, θ, ϕ, де ρ ∈ [0;+∞) –
вiдстань точки M вiд початку коорди-
нат, θ∈ [0;2π) – кут, що утворює з вiс-
сю OX радiус-вектор

−−→
OM1 проекцiї то-

чки M на площину OXY, а ϕ ∈ [0;π] – кут, що утворює з вiссю OZ
радiус-вектор

−→
OM точки M (див. рис. 45). Зв’язок мiж сферичними

та декартовими координатами встановлюється формулами
x = ρsinϕcosθ,
y = ρsinϕsinθ,
z= ρcosθ, ρ ∈ [0;+∞), θ ∈ [0;2π), ϕ ∈ [0;π],

якi задають вiдображення множини E =
{

(ρ,θ,ϕ) ∈ R3: 0 6 ρ <
<+∞, 06 θ< 2π, 06 ϕ6 π

}
на простiр R3.

Якобiан цього перетворення

J(ρ,θ,ϕ) =

∣∣∣∣∣∣
x′ρ x′θ x′ϕ
y′ρ y′θ y′ϕ
z′ρ z′θ z′ϕ

∣∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣∣
sinϕcosθ −ρsinϕsinθ ρcosϕcosθ
sinϕsinθ ρsinϕcosθ ρcosϕsinθ

cosϕ 0 −ρsinϕ

∣∣∣∣∣∣=

= cosθ
∣∣∣∣−ρsinϕsinθ ρcosϕcosθ

ρsinϕcosθ ρcosϕsinθ

∣∣∣∣−ρsinϕ
∣∣∣∣ sinϕcosθ −ρsinϕsinθ

sinϕsinθ ρsinϕcosθ

∣∣∣∣=

=−ρ2(sinϕcos2 ϕsin2 θ +sinϕcos2 ϕcos2 θ +sin3 ϕcos2 θ +sin3 ϕsin2 θ) =

=−ρ2(sinϕcos2 ϕ +sin3 ϕ) =−ρ2sinϕ.

Оскiльки ϕ ∈ [0;π], то |J(ρ,θ,ϕ)| = ρ2sinϕ i формула (8) набуває
вигляду формули переходу у потрiйному iнтегралi до сфери-
чних координат:
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www
G

f (x,y,z)dxdydz=

=
www

D

f (ρsinϕcosθ,ρsinϕsinθ,ρcosϕ)ρ2sinϕdρdθdϕ.

Аналогiчним чином можна дiстати формулу переходу до уза-
гальнених сферичних координат:

x = aρsinα ϕcosβ θ,
y = bρsinα ϕsinβ θ,
z= cρcosα ϕ, ρ ∈ [0;+∞), θ ∈ [0; π

2 ], ϕ ∈ [0; π
2 ],

де a> 0, b> 0, c> 0, α> 1 i β> 1 – заданi числа; при цьомуwww
G

f (x,y,z)dxdydz=

=
www

D

f (aρsinα ϕcosβ θ,bρsinα ϕcosβ θ,cρcosα ϕ)×

×αβabcρ2cosβ−1 θsinβ−1 θsin2α−1 ϕcosα−1 ϕdρdθdϕ
i область G повинна лежати у першому октантi простору R3.

Приклад 3. Знайти об’єм тiла

G =
{

(x,y,z) ∈ R3:
(x

a

) 2
3 +
(y

b

) 2
3 +
(z

c

) 2
3
6 1

}
.

Враховуючи симетричнiсть G вiдносно координатних площин та наслi-
док 1 пункту 5.3.3, дiстанемо V(G) = mesG =

rrr
G

dxdydz= 8
rrr
G1

dxdydz,

де G1 – частина G, що лежить у першому октантi.
Перейдемо до узагальнених сферичних координат:

x = aρsin3 ϕcos3 θ,
y = bρsin3 ϕsin3 θ,
z= cρcos3 ϕ, 06 ρ6 1, 06 ϕ6 π

2 , 06 θ6 π
2 ,

оскiльки
(

x
a

) 2
3 +

( y
b

) 2
3 +

(
z
c

) 2
3 = ρ

2
3
(
sin2 ϕcos2 θ + sin2 ϕsin2 θ + cos2 ϕ

)
=

= ρ
2
3 6 1, x> 0, y> 0, z> 0⇔ 06 ρ 6 1, 06 ϕ 6 π

2 , 06 θ 6 π
2 . Має-

мо: V = 8
rrr
G1

dxdydz= 8·9·abc
1r
0

ρ2dρ
π
2r

0
sin5 ϕcos2 ϕdϕ

π
2r

0
sin2 θcos2 θdθ =

=−72abc
3

π
2r

0
(1−cos2 ϕ)2cos2 ϕdcosϕ

π
2r

0

1
8(1−cos4θ)dθ = 3abc·π

2

(
1
3−

2
5 + 1

7

)
=

= 4
35πabc.
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5.7.7. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Якщо якобiан перетворення (1) вiдмiнний вiд нуля у просторi R2,
то це перетворення вiдображає область в область.

2. За умов твердження 1 вiдображення (1) є взаємно-однозначним.

3. Якщо x = eucosv, y = eusinv, то в R2 iснують неперервнi частиннi
похiднi другого порядку функцiй x та y i J(u,v) 6= 0 ∀(u,v) ∈ R2.

4. Вiдображення з твердження 3 взаємно однозначно вiдображає
будь-яку область D⊂ R2 в деяку область G⊂ R2.

5. Коефiцiєнт змiни мiри при вiдображеннi x = eucosv, y = eusinv за-
лежить лише вiд u.

6. Формула замiни змiнних у подвiйному iнтегралi правильна лише
для неперервних функцiй f (x,y), x(u,v) та y(u,v).

7. Формули переходу до полярних координат задають взаємно-
однозначне вiдображення.

8. Узагальненi цилiндричнi координати можна ввести за допомогою
рiвностей x = x, y = aρcosθ, z= bρsinθ.

9. Узагальненi сферичнi координати можна ввести за допомогою рiв-
ностей x = aρcosα ϕ, y = bρsinα ϕsinβ θ, z= cρsinα ϕcosβ θ.

II. Довести данi твердження.
1. Якобiан J(ρ,θ,z) перетворення x= aρcosβ θ, y= bρsinβ θ, z= cz, де

a, b, c, β – заданi числа, дорiвнює abcβρsinβ−1 θcosβ−1 θ.

2. Якобiан J(ρ,θ,ϕ) переходу до узагальнених сферичних координат
дорiвнює αβabcρ2cosβ−1 θsinβ−1 θsin2α−1 ϕcosα−1 ϕ.

5.7.8. Iсторична довiдка. Ще Архiмед (287 – 212 до н.е.) розв’язу-
вав геометричнi задачi методами, що нагадують методи iнтегрального чи-
слення, але справжнiми творцями iнтегрального числення є англiйський
математик I. Ньютон (1646 – 1727) та нiмецький математик Г. Лей-
бнiц (1646 – 1716). Подвiйнi та потрiйнi iнтеграли з’явилися у 1770 роцi
вперше у працях Л. Ейлера (1707 – 1783), який також знайшов прави-
ло їх обчислення шляхом зведення до повторного iнтеграла. Л. Ейлер i
Ж. Лагранж (1736 – 1813) першими запропонували деякi правила замi-
ни змiнних у подвiйних та потрiйних iнтегралах. Загальне правило замiни
змiнних у подвiйних та потрiйних iнтегралах дав у 1836 роцi росiйський
математик М. Остроградський (1801 –1862), а для n-кратних iнтегралiв
– у 1841 роцi нiмецький метематик К. Якобi (1804 – 1851). Загальна
теорiя вимiрювання об’ємiв у n-вимiрному просторi була створена у 1882
– 1887 роках французьким математиком К. Жорданом (1838 – 1922).



5.7.8] Iñòîðè÷íà äîâiäêà 312

Криволiнiйнi iнтеграли першим у 1743 роцi ввiв французький математик
А. Клеро (1713 – 1765).

Точне означення iнтеграла як границi iнтегральної суми першим дав
у 1821 роцi французький математик О. Кошi (1789 – 1857). Перше ко-
ректне доведення iснування iнтеграла для неперервної функцiї було за-
пропоноване у 1875 роцi французьким математиком Ж. Дарбу (1842 –
1917). Критерiї iнтегровностi функцiї (не обов’язково неперервної) у рi-
зних формах запропоновано нiмецькими математиками Б. Рiманом (1826
– 1866) i П. Дюбуа-Реймоном (1831 – 1889).

Нерiвнiсть Кошi – Буняковського для неперервних функцiй встанов-
лено у 1859 роцi росiйським математиком В. Я. Буняковським (1804 –
1889). Вона аналогiчна алгебраїчнiй нерiвностi, яку довiв у 1821 роцi
О. Кошi. Часто нерiвнiсть Кошi – Буняковського називають нерiвнiстю
Шварца, за iменем нiмецького математика Г. Шварца (1843 – 1921),
який довiв цю нерiвнiсть у 1884 роцi.



6. ЗАСТОСУВАННЯ КРАТНИХ
ТА КРИВОЛIНIЙНИХ
IНТЕГРАЛIВ РIМАНА

У даному роздiлi вивчаються застосування кратних та криволi-
нiйних iнтегралiв до геометричних та фiзичних задач, а також до ва-
жливих питань теорiї аналiтичних функцiй.

6.1. Геометричнi застосування кратних
та криволiнiйних iнтегралiв

У цьому пiдроздiлi розглянуто застосування кратних та криволi-
нiйних iнтегралiв до обчислення площ та об’ємiв.

6.1.1. Обчислення площi фiгури. За наслiдком 1 п. 5.3.3 пло-
щу (мiру) квадровної фiгури G⊂R2 можна обчислити за формулою

S(G) :=mesG =
ww
G

dxdy. (1)

Зокрема, ця формула є правильною, коли межа ∂G фiгури G
є простим кусково-гладким контуром. У цьому випадку за форму-
лою Грiна, вважаючи, що на контурi ∂G вибрано додатний напрям,
маємо: ww

G

dxdy=
z
∂G

xdy=
z
∂G

(−y)dx=
1
2

z
∂G

xdy−ydx.

Отже,

S(G) = mesG =

∣∣∣∣∣ z
∂G

xdy

∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣ z
∂G

(−y)dx

∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣12 z
∂G

xdy−ydx

∣∣∣∣∣ , (2)

де напрям контура ∂G може бути довiльним.
Приклад 1. Обчислити площу фiгури, обмеженої елiпсом x = acost,

y = bsint, t ∈ [0;2π].
За формулою 1, згадуючи формулу переходу до узагальнених поляр-

них координат, дiстаємо S=
rr
G

dxdy=
2πr
0

dθ
1r
0

abρdρ = πab.
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Якщо скористаємося формулою (2), то дiстанемо

S=
1
2

z
∂G

xdy−ydx=

=
1
2

2πw
0

(
acost(bcost)−bsint(−asint)

)
dt =

ab
2

2πw
0

dt = πab.

6.1.2. Обчислення об’єму тiла. За наслiдком 1 пункту 5.3.3
об’єм (мiру) кубовного тiла G можна обчислити за формулою

V(G) = mesG =
www

G

dxdydz.

Зокрема, якщо G є узагальненим цилiндричним тiлом, тобто

G = {(x,y,z): (x,y) ∈ D, ψ1(x,y)6 z6 ψ2(x,y)},
де D – квадровна фiгура, а ψ1 i ψ2 – неперервнi функцiї на D, то за
теоремою 3 пункту 5.3.3 про обчислення потрiйного iнтеграла

V(G) = mesG =
ww
D

(
ψ2(x,y)−ψ1(x,y)

)
dxdy.

За цiєю самою теоремою у випадку, коли D = {(x,y) : ϕ1(x) 6
6 y6 ϕ2(x) ∀x∈ [a;b]}, де ϕ1 i ϕ2 неперервнi на [a;b], дiстаємо:

ww
D

(
ψ2(x,y)−ψ1(x,y)

)
dxdy=

bw
a

dx

ϕ2(x)w
ϕ1(x)

dy

ψ1(x,y)w
ψ2(x,y)

dz=

=
bw

a

dx
ww
D1

dydz=
bw

a

mesD1dx=
bw

a

S(x)dx,

де S(x) = mesD1, a D1 = {(y,z): ϕ1(x) 6 y 6 ϕ2(x), ψ1(x,y) 6 z6
6 ψ2(x,y)} = D1(x) – перерiз тiла G площиною X = x, x ∈ [a;b],
паралельною площинi OYZ. Таким чином,

V(G) = mesG =
bw

a

S(x)dx,

де [a;b] – проекцiя G на вiсь Ox, a S(x) – площа перерiзу тiла G
площиною X = x, x∈ [a;b].

З останньої формули випливає так званий принцип Кавальєрi:
якщо два кубовних тiла мають однаковi площi перерiзiв пло-



6.1.3] Îá÷èñëåííÿ ïëîùi êðèâî¨ ïîâåðõíi 315

щинами, паралельними до фiксованої площини, то цi два тiла
мають i однаковий об’єм.

Приклад 2. Знайти об’єм трьохосного елiпсоїда, тобто тiла

G =
{

(x,y,z):
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 6 1
}
.

Перерiз G площиною X = x, x∈ (−a;a), дає елiпс, тобто фiгуру

D1(x) =
{

(y,z):
y2

b2 +
z2

c2 6 1− x2

a2

}
=
{

(y,z):
y2

b2(a2−x2)
a2

+
z2

c2(a2−x2)
a2

6 1

}
.

Як показано у прикладi 1 п. 6.1.1,

S(x) = mesD1(x) = π
b
a

√
a2−x2 · c

a

√
a2−x2 =

πbc
a2 (a2−x2).

Тому

V(G) =
aw

−a

S(x)dx=
πbc
a2

aw

−a

(a2−x2)dx=
4
3

πabc.

6.1.3. Обчислення площi кривої поверхнi. Довгий час вва-

жалося, що за аналогiєю з довжиною дуги площу кривої поверхнi

можна означати як границю площ вписаних у цю поверхню много-

гранникiв. Але у 1810 роцi нiмецький математик Г. Шварц показав

помилковiсть такої думки. Вiн розглянув звичайну цилiндричну по-

верхню i вписав у неї многогранник (див. рис. 46) наступним чином.

Нехай радiус цилiндра R, а висота h. Подiлимо цей цилiндр на m

маленьких цилiндрiв висотою h
m. Нехай кола Γk i Γk+1, k∈ 0,m−1,

є основами маленьких цилiндрiв. Подiлимо їх вiдповiдно точками

A(k)
i та A(k+1)

i , i ∈ 0,n−1, на n рiвних дуг так, щоб точки дi-

лення A(k+1)
i верхньої основи знаходилися над серединами дуг

_

A(k)
i A(k)

i+1 нижньої основи. Сполучимо кiнцi хорд A(k)
i A(k)

i+1 з точка-

ми A(k+1)
i , k ∈ 0,n−1, A(k)

n := A(k)
0 ∀k ∈ 0,m−1. Дiстанемо много-

гранник, що складається з 2mnрiвних трикутникiв, сума площ яких
Smn = 2mn·mes4A(1)

0 A(0)
0 A(0)

1 .
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Оскiльки

mes4A(1)
0 A(0)

0 A(0)
1 =

1
2

A(1)
0 A(0)

1 ·A
(1)
0 B =

1
2

2Rsin
π
n

√
BC2 +A(0)

0 C2 =

= Rsin
π
n

√(
R−Rcos

π
n

)2

+
(

h
m

)2

=

=
R
m

sin
π
n

√
R2m2

(
1−cos

π
n

)2

+h2,

то

Smn = 2Rnsin
π
n

√
R2m2

(
1−cos

π
n

)2

+h2.
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Припустимо, що lim
n→∞
m→∞

m
n2 = q. Тодi

lim
n→∞

nsin
π
n

= lim
n→∞

sinπ
n

π
n

·π = π,

а

lim
m→∞
n→∞

m

(
1−cos

π
n

)
= lim

m→∞
n→∞

2sin2 π
2n

π2

4n2

· m
n2 ·

π2

4
=

π2q
2
.

Отже,

lim
m→∞
n→∞

Smn = 2πR

√
π4R2

4
q2 +h2.

Бачимо, що ця границя iстотно залежить вiд q i тiльки для q = 0
дає звичайний результат: S = 2πRh. Зауважимо також, що коли
q = ∞, то i lim

m→∞
n→∞

Smn = ∞, а взявши m = n2, коли n парне, i m = n,

коли n непарне, дiстанемо, що границя Smn не iснує.
Наведений приклад вписаного многогранника (вiн носить назву

“чобiт Шварца”) показує, що означати площу кривої поверхнi як
границю площ вписаних у неї многогранникiв не можна. Справа у
тому, що о к р е м i ч а с т и н к и в п и с а н о г о м н о г о г р а н н и к а
п о г а н о п р и л я г а ю т ь д о к р и в о ї п о в е р х н i , а тому їхнi пло-
щi не можна вважати добрими наближеннями площ вiдповiдних ча-
стинок кривої поверхнi.

Iнакше виходить, коли частинки кривої поверхнi замiнювати ча-
стинками дотичних до цiєї поверхнi площин.

Припустимо, що поверхня має рiвняння z= f (x,y), (x,y) ∈D, де
D – квадровна область, а функцiя f має в D неперервнi частиннi
похiднi f ′x та f ′y.

Помiстимо D в елементарний прямокутник P, який розiб’ємо
на елементарнi прямокутники Pk, k ∈ 1,n, попарно без спiльних
внутрiшнiх точок i такi, що λ(T) = max

16k6n
d(Pk) → 0 (n→ ∞). У

кожному прямокутнику Pk, для якого Pk ∩D 6= ∅, вiзьмемо точку
(xk,yk) ∈ D i проведемо дотичну площину до даної поверхнi у точцi
(xk,yk, f (xk,yk)):

z− f (xk,yk) = f ′x(xk,yk)(x−xk)+ f ′y(xk,yk)(y−yk). (3)
Ту частину проведеної дотичної площини, яка проектується на
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прямокутник Pk, позначимо P∗k . Тодi mesP∗k = mesPk/|cosγk|, де
γk – кут мiж площиною (3) i площиною z= 0.

Оскiльки

|cosγk|= 1

/√
1+ f ′x2(xk,yk)+ f ′y2(xk,yk) ,

то

mesP∗k =
√

1+ f ′x2(xk,yk)+ f ′y2(xk,yk) mesPk.

Вважаючи mesP∗k = 0, коли Pk∩D = ∅, означимо площу даної
поверхнi формулою

S= lim
λ(T)→0

n

∑
k=1

mesP∗k = lim
λ(T)→0

n

∑
k=1

ϕ(xk,yk)mesPk,

де ϕ(xk,yk) =
√

1+ f ′x2(xk,yk)+ f ′y2(xk,yk), коли Pk ∩ D 6= ∅, i

ϕ(xk,yk) = 0, коли Pk∩D =∅.
Звiдси за теоремою про R-iнтегровнiсть неперервної функцiї дi-

стаємо формулу для обчислення площi кривої поверхнi:

S=
ww
D

√
1+ f ′x2(x,y)+ f ′y2(x,y)dxdy. (4)

Якщо поверхня задана неявно рiвнянням F(x,y,z) = 0 i викона-
но умови теореми про iснування та диференцiйовнiсть неявної фун-
кцiї, то

f ′x(x,y) =−F ′x(x,y,z)
F ′z(x,y,z)

, f ′y(x,y) =−
F ′y(x,y,z)
F ′z(x,y,z)

,

а тому

S=
ww
D

√
F ′x2(x,y,z)+F ′y2(x,y,z)+F ′z2(x,y,z)

|F ′z(x,y,z)|
dxdy. (5)

Якщо поверхня задана параметрично системою рiвнянь
x = x(u,v),
y = y(u,v),
z= z(u,v), (u,v) ∈ D1

i виконано всi умови теореми про диференцiювання оберненої фун-
кцiї, що визначається системою{

x = x(u,v),
y = y(u,v),
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то застосовуючи формулу замiни змiнних у подвiйному iнтегралi,
дiстанемо, що

S=
ww
D1

√
A2 +B2 +C2dudv, (6)

де A =
∣∣∣∣ y′u z′u

y′v z′v

∣∣∣∣, B =
∣∣∣∣ z′u x′u

z′v x′v

∣∣∣∣, C =
∣∣∣∣ x′u y′u

x′v y′v

∣∣∣∣.
Якщо ввести так званi гауссовi коефiцiєнти

E = x′u
2 +y′u

2 +z′u
2, F = x′ux′v +y′uy′v +z′uz′v, G = x′v

2 +y′v
2 +z′v

2,

то легко впевнитися, що A2 +B2 +C2 = EG−F2. Тому

S=
ww
D1

√
EG−F2dudv. (7)

Приклад 3. Знайти площу частини так званої гвинтової поверхнi, рiв-
няння якої  x = ucosv,

y = usinv,
z= cv, u> 0, c> 0,

за умови, що ця частина лежить мiж площинами z= 0 та z= 2πc i прое-
ктується на площину Oxyв круг x2 +y26 a2.

Оскiльки u> 0 i c> 0, то x2+y2 = u26 a2⇔ 06 u6 a i z= cv∈ [0;2πc]
⇔ v∈ [0;2π]. Тому

S=
ww

D1

√
EG−F2dudv=

2πw

0

dv
aw

0

√
EG−F2du,

де

E = x′u
2 +y′u

2 +z′u
2 = cos2v+sin2v+0 = 1,

F = x′ux′v +y′uy′v +z′uz′v =−ucosvsinv+ucosvsinv+0 = 0,

G = x′v
2 +y′v

2 +z′v
2 = u2sin2v+u2cos2v+c2 = u2 +c2.

Отже,

S=
2πw

0

dv
aw

0

√
u2 +c2du= 2π

(
a
2

√
a2 +c2 +

c2

2
ln

a+
√

a2 +c2

c

)
.

6.1.4. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Кожна фiгура G⊂ R2 є квадровною.

2. Для кожної квадровної фiгури G її площу можна обчислити за фор-
мулою S=

rr
D

dxdy.
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3. Для кожної квадровної фiгури G її площу можна обчислити за фор-
мулою S=

u
∂D

xdy.

4. Кожна множина G⊂ R3 є кубовною.

5. Якщо G⊂ R3 – обмежена плоска множина, то G – кубовна мно-
жина i V(G) = 0.

6. Якщо G =
{

(x,y,z): (y,z) ∈ D, ψ1(y,z)6 x6 ψ2(y,z)
}

, то

V(G) =
ww

D

(
ψ2(y,z)−ψ1(y,z)

)
dydz.

7. Площу кривої поверхнi можна означити як границю площ вписаних
у цю поверхню многогранникiв.

8. Якщо поверхня має рiвняння x = f (y,z), (y,z) ∈ D, причому f має
в D неперервнi частиннi похiднi, то iснує площа S даної поверхнi i

S=
ww

D

√
1+ f ′y2(y,z)+ f ′z2(y,z)dydz.

II. Сформулювати принцип Кавальєрi для квадровних областей.

III. Довести данi твердження.
1. Якщо межа ∂G областi G⊂ C є простим кусково-гладким конту-

ром, то mesG =

∣∣∣∣∣u∂G

zdz

∣∣∣∣∣, якщо ототожнювати простори C i R2.

2. Площа поверхнi (x2+y2+z2)2 = α2x2+β2y2+γ2z2 спiвпадає з пло-

щею поверхнi елiпсоїда x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1, коли a= βγ
α , b= αγ

β , c= αβ
γ .

6.2. Фiзичнi застосування
кратних i криволiнiйних iнтегралiв

У цьому пiдроздiлi розглянуто задачi про обчислення центра ма-
си, статичних моментiв i координат центра маси, моментiв iнерцiї,
потенцiалу поля тяжiння та роботи силового поля.

6.2.1. Обчислення маси. Нехай масу m розподiлено по ква-
дровнiй областi D так, що густина розподiлу µ= µ(x,y), де µ– непе-
рервна функцiя на D. Розiб’ємо D на квадровнi областi Dk, k∈ 1,n,
достатньо малих дiаметрiв d(Dk), причому областi Dk попарно не
перетинаються. Враховуючи неперервнiсть густини, можна вважа-
ти, що µ(x,y) ≈ µ(xk,yk) ∀(x,y) ∈ Dk, де (xk,yk) – фiксована точка
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Dk. Тодi масу mk, розподiлену по областi Dk, можна вважати на-
ближено рiвною µ(xk,yk)mesDk, а

m≈
n

∑
k=1

mk =
n

∑
k=1

µ(xk,yk)mesDk ≈

≈
n

∑
k=1

ww
Dk

µ(x,y)dxdy=
ww
D

µ(x,y)dxdy.

Тому природно покласти, що

m:=
ww
D

µ(x,y)dxdy. (1)

Аналогiчно, якщо масу m розподiлено по кубовному тiлу G так,
що густина розподiлу µ= µ(x,y,z) є неперервною функцiєю на G, то
природно вважати, що

m:=
www

G

µ(x,y,z)dxdydz. (2)

У випадку, коли масу m розподiлено з неперервною густиною
µ = µ(x,y) вздовж спрямлюваної дуги Γ, то

m:=
w
Γ

µ(x,y)dl, (3)

де у правiй частинi стоїть криволiнiйний iнтеграл першого роду.
Приклад 1. Знайдемо масу m, розподiлену по кулi x2 + y2 + z2 6 2az,

де a> 0, так, що густина µ(x,y,z) пропорцiйна вiдстанi точки (x,y,z) вiд
початку координат, тобто µ(x,y,z) = k

√
x2 +y2 +z2.

За формулою (2) m=
rrr

G
k
√

x2 +y2 +z2dxdydz. Перейдемо до сфери-

чних координат (ρ,θ,ϕ), де ρ2 6 2aρcosϕ⇔ 06 ρ 6 2acosϕ, ϕ ∈ [0; π
2 ], a

θ ∈ [0;2π], оскiльки куля лежить над площиною OXY i дотикається до неї.

Отже, m=
2πr
0

dθ
π
2r

0
ksinϕdϕ

2acosϕr
0

ρ3dρ =−8πka4

π
2r

0
cos4 ϕdϕ = 8

5πka4.

6.2.2. Обчислення статичних моментiв та координат центра

маси. Якщо маса m =
n
∑

k=1
mk i кожна маса mk знаходиться у точцi

(xk,yk), k∈ 1,n, площини OXY, то статичним моментом цiєї ма-
си вiдносно осi OX (осi OY) називають число

Mx =
n

∑
k=1

mkyk

(
My =

n

∑
k=1

mkxk

)
.
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А якщо маса mk знаходиться у точцi (xk,yk,zk), k ∈ 1,n, простору
OXYZ, то статичними моментами цiєї маси вiдносно площин
OXY, OXZта OYZназивають вiдповiдно числа

Mxy =
n

∑
k=1

mkzk, Mxz =
n

∑
k=1

mkyk, Myz =
n

∑
k=1

mkxk.

Нехай масу m розподiлено по квадровнiй областi D з густиною
µ = µ(x,y), де µ – неперервна функцiя на D. Розiб’ємо D на ква-
дровнi областi Dk, k ∈ 1,n, що попарно не перетинаються i мають

достатньо малi дiаметри. Тодi m≈
n
∑

k=1
mk =

n
∑

k=1
µ(xk,yk)mesDk, де

(xk,yk) ∈ Dk. Вважаючи, що маса mk знаходиться у точцi (xk,yk),
приходимо до висновку, що статичнi моменти маси mвiдносно осей
координат

Mx≈
n

∑
k=1

ykµ(xk,yk)mesDk i My≈
n

∑
k=1

xkµ(xk,yk)mesDk.

Звiдси дiстаємо, що природно вважати

Mx :=
ww
D

yµ(x,y)dxdy i My :=
ww
D

xµ(x,y)dxdy. (4)

Аналогiчно дiстаємо формули для обчислення статичних момен-
тiв вiдносно координатних площин маси m, розподiленої по кубов-
ному тiлу G з густиною µ = µ(x,y,z), коли µ – неперервна функцiя
на G:

Mxy :=
www

G

zµ(x,y,z)dxdydz, Mxz:=
www

G

yµ(x,y,z)dxdydz,

Myz:=
www

G

xµ(x,y,z)dxdydz. (5)

Вiдомо, що центром маси m, розподiленої по фiгурi D ⊂ R2,
називають таку точку (x,y), для якої m· y = Mx i m· x = My, де Mx i
My – статичнi моменти, що обчислюються за формулами (4). Звiд-
си дiстаємо формули для обчислення координат центра маси:

x =
1
m

ww
D

xµ(x,y)dxdy, y =
1
m

ww
D

yµ(x,y)dxdy. (6)

Аналогiчно за допомогою формул (5) дiстаємо формули для
обчислення координат центра маси, розподiленої по кубовному
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тiлу G:

x =
1
m

www
G

xµ(x,y,z)dxdydz, y =
1
m

www
G

yµ(x,y,z)dxdydz,

z=
www

G

zµ(x,y,z)dxdydz.
(7)

Приклад 2. Знайдемо центр маси mкулi з прикладу 1 п. 6.2.1.
Оскiльки центр кулi лежить на осi OZ, то з мiркувань симетрiї центр

маси лежить також на осi OZ, тобто x = y = 0. Для знаходження z обчи-
слимо за формулою (5) статичний момент Mxy, переходячи, як i в прикладi
1, до сферичних координат:

Mxy =
www

G

kz
√

x2 +y2 +z2dxdydz=

= k
2πw

0

dθ

π
2w

0

sinϕcosϕdϕ
2acosϕw

0

ρ4dρ =
64πka5

5

π
2w

0

(−cos6 ϕ)dϕ =
64
35

πka5.

Оскiльки маса даної кулi нам вiдома з прикладу 1, то можемо знайти
аплiкату її центра маси: z = 8

7a. Отже, (x,y,z) = (0,0, 8
7a) – потрiбний

центр маси.

6.2.3. Обчислення моментiв iнерцiї. Моментами iнерцiї
матерiальної плоскої фiгури D ⊂ R2 вiдносно осей OX та OY
називаються вiдповiдно числа

Ix :=
ww
D

y2µ(x,y)dxdy, Iy =
ww
D

x2µ(x,y)dxdy,

а число

I0 :=
ww
D

(x2 +y2)µ(x,y)dxdy= Ix + Iy

називають моментом iнерцiї цiєї фiгури вiдносно початку
координат.

Моментами iнерцiї матерiального тiла G⊂R3 вiдносно коор-
динатних площин OXY, OXZта OYZназивають вiдповiдно числа

Ixy :=
www

G

z2µ(x,y,z)dxdydz, Ixz:=
www

G

y2µ(x,y,z)dxdydz,

Iyz:=
www

G

x2µ(x,y,z)dxdydz.
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Число

Il :=
www

G

ρ2(x,y,z)µ(x,y,z)dxdydz,

де ρ(x,y,z) – вiдстань точки (x,y,z) вiд прямої l , називається мо-
ментом iнерцiї тiла G вiдносно прямої l . Зокрема, для коорди-
натних осей дiстаємо вiдповiдно

Ix := Ixy+ Ixz, Iy := Ixy+ Iyz, Iz := Ixz+ Iyz.

Число

I0 :=
www

G

µ(x,y,z)(x2 +y2 +z2)dxdydz

називається моментом iнерцiї тiла G вiдносно початку коор-
динат.

Обгрунтування введених формул таке саме, як i для статичних
моментiв.

Приклад 3. Знайдемо момент iнерцiї кулi G з прикладу 1 вiдносно пло-
щини OXY. Як i в прикладах 1, 2, перейдемо у вiдповiдному потрiйному
iнтегралi до сферичних координат. Отже,

Ixy =
rr
G

z2µ(x,y,z)dxdydz=
2πr
0

dθ
π/2r
0

dϕ
2acosϕr

0
ρ2cos2 ϕ k ρ ρ2sinϕdρ =

= 2πk
π/2r
0

cos2 ϕsinϕdϕ
2acosϕr

0
ρ5dρ = 2πk

π/2r
0

1
6 ·64a6cos8 ϕsinϕdϕ =

= 64
3 a6πk · (−1

9 cos9 ϕ|π/20 ) = 64
27a6πk.

6.2.4. Обчислення потенцiалу поля тяжiння. Нехай у прос-
торi OXYZрозташовано двi матерiальнi точки: одна, масою m1 = 1,
знаходиться у точцi M∗ = (x∗,y∗,z∗), а друга, масою m – у точцi
M = (x,y,z). Тодi матерiальна точка M притягує матерiальну точку

M∗ iз силою−→F = (Fx,Fy,Fz), для якої−→F �−−→M∗M, |−→F |= η
m1m
r2 =

m
r2 ,

r =
√

(x−x∗)2 +(y−y∗)2 +(z−z∗)2, Fx = m
x−x∗

r3 , Fy = m
y−y∗

r3 ,

Fz = m
z−z∗

r3 , якщо вважати сталу тяжiння η = 1.

Легко бачити, що Fx = W′x∗ , Fy = W′y∗ , Fz = W′z∗ , де W =

= W(x∗,y∗,z∗) =
m
r

, a r =
√

(x−x∗)2 +(y−y∗)2 +(z−z∗)2. Тому

функцiю W = W(x∗,y∗,z∗) називають ньютонiвським потенцiа-
лом поля матерiальної точки M на матерiальну точку M∗.
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Якщо масу m розподiлено в n точках Mk = (xk,yk,zk), k∈ 1,n, то
природно вважати, що

−→
F =

n

∑
k=1

−→
Fk , |
−→
Fk |=

mk

r2
k

, rk =
(
(xk−x∗)2 +(yk−y∗)2 +(zk−z∗)2) 1

2 ,

Fx =
n

∑
k=1

mk
xk−x∗

r3
k

, Fy =
n

∑
k=1

mk
yk−y∗

r3
k

, Fz =
n

∑
k=1

mk
zk−z∗

r3
k

,

W = W(x∗,y∗,z∗) =
n

∑
k=1

mk/rk.

Нарештi, якщо масу mрозподiлено по кубовному тiлу G з густи-
ною µ(x,y,z), неперервною на G, то розiб’ємо G на кубовнi обла-

стi Gk без спiльних точок так, щоб G =
nS

k=1
Gk, a max

16k6n
d(Gk) →

→ 0 (n→ ∞). Вважаючи, що (xk,yk,zk) ∈ Gk i µ(x,y,z) ≈ µ(xk,yk,zk)
∀(x,y,z) ∈ Gk, знайдемо масу mk = m(Gk) ≈ µ(xk,yk,zk)mesGk i по-
мiстимо її у точку (xk,yk,zk). Тодi природно вважати, що

Fx≈
n

∑
k=1

µ(xk,yk,zk)
xk−x∗

r3
k

mesGk, Fy≈
n

∑
k=1

µ(xk,yk,zk)
zk−z∗

r3
k

mesGk

i

W = W(x∗,y∗,z∗)≈
n

∑
k=1

µ(xk,yk,zk)mesGk

r3
k

.

Тому силу −→F = (Fx,Fy,Fz) притягання матерiальним тiлом
G матерiальної точки M∗ = (x∗,y∗,z∗) означають рiвностями

Fx =
www

G

µ(x,y,z)
x−x∗

r3 dxdydz, Fy =
www

G

µ(x,y,z)
y−y∗

r3 dxdydz,

Fz =
www

G

µ(x,y,z)
z−z∗

r3 dxdydz,

де r =
√

(x−x∗)2 +(y−y∗)2 +(z−z∗)2, a ньютонiвський потен-
цiал поля тiла G на матерiальну точку M∗ визначається
рiвнiстю

W(x∗,y∗,z∗) =
www

G

µ(x,y,z)
dxdydz√

(x−x∗)2 +(y−y∗)2 +(z−z∗)2
.
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Приклад 4. Знайдемо ньютонiвський потенцiал однорiдної (µ= 1) кулi
радiуса Rна точку M∗, що лежить поза кулею.

Виберемо осi координат так, щоб початок координат спiвпадав з цен-
тром кулi, а напрям осi Oz– з напрямом вектора

−−→
OM∗. Тодi M∗ = (0,0,z∗),

G = {(x,y,z) ∈ R3: x2 +y2 +z26 R2} i

W =
www

G

dxdydz√
x2 +y2 +(z−z∗)2

=
Rw

−R

dz
ww

D

dxdy√
x2 +y2 +(z−z∗)2

,

де D = {(x,y) ∈ R2: x2 +y26 R2−z2}.
Перейдемо до полярних координат: x = ρcosθ, y = ρsinθ.
Тодi x2 +y2 = ρ26 R2−z2⇔ 06 ρ6

√
R2−z2, θ ∈ [0;2π], i тому

ww

D

dxdy√
x2 +y2 +(z−z∗)2

=
2πw

0

dθ

√
R2−z2w

0

ρdρ√
ρ2 +(z−z∗)2

=

= 2π
√

ρ2 +(z−z∗)2
∣∣√R2−z2

0 = 2π
(√

R2−z2 +(z−z∗)2−|z−z∗|
)

=

= 2π
(√

R2−2zz∗+z∗2−|z−z∗|
)
.

Оскiльки z∗ > z∀(x,y,z) ∈G, то

W = 2π
Rw

−R

(√
R2 +z∗2−2z∗−z∗+z

)
dz=

= 2π
(
− 1

3z∗
(R2 +z∗2−2zz∗)

3
2 +

(z−z∗)2

2

)∣∣R
−R =

= 2π
( 1

3z∗
(
R+z)3−|R−z∗|3

)
+

(R−z∗)2− (R+z∗)2

2

)
=

= 2π
(2R3 +6Rz∗2

3z∗
−2Rz∗

)
=

4
3

πR3 1
z∗
.

Бачимо, що потенцiал кулi на точку, яка лежить поза кулею, такий
самий, як потенцiал центра кулi, коли у ньому знаходиться маса усiєї кулi.

6.2.5. Обчислення роботи силового поля. Назвемо (пло-
ским) силовим полем довiльну множину D ⊂ R2, у кожнiй точцi
(x,y) якої визначено вектор-функцiю −→F (x,y) = (Fx(x,y),Fy(x,y)),
яку називають силою. Якщо ця сила стала i пiд її дiєю матерiаль-
на точка масою m = 1 перемiщується прямолiнiйно з точки M1 =
= (x1,y1) у точку M2 = (x2,y2), то при цьому здiйснюється робота

A := |−→F |cosα · |−−−→M1M2|=
−→
F ·−−−→M1M2 = Fx(x2−x1)+Fy(y2−y1),

де α – кут мiж векторами −→F i −−−→M1M2, a −→F ·−−−→M1M2 – скалярний до-
буток цих векторiв.
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Припустимо, що сила −→F (x,y) не обов’язково стала, але непе-
рервна в областi D i пiд дiєю цiєї сили матерiальна точка перемi-
щується з точки M∗ у точку M∗∗ вздовж дуги Γ : x = x(t), y = y(t),
t ∈ [α;β], яка є кусково-гладкою. Виникає питання: що розумiти пiд
роботою, яка здiйснюється при цьому перемiщеннi?

Для вiдповiдi на поставлене питання розiб’ємо вiдрiзок [α;β] то-
чками t0 = α < t1 < .. . < tn = β, позначимо xk = x(tk), yk = y(tk),
Mk = (xk,yk) ∀k∈ 0,n. Будемо вважати, що: 1) точка перемiщується
не вздовж даної дуги, а вздовж вписаної в неї ламаної M0M1 . . .Mn,
2) на кожнiй ланцi MkMk+1 сила−→F ≈−→F (xk,yk) i 3) шукана робота

A≈
n−1

∑
k=0

−→
F (xk,yk) ·

−−−−−→
MkMk+1 =

=
n−1

∑
k=0

(
Fx(xk,yk)(xk+1−xk)+Fy(xk,yk)(yk+1−yk)

)
.

Звiдси, згадуючи означення повного криволiнiйного iнтеграла,
природно покласти, що робота силового поля або робота сили
−→
F (x,y) = (Fx(x,y),Fy(x,y)) по перемiщенню матерiальної точки
вздовж дуги Γ визначається рiвнiстю:

A :=
w
Γ

Fx(x,y)dx+Fy(x,y)dy. (8)

Якщо ця робота не залежить вiд форми дуги Γ, то силове по-
ле називають потенцiальним. Для цьго, як вiдомо (див. теореми
3 – 5 пункту 5.6.2), необхiдно й досить, щоб вираз Fx(x,y)dx+
+Fy(x,y)dy був повним диференцiалом деякої функцiї U(x,y) в
областi D. Цю функцiю називають силовою або потенцiальною,
i для такої функцiї робота

A =
w
_

M∗M∗∗

Fxdx+Fydy= U(M∗∗)−U(M∗),

тобто A є приростом силової функцiї.
Приклад 5. Знайдемо роботу сили ~F = (a− x,−x2) по перемiщенню

матерiальної точки вздовж дуги Γ параболи y = x2 вiд точки M1(0,0) до
точки M2(1/2,1/4).

За формулою (8) A =
r
Γ

(a− x)dx− x2dy =
1/2r
0

(a− x− x2 · 2x)dx =
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=
(
ax− 1

2x2− 1
2x4
)∣∣1/2

0 = 1
2a− 1

8−
1
32 = 16a−5

32 .

6.2.6. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Маса цiлком визначається густиною.

2. Якщо тiло G однорiдне, тобто густина µ стала, то маса цього тiла
m= µ·V, де V – об’єм тiла G.

3. Якщо маса тiла G дорiвнює об’єму цього тiла, то G – однорiдне
тiло.

4. Координати центра маси однорiдного тiла не залежать вiд матерiа-
лу, з якого виготовлене це тiло.

5. Моменти iнерцiї матерiального тiла вiдносно координатних пло-
щин цiлком визначають моменти iнерцiї цього тiла вiдносно будь-
якої прямої l .

6. Якщо W(x∗,y∗,z∗) – ньютонiвський потенцiал тiла G на то-
чку M∗ = (x∗,y∗,z∗), a −→F = (Fx,Fy,Fz), то Fx = W′x∗ , Fy = W′y∗ ,
Fz = W′z∗ .

7. Якщо силове поле задається однозв’язною областю D i силою−→F =
= (Fx,Fy), де (Fx)′y(x,y) = (Fy)′x(x,y) ∀(x,y) ∈ D, то дане поле є по-
тенцiальним.

II. Довести данi твердження.
1. Il = Il0 + md2, де Il – момент iнерцiї тiла вiдносно прямої l , Il0 –

момент iнерцiї тiла вiдносно прямої l0, що проходить через центр
маси тiла, d – вiдстань мiж прямими l i l0 i m– маса тiла.

2. Якщо −→F (x,y) = (Fx(x,y),Fy(x,y)) ↑↓ −→OM, де M = (x,y), i |−→F | =
= m0

x2+y2 , де m0 > 0, то вiдповiдне поле потенцiальне. Знайти вiд-
повiдну силову функцiю U(x,y).

6.3. Iнтегральна теорема та iнтегральна формула Кошi

У даному пiдроздiлi доведено найважливiшi теореми теорiї ана-
лiтичних функцiй, з яких, зокрема, випливає, що коли функцiя ком-
плексної змiнної диференцiйовна в областi, то вона й нескiнченно
диференцiйовна у цiй областi. Цiєю властивiстю функцiї компле-
ксної змiнної суттєво вiдрiзняються вiд функцiй дiйсної змiнної.
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6.3.1. Iнтегральна теорема Кошi.
� Припустимо, що функцiя f комплексної змiнної є аналiти-

чною в областi D ⊂ C, тобто має у цiй областi неперервну похi-
дну f ′. Тодi, якщо u(x,y) = Re f (z), a v(x,y) = Im f (z), то згiдно з
вiдомою теоремою функцiї u та v мають в цiй областi неперервнi
частиннi похiднi, що задовольняють умови Кошi – Рiмана:

u′x(x,y) = v′y(x,y) i u′y(x,y) =−v′x(x,y) ∀(x,y) ∈ D.

Розглянемо довiльний кусково-гладкий контур Γ ⊂ D. За
формулою (7) пункту 5.4.7

u
Γ

f (z)dz =
u
Γ

u(x,y)dx− v(x,y)dy +

+ i
u
Γ

v(x,y)dx+ u(x,y)dy. Звiдси, вважаючи D однозв’язною обла-

стю, за теоремою 5 пункту 5.6.2 дiстаємо, що
u
Γ

u(x,y)dx−

−v(x,y)dy=
u
Γ

v(x,y)dx+u(x,y)dy= 0, а тому i
u
Γ

f (z)dz= 0.�

Отже, доведена
Теорема 1 (iнтегральна теорема Кошi). Нехай функцiя f ана-

лiтична в однозв’язнiй областi D. Тодi
z
Γ

f (z)dz= 0 для будь-

якого кусково-гладкого контура Γ⊂ D.
У наведеному доведеннi теореми 1 суттєво використана умова

неперервностi частинних похiдних функцiй u та v, тобто неперерв-
нiсть похiдної f ′(z).

Виникає питання, чи не можна цю умову в теоремi 1 опустити.
�Припустимо, що функцiя f є диференцiйовною в однозв’язнiй

областi D, i не будемо вимагати, щоб f ′(z) була неперервною фун-
кцiєю в областi D.

Згiдно з властивiстю 8 пункту 5.5.3 iснує послiдовнiсть ламаних
Lm⊂ D, вписаних у кусково-гладкий контур Γ⊂ D i таких, щоz

Γ

f (z)dz= lim
m→∞

z
Lm

f (z)dz.

Як показано при доведеннi наслiдку з формули Грiна пункту
5.6.1 та теореми 5 пункту 5.6.2, iнтеграл вздовж ламаної Lm дорiв-
нює сумi iнтегралiв вздовж трикутних контурiв. Тому вважаємо, що

Γ⊂ D – трикутний контур i
∣∣∣u

Γ
f (z)dz

∣∣∣= c.
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Якщо Γ = A0B0C0A0, то за допомо-
гою середин сторiн трикутника утво-
римо чотири нових контури (див. рис.
47): A0N0M0A0, N0B0P0N0, P0C0M0P0 i
M0N0P0M0. За адитивною властивiстю
криволiнiйного iнтеграла та за властивi-
стю про iнтеграли вздовж взаємно про-
тилежних дуг маємо:z

Γ

f dz=
z

A0N0M0A0

f dz+
z

N0B0P0N0

f dz+

+
z

P0C0M0P0

f dz+
z

M0N0P0M0

f dz.

Тому принаймнi один з iнтегралiв правої частини останньої рiв-
ностi за модулем не менший c

4. Позначимо цей iнтеграл
u
Γ1

f dz, a

Γ1 = A1B1C1A1, причому довжина Γ1: l(Γ1) = 1
2 l(Γ).

Припустимо, що визначено трикутний контур Γn = AnBnCnAn,

для якого
∣∣∣u
Γn

f dz
∣∣∣ > c

4n , а довжина Γn: l(Γn) = 1
2n l(Γ). За допомо-

гою середин сторiн цього трикутника утворимо контури AnNnMnAn,
NnBnPnNn, PnCnMnPn i MnNnPnMn. Як i вище, показуємо, що при-
наймнi для одного з цих контурiв iнтеграл вздовж нього за модулем
бiльший або рiвний c

4n · 1
4 = c

4n+1 . Позначимо цей контур Γn+1, i за
принципом математичної iндукцiї можемо стверджувати iснування
трикутних контурiв Γn, n ∈ N, якi стягуються у точку z0 ∈ D i такi,

що
∣∣∣u
Γn

f dz
∣∣∣> c

4n ∀n∈ N, a l(Γn) = 1
2n l(Γ).

Оскiльки f диференцiйовна у точцi z0, то

f (z) = f (z0)+ f ′(z0)(z−z0)+ α(z)(z−z0),
де α(z)→ 0, коли z→ z0.

Тому ∀ε> 0∃δ(ε)> 0: |z−z0|< δ(ε)⇒ |α(z)|< ε. Оскiльки кон-
тури Γn стягуються у точку z0, то ∃n0(ε): n> n0(ε)⇒ Γn⊂Oδ(z0)⇒
|z−z0|< δ i |z−z0|< l(Γn) ∀z∈ Γn⇒∣∣∣z

Γn

α(z)(z−z0)dz
∣∣∣6 εl(Γn)l(Γn)< ε

l(Γ)
2n

l(Γ)
2n .
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Оскiльки
u
Γn

f (z0)dz=
u
Γn

f ′(z0)(z− z0)dz= 0 за доведеною вище

теоремою 1, то
c
4n 6

∣∣∣∣z
Γn

f (z)dz

∣∣∣∣=
∣∣∣∣z
Γn

f (z0)dz+

+
z
Γn

f ′(z0)(z−z0)dz+
z
Γn

α(z)(z−z0)dz

∣∣∣∣6 ε
l2(Γ)

4n .

Отже, c6 εl2(Γ) i, спрямовуючи ε до 0, дiстаємо, що c = 0, тоб-
то

u
Γ

f (z)dz= 0 для довiльного трикутного контура Γ ⊂ D. Звiдси,

враховуючи сказане вище, дiстаємо, що
u
Γ

f dz= 0 для довiльного

кусково-гладкого контура Γ⊂ D.�
Таким чином, має мiсце узагальнення теореми Кошi.
Теорема 2 (iнтегральна теорема Кошi). Якщо функцiя f дифе-

ренцiйовна в однозв’язнiй областi D,то
z
Γ

f (z)dz= 0 для будь-

якого кусково-гладкого контура Γ⊂ D.

Згадуючи теорему 2 пункту 5.6.2, приходи-
мо до висновку, що iнтегральну теорему Кошi
можна сформулювати в iншiй, але еквiвален-
тнiй формi.

Теорема 2∗ (iнтегральна теорема Кошi).
Якщо функцiя f диференцiйовна в одно-
зв’язнiй областi D, то

w
_
AB

f (z)dz не зале-

жить вiд форми кусково-гладкої дуги
_
AB⊂ D.

� Зауважимо, що коли кусково-гладкий контур Жордана Γ ле-
жить в областi D (не обов’язково однозв’язнiй) разом iз своєю вну-
трiшньою частиною D∗ (див. рис. 48), то iснує однозв’язна область
D1⊂D, для якої Γ⊂D1, а тому

u
Γ

f dz= 0, якщо f – диференцiйов-

на функцiя в областi D.
Припустимо, що в областi D лежать два кусково-гладкi конту-

ри Жордана Γ1 i Γ2 такi, що один з них, припустимо, Γ2, лежить
у внутрiшнiй частинi iншого, а криволiнiйне кiльце, утворене цими
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контурами, цiлком лежить в областi D (див. рис. 49).
За допомогою точок A1, A2, B1, B2,

M1, M2, E1, E2 утворимо два нових
контури L1 = A1M1B1B2M2A2A1 i L2 =
= A1A2E2B2B1E1A1, якi лежать в областi
D разом iз своїми внутрiшнiми частина-
ми. Тому за доведеним

0 =
z
L1

f dz+
z
L2

f dz=

=
( w

A1M1B1

+
w

B1B2

+
w

B2M2A2

+
w

A2A1

+

+
w

A1A2

+
w

A2E2B2

+
w

B2B1

+
w

B1E1A1

)
f dz=

=
z
Γ1

f dz+
z
−Γ2

f dz=
z
Γ1

f dz−
z
Γ2

dz⇒
z
Γ1

f dz=
z
Γ2

f dz.�

Отже, правильна
Теорема 3 (про рiвнiсть iнтегралiв за рiзними контурами). Не-

хай функцiя f диференцiйовна в областi D, а Γ1 i Γ2 – кусково-
гладкi контури такi, що Γ2 лежить у внутрiшнiй частинi Γ1

i криволiнiйне кiльце, утворене цими контурами, цiлком ле-
жить в D. Тодi

z
Γ1

f dz=
z
Γ2

f dz.

6.3.2. Iнтегральна формула Кошi. Розглянемо
u
Γ

dz
z−z0

, де Γ ⊂

⊂D =C\{z0}– кусково-гладкий контур Жордана. Вiзьмемо коло
Γr = {z: |z−z0|= r} достатньо малого радiуса r > 0. Тодi Γr лежати-
ме у внутрiшнiй частинi контура Γ i за теоремою 3

u
Γ

dz
z−z0

=
u
Γr

dz
z−z0

.

Оскiльки рiвняння Γr має вигляд z= z0 + r expit , t ∈ [0;2π], то
z
Γr

dz
z−z0

=
2πw
0

ir expit
r expit

dt = 2πi =
z
Γ

dz
z−z0

. (1)

Доведена рiвнiсть показує, що, по-перше, умова однозв’язно-
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стi в iнтегральнiй теоремi Кошi є суттєвою, i, по-друге, що
1

2πi

z
Γ

f (z)dz
z−z0

= f (z0), (2)

якщо f (z) = 1 ∀z∈ D, a D – область диференцiйовностi функцiї f ,
у якiй лежить кусково-гладкий контур Жордана Γ разом iз своєю
внутрiшньою частиною.

Легко довести, що формула (2) правильна для f (z) = z, f (z) =
= z2, f (z) = expz та багатьох iнших функцiй. Виникає питання:
чи не є рiвнiсть (2) правильною для довiльних диференцiйовних в
областi D функцiй?
�Нехай f – диференцiйовна функцiя в областi D i Γ – кусково-

гладкий контур Жордана, що лежить в D разом iз своєю внутрi-
шньою частиною D∗. Вiзьмемо довiльну точку z0 ∈ D∗ i покажемо,
що правильна формула (2). Для цього розглянемо коло Γr = {z:
|z−z0|= r} ⊂ D∗. Тодi за теоремою 3 i формулою (1)∣∣∣∣∣ 1

2πi

z
Γ

f (z)
z−z0

dz− f (z0)

∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣∣ 1
2πi

z
Γr

f (z)
z−z0

dz− 1
2πi

z
Γr

f (z0)
z−z0

dz

∣∣∣∣∣∣=

=

∣∣∣∣∣∣ 1
2πi

z
Γr

f (z)− f (z0)
z−z0

dz

∣∣∣∣∣∣6 1
2πr
·max

z∈Γr

| f (z)− f (z0)| ·2πr =

= | f (zr)− f (z0)| → 0, коли r → 0,

де zr ∈ Γr , а тому zr → z0, коли r → 0. Тут враховано неперервнiсть
функцiї f в областi D, яка випливає з диференцiйовностi цiєї фун-
кцiї. Оскiльки лiва частина останньої нерiвностi не залежить вiд r,

то
∣∣∣ 1

2πi

u
Γ

f (z)
z−z0

dz− f (z0)
∣∣∣= 0, тобто f (z0) = 1

2πi

u
Γ

f (z)
z−z0

dz.�

Цим самим доведена
Теорема 4 (про iнтегральну формулу Кошi). Нехай функцiя f

диференцiйовна в областi D, а Γ – кусково-гладкий контур
Жордана, що цiлком лежить в D разом iз своєю внутрiшньою
частиною D∗. Тодi правильна наступна iнтегральна форму-

ла Кошi: f (z0) =
1

2πi

z
Γ

f (z)
z−z0

dz ∀z0 ∈ D∗.

Iнтегральна формула Кошi показує, що значення диференцi-
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йовної функцiї f в областi D∗ цiлком визначаються її значен-
нями лише на межi цiєї областi.

Iнтегральна формула Кошi має численнi застосування. Обчи-
слення iнтегралiв за її допомогою належить до найпростiших за-
стосувань.

Приклад 1. Знайти
u
Γ

expzdz
z2−z

, якщо Γ: |z−1|= 2. Тут D∗= {z: |z−1|< 2}

i точки 0 та 1 належать D∗.
Оскiльки 1

z2−z
= 1

z−1−
1
z, то

u
Γ

expzdz
z2−z

=
u
Γ

expz
z−1 dz−

u
Γ

expzdz
z−0 = 2πi exp1−

−2πi exp0= 2πi(e−1).

6.3.3. Розвинення диференцiйовної функцiї у степеневий
ряд. Рiзнi означення аналiтичної функцiї.
� Розглянемо функцiю f , диференцiйовну в областi D. Зафi-

ксуємо точку z0 ∈ D i знайдемо inf ρ(z0,∂D) = R. Тодi 0< R6 +∞
i K = {|z−z0|<R} ⊂D. Вiзьмемо z1 ∈ K i розглянемо круг K1 = {z:
|z−z0|= R1<R}, що мiстить z1. Нехай Γ1 = ∂K1. Тодi за iнтеграль-
ною формулою Кошi

f (z1) =
1

2πi

z
Γ1

f (z)dz
z−z1

=
1

2πi

z
Γ1

f (z)
1

z−z0 +z0−z1
dz=

=
1

2πi

z
Γ1

f (z)
z−z0

· 1

1− z1−z0
z−z0

dz=
1

2πi

z
Γ1

f (z)
z−z0

∞

∑
k=0

(
z1−z0

z−z0

)k

dz=

=
∞

∑
k=0

 1
2πi

z
Γ1

f (z)dz
(z−z0)k+1

(z1−z0)k,

а почленне iнтегрування можливе, оскiльки max
z∈Γ1

| f (z)|< ∞,∣∣∣∣∣ f (z)
z−z0

(
z1−z0

z−z0

)k
∣∣∣∣∣6max

z∈Γ1

| f (z)|
(
|z1−z0|

R1

)k

· 1
R1
,

q = |z1−z0|
R1

< 1 i тому функцiональний ряд
∞
∑

k=0

f (z)(z1−z0)k

(z−z0)k+1 за ознакою

Вейєрштрасса рiвномiрно збiжний на Γ1.
Вважаючи коло Γ′ = {z: |z−z0|= R′ <R} фiксованим, дiстанемо
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за теоремою 3, що
1

2πi

z
Γ1

f (z)dz
(z−z0)k+1 =

1
2πi

z
Γ′

f (z)dz
(z−z0)k+1 =: ak ∀k∈ N0.

Тому

f (z1) =
∞

∑
k=0

ak(z1−z0)k ∀z1 ∈ K,

а це означає, що степеневий ряд
∞
∑

k=0
ak(z−z0)k є розвиненням фун-

кцiї f за степенями (z−z0) у крузi K.�
Отже, має мiсце
Теорема 5 (про розвинення диференцiйовної функцiї у степене-

вий ряд). Нехай функцiя f диференцiйовна в областi D, z0 ∈ D,
R = inf ρ(z0,∂D) i K = {z: |z− z0| < R}. Тодi в крузi K функцiя f
розвивається у степеневий ряд за степенями (z−z0):

f (z) =
∞

∑
k=0

ak(z−z0)k ∀z∈ K,

причому

ak =
1

2πi

z
Γ′

f (z)dz
(z−z0)k+1 , (3)

де Γ′ = {z: |z−z0|= R′ < R}– деяке фiксоване коло.
З теореми 5 та з твердження про аналiтичнiсть суми степеневого

ряду та її похiдних дiстаємо наступне твердження.
Теорема 6 (про iснування похiдної будь-якого порядку вiд дифе-

ренцiйовної функцiї). Якщо функцiя f диференцiйовна в областi
D, то вона має в D похiдну будь-якого порядку, причому

f (k)(z0) =
k!
2πi

z
Γ

f (z)dz
(z−z0)k+1 ∀z0 ∈ D, (4)

де Γ – довiльний кусково-гладкий контур Жордана, що ле-
жить в D разом iз своєю внутрiшньою частиною D∗, до якої
належить z0.

Формула (4) випливає з формули (3), теореми 3 та з рiвностi

ak = f (k)(z0)
k! . З теореми 6, зокрема, випливає, що коли функцiя f

диференцiйовна в областi D, то її похiдна неперервна в D, тобто f
аналiтична в D.
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Таким чином, а н а л i т и ч н у в о б л а с т i D ф у н к ц i ю м о -
ж н а о з н а ч и т и я к ф у н к ц i ю , щ о є д и ф е р е н ц i й о в н о ю
в ц i й о б л а с т i , а б о я к ф у н к ц i ю , щ о м а є в о б л а с т i D
н е п е р е р в н у п о х i д н у . I цi означення є еквiвалентними.

З теореми про аналiтичнiсть суми степеневого ряду та з теореми
5 випливає, що означення аналiтичної функцiї можна сформулю-
вати i так: функцiя f називається аналiтичною в областi D (за
Вейєрштрассом), якщо ∀z0 ∈ D ∃O(z0), у якому функцiя f розви-
вається у степеневий ряд за степенями (z−z0).

Зауважимо, що формулу (4) можна використовувати для обчи-
слення iнтегралiв.

Приклад 2. Обчислимо iнтеграл функцiї g(z) = cosz
z3 по колу |z|= 1.

За формулою (4)
u
|z|=1

coszdz
z3 =

(
2!
2πi

u
|z|=1

coszdz
(z−0)2+1

)
· πi = πi cos′′(0) =

= πi(−cos0) =−πi.

6.3.4. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Якщо f аналiтична в областi D, то
u
Γ

f (z)dz = 0 для будь-якого

кусково-гладкого контура Жордана Γ⊂ D.

2. Твердження 1 правильне, коли Γ – замкнена ламана.

3. Твердження 1 правильне, коли внутрiшня частина Γ лежить в D.

4. Якщо функцiя f дiйсної змiнної диференцiйовна на iнтервалi (a;b),
то її похiдна f ′ неперервна на (a;b).

5. Якщо функцiя f комплексної змiнної диференцiйовна в областi D,
то її похiдна неперервна в D.

6. Функцiя f (x) = x2sin1
x , коли x 6= 0, i f (0) = 0 є диференцiйовною на

R.

7. Функцiя f (z) = z2sin1
z, коли z 6= 0, i f (0) = 0 є диференцiйовною на

C.

8. Якщо Γ2 лежить у внутрiшнiй частинi Γ1, то
u
Γ1

f dz=
u
Γ2

f dz.

9. Якщо функцiя f аналiтична на C i f (z) = constна деякому кусково-
гладкому контурi Жордана Γ, то f (z) = constна C.

10. Якщо функцiя f аналiтична в областi D, то ∀z0∈D функцiя f розви-
вається в областi D у степеневий ряд за степенями (z−z0).
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II. Довести данi твердження.

1. Якщо f (z) =
∞
∑

k=0
ak(z−z0)k ∀z∈ K = {z: |z−z0|< R} i | f (z)|6M на

K, то |ak|6 M
Rk ∀k∈ N0.

2. Якщо функцiя f аналiтична i обмежена на C, то f (z) = constна C.

3. Якщо функцiя f аналiтична в областi D i f (z) = 0 на E⊂D, причому
E′∩D 6=∅, то f (z) = 0 на D.

6.4. Гармонiчнi функцiї
та їх зв’язок з аналiтичними

У даному пiдроздiлi введено важливе поняття гармонiчної фун-
кцiї та дослiджено його зв’язок з поняттям аналiтичної функцiї.

6.4.1. Поняття гармонiчної функцiї.
� Розглянемо функцiю f , аналiтичну в областi D. Тодi за крите-

рiєм диференцiйовностi функцiї u = Re f i v = Im f диференцiйовнi
в областi D i задовольняють умови Кошi – Рiмана:

u′x(x,y) = v′y(x,y) i u′y(x,y) =−v′x(x,y) ∀(x,y) ∈ D.

При цьому f ′(z) = u′x(x,y)+ iv′x(x,y) = u′x(x,y)− iu′y(x,y) = v′y(x,y)+
+iv′x(x,y) ∀(x,y) ∈ D. За теоремою 6 пункту 6.3.3 функцiя f ′ дифе-
ренцiйовна в областi D i має в D неперервну похiдну, а тому функцiї
Re f ′ = u′x = v′y та Im f ′ = −u′y = v′x мають в областi D неперервнi
частиннi похiднi, що задовольняють умови Кошi – Рiмана:

(u′x)
′
x = (−u′y)

′
y ,

(u′x)
′
y =−(−u′y)

′
x ,

(v′y)
′
x = (v′x)

′
y ,

(v′y)
′
y =−(v′x)

′
x ,

⇒

{
u′′x2(x,y)+u′′y2(x,y) = 0,
v′′x2(x,y)+v′′y2(x,y) = 0, (x,y) ∈ D.�

У зв’язку з цим вводять наступнi означення. Функцiю ϕ(x,y) на-
зивають гармонiчною в областi D, якщо вона має в D неперервнi
частиннi похiднi другого порядку i задовольняє рiвняння Лапласа:

ϕ′′x2(x,y)+ ϕ′′y2(x,y) = 0 ∀(x,y) ∈ D.

Функцiї ϕ i ψ називають спряжено-гармонiчними в областi
D, якщо вони гармонiчнi в D i задовольняють умови Кошi – Рiмана:

ϕ′x(x,y) = ψ′y(x,y) i ϕ′y(x,y) =−ψ′x(x,y) ∀(x,y) ∈ D.

� Зрозумiло, що коли ϕ i ψ спряжено-гармонiчнi функцiї в
областi D i f (z) = ϕ(x,y) + iψ(x,y) ∀(x,y) ∈ D, то за критерiєм ди-
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ференцiйовностi функцiя f диференцiйовна, а тому i аналiтична в
областi D.�

Проведенi мiркування показують, що правильна
Теорема 1 (про зв’язок аналiтичної функцiї з гармонiчними).

Для того, щоб функцiя f була аналiтичною в областi D, не-
обхiдно й досить, щоб дiйсна та уявна частини цiєї функцiї
були спряжено-гармонiчними в областi D.

Теорема 1 допомагає легко наводити приклади гармонiчних фун-
кцiй. Для цього достатньо взяти довiльну аналiтичну функцiю f i
видiлити u = Re f та v = Im f .

Приклад 1. Функцiя f (z) = z2 є аналiтичною в областi D =C. Оскiльки
f (z) = f (x+ iy) = (x+ iy)2 = x2−y2 + i ·2xy, то u(x,y) = Re f (z) = x2−y2 i
v(x,y) = Im f (z) = 2xy– спряжено-гармонiчнi функцiї в областi D = R2.

6.4.2. Вiдновлення аналiтичної функцiї за її дiйсною части-
ною. У зв’язку з теоремою 1 виникає питання: чи кожна функцiя
u = u(x,y), гармонiчна в областi D ⊂ R2, є дiйсною або уявною ча-
стиною деякої аналiтичної функцiї в областi D⊂ C?
�Щоб гармонiчна в областi D⊂R2 функцiя u= u(x,y) була дiй-

сною частиною деякої функцiї f , аналiтичної в областi D ⊂ C, по-
трiбно, щоб функцiя v = Im f була гармонiчною в D i задовольняла
умови Кошi – Рiмана: u′y = v′x i u′y =−v′x в D. Тому

dv(x,y) = v′x(x,y)dx+v′y(x,y)dy=−u′y(x,y)dx+u′x(x,y)dy.

За вiдомим твердженням вираз −u′y(x,y)dx+ u′x(x,y)dy є повним
диференцiалом деякої функцiї v в областi D тодi й тiльки тодi, коли
iнтеграл

r
_
AB

−u′y(x,y)dx+u′x(x,y)dyне залежить вiд форми кусково-

гладкої дуги
_
AB⊂ D. При цьому функцiя v обов’язково має вигляд:

v(x,y) = C1 +
(x,y)w

(x0,y0)

−u′θ(t,θ)dt +u′t(t,θ)dθ, (1)

де C1 = const∈R, (x0,y0) – фiксована точка, а (x,y) – бiжуча точка
з областi D. Оскiльки для гармонiчної в областi D функцiї u

(−u′y)
′
y(x,y) =−u′′y2(x,y) = u′′x2(x,y) = (u′x)

′
x(x,y) ∀(x,y) ∈ D,

то для однозв’язної областi D за теоремою 5 пункту 5.6.2 вказанi
вище умови виконуються. Тому функцiя v, що визначається рiвнi-
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стю (1), задовольняє рiвностi Кошi – Рiмана: v′x(x,y) = −u′y(x,y)
i v′y(x,y) = u′x(x,y) ∀(x,y) ∈ D. Крiм того, v′′x2(x,y) + v′′y2(x,y) =
=−u′′yx(x,y)+u′′xy(x,y) = 0 ∀(x,y) ∈ D, оскiльки u′′xy i u′′yx неперервнi,
а тому i рiвнi в областi D.�

Таким чином, доведена
Теорема 2 (про вiдновлення аналiтичної функцiї за її дiйсною

частиною). Будь-яка функцiя ϕ = ϕ(x,y), гармонiчна в одно-
зв’язнiй областi D, є дiйсною частиною деякої функцiї f ,
аналiтичної в областi D. При цьому функцiя f обов’язко-
во має вигляд f (z) = u(x,y) + iv(x,y), де v(x,y) визначається
рiвнiстю (1).

Пропонуємо читачевi самостiйно сформулювати i довести тео-
рему про вiдновлення аналiтичної функцiї за її уявною частиною.

Приклад 2. Розглянемо функцiю u(x,y) = ln
√

x2 +y2, (x,y) ∈ R2 \
\{(0,0)}.

Оскiльки u′x(x,y) = x
x2+y2 , u′y(x,y) = y

x2+y2 , u′′
x2(x,y) = y2−x2

(x2+y2)2 , u′′xy(x,y) =

=− 2xy
(x2+y2)2 , u′′

y2(x,y) = x2−y2

(x2+y2)2 , то u′′
x2(x,y)+ u′′

y2(x,y) = 0 ∀(x,y) ∈ D. Тому

функцiя u є гармонiчною в областi D.
Як показано в пунктi 5.6.2 (див. доведення теореми 4), вираз ydx

x2+y2 +

+ xdy
x2+y2 = −u′ydx+ u′x dy не є повним диференцiалом нiякої функцiї F в

областi D. Тому у м о в а о д н о з в ’ я з н о с т i о б л а с т i D є с у т т є в о ю
д л я п р а в и л ь н о с т i т е о р е м и 2.

Вiзьмемо однозв’язну область D1 = D\{(x,0): x6 0}. Тодi, як показано
у пунктi 5.6.2, dF(x,y) =− ydx

x2+y2 + xdy
x2+y2 ∀(x,y) ∈ D1, якщо

F(x,y) =



arctgy
x, коли x> 0,

π
2 , коли x = 0, y> 0,

arctgy
x + π, коли x< 0, y> 0,

−π
2 , коли x = 0, y< 0,

arctgy
x−π, коли x< 0, y< 0,

тобто F(x,y) = argz. Тому за теоремою 2 f (z) = ln
√

x2 +y2+ i(argz+C1) =
= ln |z|+ i argz+ iC1 = lnz+ iC1 ∀z∈ D1 = C\{z= x+ i ·0: x6 0}.

6.4.3. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Кожна функцiя ϕ(x,y), що має в областi D неперервнi частиннi по-
хiднi другого порядку, задовольняє в цiй областi рiвняння Лапласа.
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2. Якщо функцiї ϕ i ψ спряжено-гармонiчнi в областi D, то функцiї
(−ψ) i ϕ також спряжено-гармонiчнi в областi D.

3. Iснує аналiтична в C функцiя f (z), для якої Re f (z) = −2xy, a
Im f (z) = x2 +y2.

4. Кожна гармонiчна в областi D функцiя є дiйсною частиною деякої
функцiї f , аналiтичної в областi D.

5. Якщо функцiя f аналiтична в областi D, то функцiя f1 = i f теж та-
ка.

6. Функцiї Re(i f ) та Im(i f ) спряжено-гармонiчнi в областi D i задо-
вольняють рiвностi Re(i f ) =− Im(i f ), Im(i f ) = Re f .

7. Гармонiйна в однозв’язнiй областi D функцiя v є уявною частиною
аналiтичної функцiї f тодi й тiльки тодi, коли

Re f = u(x,y) = C2 +
(x,y)w

(x0,y0)

v′θ(t,θ)dt +v′t(t,θ)dθ,

де C2 = const, (x0,y0) фiксована, а (x,y) бiжуча точка областi D.

II. Довести данi твердження.
1. Якщо функцiя u гармонiчна в областi D, (x0,y0) ∈D i Γ⊂D – коло

з центром у точцi (x0,y0) i радiуса R, то u(x0,y0) = 1
2πR

u
Γ

u(x,y)dl, де

у правiй частинi стоїть криволiнiйний iнтеграл першого роду.

2. Якщо функцiя u 6= constгармонiчна в областi D, то вона не має в D
нi найбiльшого, нi найменшого значень.

3. Якщо функцiя u гармонiчна в областi D, то вона має в цiй областi
неперервнi частиннi похiднi будь-якого порядку.

6.5. Первiсна аналiтичної функцiї

У даному пiдроздiлi вивчається важливе поняття первiсної фун-
кцiї комплексної змiнної. Зокрема доведено, що на вiдмiну вiд фун-
кцiй дiйсної змiнної, для яких неперервнiсть на промiжку гарантує
iснування первiсної, для функцiй комплексної змiнної таку гаран-
тiю не дає навiть умова аналiтичностi.

6.5.1. Поняття первiсної та необхiднi умови її iснування.
Функцiя комплексної змiнної F називається первiсною функцiї f
в областi D, якщо F диференцiйовна в D i F ′(z) = f (z) ∀z∈ D.

Приклад 1. Функцiя F(z) = sinz є первiсною функцiї f (z) = cosz, а
функцiя Φ(z) = expzє первiсною для самої себе в областi D = C.
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За теоремою 6 пункту 6.3.3 дiстаємо, що коли функцiя f має в
областi D первiсну, то f аналiтична в областi D, тобто правильна

Теорема 1 (про першу необхiдну умову iснування первiсної).
Якщо функцiя f має в областi D первiсну, то f аналiтична
в областi D.

Приклад 2. З теореми 1 випливає, що функцiя f (z) = z не має первi-
сної нi в якiй областi D, оскiльки вона не є аналiтичною в жоднiй областi
D (хоч i є непервною у нiй). Це ще одна суттєва вiдмiннiсть функцiй ком-
плексної змiнної вiд функцiй дiйсної змiнної.

Природно виникає питання про те, чи кожна функцiя, аналiти-
чна в областi D, має первiсну в цiй областi.
� Припустимо, що функцiя F є первiсною функцiї f в областi

D. Вiзьмемо довiльну кусково-гладку дугу
_
AB: z = z(t), t ∈ [α;β], i

обчислимо
r
_
AB

f (z)dz=
βr

α
f (z(t))z′(t)dt.

Оскiльки
(
F(z(t))

)′ = F ′(z(t))z′(t) = f (z(t))z′(t), то, вважаючи
_
AB гладкою дугою, дiстаємо:w

_
AB

f (z)dz= F(z(t))
∣∣∣β
α

= F(z(β))−F(z(α)) = F(B)−F(A). (1)

Це так звана формула Ньютона – Лейбнiца для функцiй
комплексної змiнної. Її часто записують у виглядi

zBw
zA

f (z)dz= F(z)
∣∣zB

zA
= F(zB)−F(zA). (1∗)

Використовуючи адитивну властивiсть iнтеграла, дiстаємо таку
саму рiвнiсть i для кусково-гладкої дуги. Отже, якщо функцiя має
первiсну в областi D, то

r
_
AB

f (z)dzне залежить вiд форми кусково-

гладкої дуги
_
AB⊂ D.�

Таким чином, доведена
Теорема 2 (про другу необхiдну умову iснування первiсної i

формулу Ньютона – Лейбнiца). Якщо функцiя f має в обла-
стi D первiсну, то iнтеграл

w
_
AB

f (z)dzне залежить вiд форми
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кусково-гладкої дуги
_
AB⊂ D. При цьому, якщо F – первiсна

функцiї f в областi D, то має мiсце формула Ньютона – Лей-
бнiца (1).

Приклад 3. Оскiльки
r
_
AB

dz
z залежить вiд форми дуги

_
AB (впевнiться у

цьому), то функцiя f (z) = 1
z, z∈D =C\{0}, не має первiсної в областi D,

хоч i є аналiтичною у цiй областi.
Приклад 4. Оскiльки F(z) = expz є первiсною для цiєї самої функцiї в

областi D = C, то
ir

1
expzdz= expz

∣∣i
1= expi−exp1= cos1+ i sin1−e.

6.5.2. Критерiї iснування первiсної.
� Розглянемо функцiю f , неперервну в областi D, для якої iнте-

грал
r
_
AB

f (z)dzне залежить вiд форми кусково-гладкої дуги
_
AB⊂D.

Оскiльки w
_
AB

f (z)dz=
w
_
AB

udx−vdy+ i
w
_
AB

vdx+udy,

де u = Re f , v = Im f , то iнтеграли
r
_
AB

udx− vdy та
r
_
AB

vdx+ udy

не залежать вiд форми
_
AB⊂ D. Тому за теоремою 3 пункту 5.6.2

iснують диференцiйовнi в областi D функцiї F1 та F2, для яких
dF1 = udx−vdyi dF2 = vdx+udy, звiдки випливає, що (F1)′x(x,y) =
= u(x,y) = (F2)′y(x,y), (F1)′y(x,y) =−v(x,y) =−(F2)′x(x,y) ∀(x,y)∈D.
За критерiєм диференцiйовностi функцiя F(z) = F1(x,y) + iF2(x,y)
диференцiйовна в областi D i F ′(z) = (F1)′x(x,y) + i(F2)′x(x,y) =
= u(x,y) + iv(x,y) = f (z) ∀z∈ D, тобто F є первiсною функцiї f в
областi D. При цьому значення функцiї F можна обчислити за фор-

мулою F(z) =
zr

z0

f (t)dt, де z0 – фiксована, а z– бiжуча точка обла-

стi D.�
Отже, має мiсце
Теорема 3 (критерiй iснування первiсної). Для того, щоб фун-

кцiя f , неперервна в областi D, мала первiсну в цiй областi,
необхiдно й досить, щоб iнтеграл

w
_
AB

f (z)dz не залежав вiд
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форми кусково-гладкої дуги
_
AB⊂D. При цьому первiсною фун-

кцiї f є функцiя F, для якої F(z) =
zw

z0

f (t)dt, де z0 – фiксована, а

z– бiжуча точка областi D.
З теореми 3 та з iнтегральної теореми Кошi випливає
Теорема 4 (про еквiвалентнiсть тверджень, пов’язаних з по-

няттям первiсної). Якщо область D однозв’язна, то наступнi
твердження 1) – 4) еквiвалентнi:

1) f має первiсну в областi D;

2) f аналiтична в D;

3) функцiя f неперервна в D, i iнтеграл
w
_
AB

f (z)dz не зале-

жить вiд форми кусково-гладкої дуги
_
AB⊂ D;

4) функцiя f неперервна в D, i iнтеграл
z
Γ

f (z)dz = 0 для

будь-якого кусково-гладкого контура Γ⊂ D.

З теореми 4 також випливає, що ф у н к ц i ю f , а н а л i т и ч н у
в о д н о з в ’ я з н i й о б л а с т i D , м о ж н а о з н а ч и т и я к 1) фун-
кцiю, що має первiсну в областi D, або 2) неперервну в областi D
функцiю, для якої

r
_
AB

f (z)dzне залежить вiд форми кусково-гладкої

дуги
_
AB⊂ D, або 3) неперервну в областi D функцiю таку, щоu

Γ
f (z)dz= 0 для будь-якого кусково-гладкого контура Γ⊂ D.

Приклад 5. Функцiя f (z) = 1
z має первiсну у будь-якiй однозв’язнiй

областi D1, що не мiстить нуля. Зокрема, в областi D1 = {z = x + i0:

x 6 0} такою первiсною є функцiя F(z) = lnz. Тому
ir

1

dz
z = ln i − ln1 =

= ln |i|+ i argi = i π
2 за умови, що кусково-гладка дуга, що сполучає точки

1 та i, цiлком лежить в D1.

Пропонуємо читачевi обчислити iнтеграл
ir

1

dz
z , коли дуга лежить в

областi D2 = C\{z= x+ i ·0: x> 0}.
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6.5.3. Теорема про множину первiсних даної функцiї.
� Нехай функцiя f має в областi D первiсну, якою є деяка фун-

кцiя F1. За теоремою 1 функцiя F(z) =
zr

z0

f (t)dt, z0, z∈ D, також

є первiсною функцiї f в областi D. Тому, якщо γ(z) = F1(z)−F(z),
то γ′(z) = f (z)− f (z) = 0 ∀z∈ D. Звiдси за критерiєм сталостi фун-
кцiї комплексної змiнної γ(z) = c = constв областi D. Тому F1(z) =

= c+
zr

z0

f (t)dt ∀z∈ D, c∈ C.�

Таким чином, доведена
Теорема 5 (про множину первiсних даної функцiї). Якщо фун-

кцiя f має первiсну в областi D,то вона має в цiй областi без-
лiч первiсних, кожна з яких має вигляд

F1(z) = c+
zw

z0

f (t)dt,

де c – довiльна стала, z0 – фiксована, а z – бiжуча точка
областi D.

6.5.4. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Кожна функцiя f , неперервна в областi D, має в цiй областi первi-
сну.

2. Кожна функцiя f дiйсної змiнної, що є неперервною на iнтервалi
(a;b), має на цьому iнтервалi первiсну.

3. Якщо функцiя аналiтична в областi D, то вона має в D первiсну.

4. Твердження, обернене до 3, є правильним.

5. Твердження 3 правильне, якщо область D = {z: Rez> 0}.
6. Якщо функцiя f неперервна в областi D i

u
Γ

f (z)dz= 0 для будь-

якого кусково-гладкого контура Γ⊂ D, то f має в областi D первi-
сну.

7. Функцiя f (z) = 1
1+z2 має первiсну в комплекснiй площинi.

8. Функцiя f (x) = 1
1+x2 має первiсну на iнтервалi (−∞;+∞).

9. Деяка функцiя f має в деякiй областi D a) єдину первiсну,
б) скiнченну кiлькiсть первiсних.

10. Формула Ньютона – Лейбнiца правильна для будь-якої функцiї f ,
аналiтичної в областi D.
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II. Довести данi твердження.
1. Функцiя f (z) = 1

z має первiсну у будь-якiй областi D = {z∈C: z 6= 0
i argz 6= α}, де α ∈ (−π;π] – фiксоване число. Знайти цю первiсну.

2. Якщо функцiя f має первiсну в областi D, то вона має в D похiдну
будь-якого порядку.

6.5.5. Iсторична довiдка. Першу загальну теорiю вимiрювання
об’ємiв у довiльному просторiRn створив у 1882 – 1887 роках французь-
кий математик К. Жордан. Площу кривої поверхнi вмiв обчислювати вже
Л. Ейлер у 1770 роцi, однак точного означення цiєї площi не iснувало,
оскiльки усi математики вважали, що її можна означити як границю су-
ми площ вписаних многокутникiв. Лише нiмецький математик Г. Шварц
своїм яскравим прикладом у 1870 роцi змусив задуматися над точним
означенням площi кривої поверхнi. Таке означення першим сформулю-
вав К. Жордан.

Iдея та перша побудова потенцiальної функцiї належить французьким
математикам Ж. Лагранжу i П. Лапласу (1749 – 1827). Загальна теорiя
потенцiальних функцiй створена у 1828 роцi англiйським математиком
Д. Грiном (1793 – 1841) та у 1840 роцi – нiмецьким математиком К. Га-
уссом (1777 – 1855). Термiн “потенцiальна функцiя” першим запропо-
нував Д. Грiн, а термiн “потенцiал” – К. Гаусс.

Свою iнтегральну теорему О. Кошi знайшов у 1825 роцi, а повне дове-
дення цiєї теореми одержав у 1884 роцi французький математик Е. Гур-
са (1858 – 1936). Iнтегральна формула знайдена О. Кошi у 1831 роцi.
Теорема, обернена до iнтегральної теореми Кошi, доведена у 1886 роцi
iталiйським математиком Д. Морерою (1856 – 1909).

Термiн “гармонiчна функцiя” ввiв у 1782 роцi французький математик
П. Лаплас.

“Принцип Кавальєрi” був вiдомий ще давньогрецьким математикам,
але iталiйський математик Б. Кавальєрi (1598 – 1647) першим у 1635
роцi обгрунтував цей принцип.



7. ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРIЇ
IНТЕГРАЛА ТА МIРИ ЛЕБЕГА

У цьому роздiлi будуть викладенi основнi факти про iнтеграл та
мiру Лебега, якi є iстотними узагальненнями вiдповiдно iнтеграла
Рiмана та мiри Жордана.

Для того, щоб простiше було використовувати властивостi пiв-
кiлець (див. пункт 5.2.1), надалi будемо називати елементарним

прямокутником у просторi Rp множину P =
p

∏
i=1
〈ai ;bi〉.

При першому читаннi можна вважати, що простiр Rp є просто-
ром R1.

7.1. Множини L-мiри нуль

Видiлення класу множин нульової мiри було одним з найважли-
вiших крокiв, зроблених Е. Борелем i використаних А. Лебегом,
при побудовi своєї теорiї мiри та iнтеграла.

7.1.1. Поняття множини L-мiри нуль. Множину E ⊂ Rp на-
звемо множиною L-мiри нуль, i писатимемо mE = 0, якщо
∀ε > 0 iснує не бiльш нiж зчисленна сукупнiсть елементарних пря-
мокутникiв Pk ⊂ Rp така, що

S

k
Pk ⊃ E i ∑

k
mPk < ε, де

mPk = mesPk =
p

∏
i=1

(b(k)
i −a(k)

i )

– мiра елементарного прямокутника Pk =
p

∏
i=1
〈a(k)

i ;b(k)
i 〉.

Отже, множину L-мiри нуль можна покрити не бiльш нiж зчи-
сленною кiлькiстю елементарних прямокутникiв з як завгодно ма-
лою сумарною мiрою.

Лема 1 (про вибiр прямокутникiв в означеннi множини L-мiри
нуль). В означеннi множини L-мiри нуль можна вимагати, щоб
усi прямокутники Pk:
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1) були напiввiдкритими, тобто мали вигляд

Pk =
p

∏
i=1

[a(k)
i ;b(k)

i );

2) попарно не перетиналися один з одним;
3) мали додатну мiру.
� Нехай для довiльного ε > 0 вказано скiнченну або зчисленну

систему загальних елементарних прямокутникiв Pk =
p

∏
i=1
〈a(k)

i ;b(k)
i 〉

таких, що E ⊂
S

k
Pk i ∑

k
mPk <

ε
2. Замiнимо кожен прямокутник Pk

напiввiдкритим прямокутником Q(δ)
k =

p

∏
i=1

[a(k)
i ;b(k)

i + δ), де число

δ> 0 буде уточнено нижче.
Очевидно, що Pk ⊂ Q(δ)

k ∀δ > 0, ∀k i що lim
δ→0+

mQ(δ)
k = mPk ∀k.

Тому ∀k виберемо δ = δk > 0 так, щоб mQ(δk)
k < mPk + ε

2k+1 . Для

спрощення записiв позначимо Qk = Q(δk)
k ∀k. Пiсля цього матиме-

мо: E ⊂
S

k
Qk i ∑

k
mQk < ∑

k
mPk + ∑

k

ε
2k+1 <

ε
2 + ε

2 = ε. Цим обгрунто-

вано твердження 1).
Для обгрунтування твердження 2) згадаємо, що система K на-

пiввiдкритих елементарних прямокутникiв утворює пiвкiльце мно-
жин (див. приклад 6.1◦ пункту 5.2.1).

Враховуючи це та доведене вище твердження 1), для довiльно-
го ε > 0 знайдемо скiнченне або зчисленне об’єднання

S

k
Qk ⊃ E

напiввiдкритих прямокутникiв Qk, сумарної мiри ∑
k

mQk < ε. За ле-

мою 2 пункту 5.2.1 iснує вiдповiдно скiнченна або зчисленна систе-
ма прямокутникiв Qk,i ∈ K, i ∈ 1, ik, якi попарно не перетинаються,
ikS

i=1
Qk,i ⊂Qk ∀k i

S

k

ikS

i=1
Qk,i =

S

k
Qk.

Звiдси за властивостями монотонностi та адитивностi мiри

Жордана mes

(
ikS

i=1
Qk,i

)
=

ik
∑

i=1
mQk,i 6mQk ∀k, а тому ∑

k

ik
∑

i=1
mQk,i 6

6 ∑
k

mQk < ε. Цим обгрунтовано твердження 2).

Твердження 3) є простим наслiдком з твердження 1), оскiльки
непорожнiй напiввiдкритий елементарний прямокутник P обов’яз-
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ково має додатну мiру.�
Приклад 1. Множинами L-мiри нуль є:

1◦. У просторi Rp довiльна скiнченна або зчисленна множина
{x1,x2, . . .}.

2◦. У просторi Rp будь-яка множина нульової мiри Жордана.

3◦. У просторi R2 усiлякi лiнiйнi множини.

4◦. У просторi R3 усiлякi плоскi множини.
На перший погляд, легко навести також приклади множин, якi

не є множинами L-мiри нуль. Природно першим серед таких при-
кладiв розглянути довiльний елементарний прямокутник P з дода-
тною мiрою mP> 0. Але поверховими мiркуваннями з цим прикла-
дом не впоратися. Тому розглянемо його детальнiше.
� Насамперед, потрiбно встановити, чи випливає нерiвнiсть

mP6 ∑
k

mPk з умови P⊂
S

k
Pk, де P i Pk – елементарнi прямоку-

тники, причому кiлькiсть Pk скiнченна або зчисленна.
Якщо кiлькiсть прямокутникiв Pk скiнченна, то ця властивiсть

є простим наслiдком з властивостей монотонностi та адитивностi

мiри Жордана. Справдi, якщо позначити Q1 = P1, Qk = Pk \
k−1S

i=1
Pi

при k = 2,3, . . . ,n, то множини Qk ⊂ Pk, k ∈ 1,n, будуть вимiрними

за Жорданом, попарно не перетинатимуться i
nS

k=1
Qk =

nS

k=1
Pk. Тодi

mP = mesP6mes
n[

k=1

Qk =
n

∑
k=1

mesQk 6
n

∑
k=1

mesPk =
n

∑
k=1

mPk.

Припустимо, що кiлькiсть прямокутникiв Pk зчисленна. Якщо

ряд
∞
∑

k=1
mPk розбiгається, то нерiвнiсть mP<

∞
∑

k=1
mPk виконується

автоматично. Тому вважатимемо, що вказаний ряд збiгається.
Зафiксуємо довiльне число ε > 0. Схожими мiркуваннями, як у

лемi 1, можна побудувати в i д к р и т i прямокутники Qk⊃ Pk i такi,

що mQk<mPk+ ε
2k ∀k. Пiсля цього P⊂

∞S

k=1
Qk. Замкнений обмеже-

ний прямокутник P є компактною множиною у просторi Rp. Тому з
його вiдкритого покриття прямокутниками Qk, k ∈ N, можна видi-

лити скiнченне пiдпокриття, тобто ∃n: P⊂
nS

k=1
Qk.
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За доведеним вище mP = mP6
n
∑

k=1
mQk. Згiдно з вибором пря-

мокутникiв Qk,

mP<
n

∑
k=1

(
mPk +

ε
2k

)
=

n

∑
k=1

mPk +
n

∑
k=1

ε
2k <

<
∞

∑
k=1

mPk +
∞

∑
k=1

ε
2k =

∞

∑
k=1

mPk + ε.

Враховуючи довiльнiсть ε> 0, дiстанемо mP6
∞
∑

k=1
mPk.

Спробуємо тепер узагальнити властивiсть, яку ми тiльки що до-
вели.

Припустимо, що
nS

k=1
Pk⊂

S

i
Qi, де Pk та Qi – елементарнi прямо-

кутники, причому Pk попарно не перетинаються мiж собою, а кiль-
кiсть Qi скiнченна або зчисленна.

Позначимо Pk,i = Pk∩Qi ∀k, i. Очевидно, що Pk,i – елементарнi

прямокутники, Pk ⊂
S

i
Pk,i ∀k ∈ 1,n, а Qi =

nS

k=1
Pk,i ∀i, причому при

фiксованому i прямокутники Pk,i, k ∈ 1,n, попарно не перетинаю-
ться. За доведеним вище випадком mPk 6 ∑

i
mPk,i ∀k∈ 1,n. Звiдси,

враховуючи адитивну властивiсть мiри Жордана, дiстанемо
n

∑
k=1

mPk 6
n

∑
k=1

∑
i

mPk,i = ∑
i

n

∑
k=1

mPk,i = ∑
i

mQi .

Нарештi, якщо i прямокутникiв Pk зчисленна кiлькiсть (але всi
вони попарно не перетинаються), то за доведеним вище випадком,

для кожної частинної суми ряду
∞
∑

k=1
mPk буде виконуватися нерiв-

нiсть
n
∑

k=1
mPk 6 ∑

i
mQi, а тому i

∞
∑

k=1
mPk 6 ∑

i
mQi .�

Отже, доведена
Лема 2 (властивiсть зчисленної напiвадитивностi мiри Жордана

на пiвкiльцi прямокутникiв). Якщо
S

k
Pk⊂

S

i
Qi , де Pk та Qi – еле-

ментарнi прямокутники, кiлькiсть яких скiнченна або зчи-
сленна, причому Pk попарно не перетинаються мiж собою, то
∑
k

mPk 6 ∑
i

mQi .
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Тепер питання про L-мiру нуль елементарного прямокутника P
легко розв’язується за допомогою леми 2. А саме, має мiсце

Наслiдок 1. Елементарний прямокутник P є множиною
L-мiри нуль тодi i тiльки тодi, коли його звичайна мiра до-
рiвнює нулю.

На закiнчення цього пункту наведемо корисний критерiй мно-
жини L-мiри нуль.

Теорема 1 (критерiй множини L-мiри нуль). Для того щоб
множина E ⊂ Rp була множиною L-мiри нуль, необхiдно й до-
сить, щоб її можна було покрити зчисленною кiлькiстю еле-
ментарних прямокутникiв Pk з додатними мiрами i скiнчен-
ною сумою мiр, причому так, щоб кожна точка множини
E належала до зчисленної кiлькостi елементарних прямоку-
тникiв Pk.
� Н е о б х i д н i с т ь . Нехай mE = 0. Користуючись лемою 1,

для кожного числа εn = 1
2n побудуємо не бiльш нiж зчисленну си-

стему елементарних прямокутникiв {P(n)
k } таких, що E ⊂

S

k
P(n)

k ,

mP(n)
k > 0 ∀k i ∑

k
mP(n)

k < εn. Очевидно, ∀x ∈ E i ∀n ∈ N ∃k: x ∈

∈ P(n)
k , тобто x належить до нескiнченної кiлькостi прямокутникiв

P(n)
k (якщо рахувати прямокутники як елементи подвiйної послiдов-

ностi, або матрицi).
Занумеруємо тепер елементи матрицi (P(n)

k ) у просту послi-

довнiсть (Pi). При цьому дiстанемо: mPi > 0 ∀i ∈ N,
∞
∑

i=1
mPi =

=
∞
∑

n=1
∑
k

mP(n)
k <

∞
∑

n=1

1
2n = 1 i кожна точка x множини E належить

до нескiнченної кiлькостi прямокутникiв Pi як членiв послiдовно-

стi (Pi). Проте, з умов mPi > 0∀i ∈N та
∞
∑

i=1
mPi <+∞ випливає, що

кожен прямокутник Pi в послiдовностi (Pi) зустрiчається скiнченну
кiлькiсть разiв. Тому насправдi x належить до нескiнченної кiлько-
стi р i з н и х прямокутникiв Pi .

Викидаючи з послiдовностi (Pi) прямокутники, якi повторюю-
ться, дiстанемо множину {Qi} прямокутникiв, занумерованих по
одному разу. Ця множина {Qi} задовольняє всi умови теореми 1
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в частинi необхiдностi.
Д о с т а т н i с т ь . Припустимо, що {Pi} – така система прямо-

кутникiв, що mPi > 0∀i ∈N, ряд
∞
∑

i=1
mPi збiжний i кожна тока x∈ E

належить до нескiнченної кiлькостi прямокутникiв {Pi}.
Доведемо, що mE = 0. Задамо довiльне ε > 0. Оскiльки ряд

∞
∑

i=1
mPi збiгається, то ∃n ∈ N:

∞
∑

i=n+1
mPi < ε. Розглянемо систему

прямокутникiв {Pi : i > n}. Кожна точка x∈ E належить до нескiн-

ченної кiлькостi прямокутникiв цiєї системи. Отже, E ⊂
∞S

i=n+1
Pi, а

тому mE = 0.�

7.1.2. Об’єднання множин L-мiри нуль.
� Нехай множина E є об’єднанням не бiльш нiж зчисленної

кiлькостi множин Ek L-мiри нуль. Чи не є множина E також мно-
жиною L-мiри нуль?

Для вiдповiдi на поставлене запитання зафiксуємо довiльне
ε > 0 i знайдемо ∀k не бiльш нiж зчисленну сукупнiсть елементар-
них прямокутникiв P(k)

i таку, щоб
S

i
P(k)

i ⊃ Ek i ∑
i

m(P(k)
i ) < ε

2k . Тодi

множина {P(k)
i : i = 1,2, . . . , k = 1,2, . . .} не бiльш нiж зчисленна,

S

k

S

i
P(k)

i ⊃
S

k
Ek i ∑

k
∑
i

m(P(k)
i )<

∞
∑

k=1

ε
2k = ε. Тому E – множина L-мiри

нуль.�
Таким чином, доведена
Теорема 2 (про об’єднання множин L-мiри нуль). Об’єднання

не бiльш нiж зчисленної кiлькостi множин L-мiри нуль також
є множиною L-мiри нуль.

Наслiдок 2 (про L-мiру не бiльш нiж зчисленної множини). До-
вiльна не бiльш нiж зчисленна множина E ⊂ Rp є множиною
L-мiри нуль.

Наслiдок 3 (про L-мiру множини рацiональних точок). Множи-
наQ рацiональних точок є множиною L-мiри нуль.

Оскiльки досконала можина Кантора P0 ⊂ [0;1] є континуаль-
ною множиною L-мiри нуль, то твердження, обернене до наслiдку
1, не є правильним.

Казатимемо, що деяке твердження має мiсце майже скрiзь
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на множинi E ⊂ Rp, якщо множина усiх точок x ∈ E, для яких це
твердження не має мiсця, є множиною L-мiри нуль. Так, наприклад,
казатимемо, що

1) f (x) > g(x) майже скрiзь на [a;b], якщо m{x ∈ [a;b]: f (x) <
< g(x)}= 0;

2) послiдовнiсть
(

fn(x)
)

збiгається до функцiї f (x) майже скрiзь
на E, якщо m{x∈ E: fn(x) 6→ f (x)}= 0;

3) функцiя f є майже скрiзь неперервною на множинi E, якщо
множина точок розриву f , що належать до E, є множиною
L-мiри нуль.

Приклад 2. Легко бачити, що 1) функцiя Дiрiхле

D(x) =
{

1, коли x∈Q,
0, коли x 6∈Q,

майже скрiзь на R дорiвнює 0; 2) послiдовнiсть (xn) є збiжною майже
скрiзь на [−1;1]; 3) lim

n→∞
xn = 0 майже скрiзь на [−1;1]. Разом з цим не

можна стверджувати, що lim
n→∞

xn = 0 майже скрiзь на R, оскiльки множи-

на {x∈ R: lim
n→∞

xn 6= 0} не є можиною L-мiри нуль (впевнiться у цьому).

7.1.3. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi данi твердження.

1. Кожна множина E ⊂ Rp є множиною L-мiри нуль.
2. Кожна множина E ⊂ Rp−1 є множиною L-мiри нуль у просторi Rp.
3. Множина дiйсних алгебраїчних чисел є множиною L-мiри нуль.
4. Якщо mE = 0, то E не має внутрiшнiх точок.
5. Твердження, обернене до твердження 4, є правильним.
6. Множина дiйсних трансцендентних чисел є множиною L-мiри нуль.
7. Якщо mE = 0, то E – не бiльш нiж зчисленна множина.
8. Якщо mE = 0, а E – замикання множини E, то mE = 0.
9. Якщо mE = 0, то i mE = 0.

10. (sinnx,cosny)→ (0,0) (n→ ∞) майже скрiзь на R2.
II. Довести данi твердження.

1. Простiр R1 є множиною L-мiри нуль у просторi R2, якщо отото-
жнювати точки x та (x,0).

2. Якщо функцiя f монотонна на [a;b], то множина точок розриву f є
множиною L-мiри нуль.

3. Якщо замкнена обмежена множина E ⊂ Rp є множиною L-мiри
нуль, то вона вимiрна за Жорданом i mesE = 0.
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7.2. Простiр схiдчастих функцiй та його поповнення

Поняття iнтеграла Рiмана хоч i дуже важливе, проте незасто-
совне до багатьох простих функцiй. Тому постає завдання розши-
рити клас RPфункцiй, iнтегровних на прямокутнику P за Рiманом,
i ввести на отриманому ширшому класi функцiй поняття iнтегра-
ла так, щоб воно зберiгало основнi властивостi R-iнтеграла, а на
класi RP збiгалося з поняттям R-iнтеграла. Один з можливих пiд-
ходiв до розв’язання цього питання базується на теорiї поповнень
метричних, зокрема нормованих, просторiв.

7.2.1. Простiр схiдчастих функцiй та його нормування. Чи-
слову функцiю f , що визначена на елементарному прямокутнику
P = 〈a1;b1〉 × 〈a2;b2〉 × . . .× 〈ap;bp〉 ⊂ Rp, назвемо схiдчастою,
якщо iснує скiнченна кiлькiсть елементарних прямокутникiв Pk,

k∈ 1,n, що попарно не перетинаються, f (x) = ck ∀x∈Pk i P=
nS

k=1
Pk.

При цьому Pk, k∈ 1,n, називатимемо прямокутниками сталостi
функцiї f .

Поняття схiдчастої функцiї можна узагальнити, вважаючи, що
на деяких прямокутниках сталостi нульової мiри ця функцiя може
бути невизначеною або набувати нескiнченних значень.

Зауважимо, що на рiзних прямокутниках сталостi схiдчаста фун-
кцiя може набувати однакових значень.

Прикладами схiдчастих функцiй є 1) стала
функцiя: f (x) = c, x ∈ 〈a;b〉; 2) функцiя знаку
числа x: f (x) = signx, x∈ 〈a;b〉, графiк якої зо-
бражено на рис. 50, коли 〈a;b〉 = [−1;1]. Пря-
мокутниками (промiжками) сталостi функцiї,
графiк якої зображено на рис. 50, можуть бу-
ти промiжки [−1;0), [0;0] i (0;1].

Для двох схiдчастих функцiй f та g, що визначенi на елементар-
ному прямокутнику P, можна так пiдiбрати їх прямокутники стало-
стi, щоб вони були спiльними для цих функцiй.

Множина SP всiх схiдчастих функцiй, заданих на прямокутни-
ку P, є лiнiйним простором по вiдношенню до операцiй додавання
функцiй та множення їх на дiйснi скаляри, оскiльки α f + βg ∈ SP
∀ f , g∈ SPi ∀α, β ∈ R.
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За властивiстю про R-iнтегровнiсть сталої функцiї та властивi-
стю адитивностi R-iнтеграла кожна схiдчаста на прямокутнику P
функцiя f є R-iнтегровною на P. Тому iснує iнтеграл Рiмана

‖ f‖=
w
P

| f (x)|dx, (1)

який природно назвати нормою функцiї f ∈ SP, оскiльки правиль-
нi наступнi властивостi:

1) ‖ f‖> 0 ∀ f ∈ SP;

2) ‖α f‖= |α|‖ f‖ ∀ f ∈ SPта ∀α ∈ R;

3) ‖ f +g‖6 ‖ f‖+‖g‖ ∀ f , g∈ SP;

4) ‖ f‖= 0⇔ f (x) = 0 майже скрiзь на P.

� Першi три властивостi очевиднi. Перевiримо четверту вла-
стивiсть. Нехай f (x) = ck на прямокутниках сталостi Pk, k∈ 1,n. То-

дi ‖ f‖ =
r
P
| f |dx=

n
∑

k=1
|ck|mPk = 0⇔ (ck = 0 або mPk = 0) ∀k∈ 1,n

⇔ f (x) = 0 майже скрiзь на P.�
Для того, щоб функцiя ‖ f‖, визначена рiвнiстю (1), стала нор-

мою на просторi SP, домовимося вважати рiвними у цьому про-
сторi такi схiдчастi функцiї, якi рiвнi одна однiй майже скрiзь на
прямокутнику P.

Частiше вважають, що нормованим простором є не сам простiр SP,
а деякий iнший простiр (SP), кожен елемент якого пов’язаний з певною
схiдчастою функцiєю. Побудуємо один з таких просторiв (SP).

Множина S0P схiдчастих функцiй, якi майже скрiзь на прямокутнику P
набувають нульового значення, утворює пiдпростiр у лiнiйному просторi
SP. Розiб’ємо простiр SPна класи еквiвалентностi, вiднiсши двi функцiї f i
g до одного класу K тодi i тiльки тодi, коли f −g∈S0P. Кожен такий клас K
однозначно визначається будь-яким своїм представником, тобто елемен-
том, f . Тому якщо f ∈ K, то клас K позначатимемо f , зокрема S0P = 0.
При цьому f = g⇔ f −g∈ S0P⇔ f (x) = g(x) майже скрiзь на P.

Множину всiх побудованих класiв позначимо (SP). Задамо на нiй опе-
рацiї додавання елементiв та множення елементiв на числа, поклавши

f +g = f +g ∀ f ,g∈ SP i α f = α f ∀ f ∈ SP, α ∈ R.
Пiсля цього множина (SP) стане лiнiйним простором, який називають
фактор-простором простору SPза пiдпростором S0P i позначають
(SP) = SP/S0P. (Пропонуємо читачевi переконатися, що визначенi вище
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операцiї додаваня i множення на скаляри є коректними, тобто не зале-
жать вiд вибору представникiв, i що вони задовольняють всi аксiоми ве-
кторного простору.)

Якщо ми тепер у лiнiйному просторi (SP) визначимо норму, поклавши

‖ f‖= ‖ f‖=
w

P

| f |dx,

то перетворимо його на нормований простiр.
Побудову простору (SP) можна порiвняти з побудовою просторуQ ра-

цiональних чисел як класiв рiвних мiж собою дробiв m
n , де m∈ Z, а n∈ N.

Вибiр у просторi SP саме iнтегральної норми (1) пов’язаний
iз завданням розширити поняття iнтеграла. Адже для невiд’ємної
функцiї f ∈ SP

r
P

f dx = ‖ f‖. Для довiльної функцiї f : P→ R роз-

глянемо двi невiд’ємнi функцiї f + = | f |+ f
2 i f− = | f |− f

2 . При цьому
f = f +− f−, | f |= f + + f− i тому f ∈ SP⇔ f +, f− ∈ SP, аw

P

f dx= ‖ f +‖−‖ f−‖ i ‖ f‖= ‖ f +‖+‖ f−‖.

7.2.2. Функцiональнi представники фундаментальних послi-
довностей простору SP. Поповнення метричного простору X мо-
жна здiйснити за допомогою, наприклад, iдеальних елементiв, якi є
фундаментальними послiдовностями, розбiжними у просторi X.

З’ясуємо, чи має простiр SPiдеальнi елементи (тобто чи вiн не-
повний). Для цього спробуємо знайти зв’язок мiж збiжнiстю або
фундаментальнiстю послiдовностi ( fn) у просторi SPта її поточко-
вою збiжнiстю на прямокутнику P.
� Припустимо спочатку, що fn → 0 у просторi SP, тобтоr

P
| fn|dx→ 0 (n→ ∞). Тодi ∀n ∈ N ∃kn:

r
P
| fkn|dx< 1

4n . Номери kn

можна вибрати так, щоб kn ↑+∞.
Позначимо Xn = {x∈ P: | fkn(x)|> 1

2n} ∀n∈ N. Оскiльки функцiя
fkn схiдчаста на прямокутнику P, то кожна множина Xn складається
iз скiнченної кiлькостi прямокутникiв Pn,i, i ∈ 1, in, що є прямоку-
тниками сталостi функцiї fkn. Тодi

1
4n >

w
P

| fkn|dx=
w
Xn

| fkn|dx+
w

P\Xn

| fkn|dx>
w
Xn

| fkn|dx>
1
2n mesXn⇒
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mesXn =
in

∑
i=1

mPn,i <
1
2n .

Утворимо множини Ym =
∞S

n=m
Xn ∀m∈ N та Y =

∞T

m=1
Ym.

Зрозумiло, що Y ⊂Ym ∀m∈ N, а кожна множина Ym є об’єднан-
ням прямокутникiв Pk,i, де k∈ {m,m+ 1, . . .}, i ∈ 1, ik. Сума мiр цих
прямокутникiв

∞

∑
k=m

ik

∑
i=1

mPk,i <
∞

∑
k=m

1
2k =

1
2m−1 .

Звiдси випливає, що множина Y є множиною L-мiри нуль.
Якщо x /∈Y, то ∃m0: x /∈Ym0 ⇒ x /∈ Xn ∀n>m0, а це означає, що

| fkn(x)| 6 1
2n ∀n> m0⇒ fkn(x)→ 0 (n→ ∞). Таким чином, числова

пiдпослiдовнiсть fkn(x), можливо, не є збiжною до нуля тiльки на
множинi Y, що має L-мiру нуль.

Отже, iз збiжностi до нуля послiдовностi ( fn) у просторi SPви-
пливає збiжнiсть до нуля майже скрiзь деякої її пiдпослiдовностi.

Якщо ж fn → f у просторi SP, то fn− f → 0 у просторi SP i,
за доведеним, ∃kn ↑ ∞: fkn(x)− f (x) → 0 майже скрiзь на P, або
fkn(x)→ f (x) майже скрiзь на P.�

Таким чином, доведена
Лема 1 (про зв’язок мiж збiжнiстю у просторi SPта збiжнiстю

майже скрiзь). Якщо послiдовнiсть ( fn) збiгається до функцiї
f у просторi SP, то деяка її пiдпослiдовнiсть fkn(x) збiгається
до f (x) майже скрiзь на прямокутнику P.
� Повертаючись до доведення леми 1, зауважимо, що ∀x∈ P\

\Ym має мiсце нерiвнiсть | fkn(x)| 6 1
2n ∀n>m. Звiдси випливає, що

fkn(x)⇒ 0 на P\Ym.
При цьому, як було показано, множина Ym є об’єднанням зчи-

сленної кiлькостi елементарних прямокутникiв, сума мiр яких не
перевищує 1

2m−1 .�
Таким чином, має мiсце
Лема 2 (про зв’язок мiж збiжнiстю у просторi SPта рiвномiрною

збiжнiстю). Якщо послiдовнiсть ( fn) збiгається до функцiї f у
просторi SP, то деяка її пiдпослiдовнiсть fkn(x) (та сама, що
i в лемi 1) збiгається до f (x) рiвномiрно на множинах P\Ym,
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m∈ N, причому кожна множина Ym є об’єднанням зчисленної
кiлькостi прямокутникiв, сума мiр яких не перевищує 1

2m−1 .
Знайдемо тепер зв’язок мiж фундаментальнiстю послiдовностi

( fn) у просторi SPта її поточковою збiжнiстю на P.
� Розглянемо довiльну послiдовнiсть ( fn), що є фундаменталь-

ною у просторi SP, тобто ∀ε > 0 ∃n0:
r
P
| fn− fm|dx< ε, як тiльки

n>m> n0. Тодi ∀n∈ N ∃kn:
r
P
| fm− fkn|dx< 1

4n ∀m> kn. Номери kn

можна так вибрати, щоб kn ↑+∞. Тому
r
P
| fkn+1− fkn|dx< 1

4n ∀n.

Позначимо ϕn = fkn+1 − fkn, Xn = {x ∈ P: |ϕn(x)| > 1
2n} ∀n ∈ N,

а також Ym =
∞S

n=m
Xn ∀m∈ N i Y =

∞T

m=1
Ym. Як показано при дове-

деннi двох попереднiх лем, 1) ∀x /∈ Y ∃m0: |ϕn(x)| 6 1
2n ∀n > m0;

2) ∀m∈ N |ϕn(x)| 6 1
2n ∀n>m i ∀x∈ P\Ym. При цьому кожна мно-

жина Ym є об’єднанням зчисленної кiлькостi прямокутникiв, сума
мiр яких не перевищує 1

2m−1 .
З умови 1) за ознакою порiвняння випливає, що при кожному

x /∈Y є збiжним функцiональний ряд

fn1(x)+
∞

∑
n=2

( fkn(x)− fkn−1(x))=: f (x)⇔ lim
n→∞

fkn(x) = f (x).

За ознакою Вейєрштрасса з умови 2) випливає, що останнiй
ряд, або (що те саме) послiдовнiсть ( fkn(x)) збiгається рiвномiрно
до функцiї f (x) на множинах P\Ym, m∈ N.�

Отже, встановлено зразу двi наступнi леми.
Лема 3 (про зв’язок мiж фундаментальнiстю у просторi SP та

збiжнiстю майже скрiзь). Якщо послiдовнiсть ( fn) фундамен-
тальна у просторi SP, то iснує пiдпослiдовнiсть fkn(x) цiєї
послiдовностi, яка збiгається до деякої функцiї f (x) майже
скрiзь на прямокутнику P.

Лема 4 (про зв’язок мiж фундаментальнiстю у просторi SP та
рiвномiрною збiжнiстю). Якщо послiдовнiсть ( fn) фундамен-
тальна у просторi SP,то iснує пiдпослiдовнiсть fkn(x) цiєї по-
слiдовностi (та сама, що i в лемi 3), яка збiгається до деякої
функцiї f (x) рiвномiрно на кожнiй множинi P\Ym, причому ко-
жна множина Ym є об’єднанням зчисленної кiлькостi прямо-
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кутникiв, сумарна мiра яких не перевищує 1
2m−1 .

У зв’язку з доведеними лемами 1 – 4, назвемо деяку функцiю
f (x), що визначена на прямокутнику P, функцiональним пред-
ставником послiдовностi ( fn), фундаментальної у просторi SP,
якщо iснує пiдпослiдовнiсть ( fkn(x)), яка збiгається до функцiї f (x)
майже скрiзь на прямокутнику P.

З леми 3 випливає
Лема 5 (про iснування функцiонального представника фунда-

ментальної у просторi SP послiдовностi). Кожна послiдовнiсть
( fn), фундаментальна у просторi SP, має функцiонального
представника f (x).

Неважко помiтити, що мiж множиною фундаментальних послi-
довностей простору SP та множиною їхнiх функцiональних пред-
ставникiв немає взаємно однозначної вiдповiдностi. Щоб встано-
вити таку вiдповiднiсть, розiб’ємо обидвi множини на класи еквiва-
лентностi.

Назвемо двi фундаментальнi послiдовностi ( fn) i (gn) про-
стору SPеквiвалентними i позначимо це ( fn)∼ (gn), якщо

lim
n→∞
‖ fn−gn‖= lim

n→∞

w
P

| fn−gn|dx= 0.

Вiдмiтимо зокрема, що будь-яка пiдпослiдовнiсть ( fkn) послiдовно-
стi ( fn), фундаментальної у просторi SP, еквiвалентна всiй послi-
довностi ( fn).

З iншого боку, назвемо двi функцiї f i g, визначенi на прямоку-
тнику P, еквiвалентними i позначимо це f ∼ g, якщо f (x) = g(x)
майже скрiзь на P.

Виникає припущення, що коли f i g – функцiональнi представ-
ники послiдовностей ( fn) i (gn) вiдповiдно, то f ∼ g⇔ ( fn) ∼ (gn).
Якщо mesP = 0, то це припущення, очевидно, є правильним твер-
дженням. З’ясуємо, чи так це, коли mesP> 0.
� Нехай f i g – функцiональнi представники послiдовностей

( fn) i (gn) вiдповiдно. Тодi iснують пiдпослiдовностi ( fkn) i (gln) такi,
що fkn(x)→ f (x) i gln(x)→ g(x) майже скрiзь на P.

Позначимо ϕn = fkn−gln. Легко показати, що пiдпослiдовнiсть
фундаментальної послiдовностi у просторi SPє фундаментальною
(i еквiвалентною самiй послiдовностi), а також лiнiйна комбiна-
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цiя фундаментальних послiдовностей є фундаментальною послi-
довнiстю у просторi SP. Тому (ϕn) – фундаментальна послiдов-
нiсть. Припустимо спочатку, що ( fn)∼ (gn). Тодi ‖ϕn‖ → 0 (n→ ∞)
i ϕn(x) → f (x)− g(x) майже скрiзь на P. За лемою 3 iснує пiд-
послiдовнiсть ϕin(x)→ 0 майже скрiзь на P. Звiдси випливає, що
f (x)−g(x) = 0 майже скрiзь на P, тобто f ∼ g.

Отже, ( fn)∼ (gn)⇒ f ∼ g.
Розглянемо обернене твердження. Нехай f ∼ g. Тодi (ϕn) –

фундаментальна у просторi SP послiдовнiсть i ϕn(x) → 0 майже
скрiзь на прямокутнику P. Треба довести, що

( fn)∼ (gn)⇔ (ϕn)∼ (0)⇔‖ϕn‖→ 0 (n→ ∞).
Оскiльки ‖ϕn‖6 ‖ϕn−ϕin‖+‖ϕin‖, a ‖ϕn−ϕin‖→ 0 (n→∞), то

досить довести iснування пiдпослiдовностi (ϕin), для якої ‖ϕin‖→ 0.
При доведеннi леми 1 показано, що iснують пiдпослiдовнiсть

(ϕin) та функцiя ϕ: P→ R, для яких: 1) iснує послiдовнiсть множин
Ym таких, що |ϕin(x)−ϕ(x)|< 1

2n ∀n>m i ∀x∈P\Ym, причому кожна
множина Ym є об’єднанням зчисленної кiлькостi прямокутникiв Pk, j ,
k ∈ {m,m+ 1, . . . , j ∈ 1, jk}, а також 2) ϕin(x)→ ϕ(x) майже скрiзь
на прямокутнику P.

Оскiльки за умовою ϕn(x)→ 0 майже скрiзь на P, то вважає-
мо (пропонуємо читачевi обгрунтувати це), що ϕ(x) ≡ 0 на P. Тому
|ϕin(x)|< 1

2n ∀n>m i ∀x∈ P\Ym.
Зафiксуємо довiльне ε > 0 i, виходячи з фундаментальностi по-

слiдовностi (ϕn), виберемо номер N = N(ε) таким, щоб

‖ϕin−ϕN‖<
ε
3
∀n> N.

Число m∈ N вiзьмемо таким, щоб
1
2n <

ε
3mP

∀n>m та
H

2m−1 <
ε
3
,

де H :=max
P
|ϕN(x)|.

Нехай n>m i n> N. Позначимо

An =
{

x∈ P: |ϕin(x)|> ε
3mP

}
, Bn = P\An,

а через Qn,ν позначимо прямокутники сталостi функцiї ϕin. Оскiль-
ки ϕin – схiдчаста функцiя, то An складається iз скiнченної кiлько-
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стi прямокутникiв сталостi Qn,ν цiєї функцiї, тобто An =
knS

k=1
Qn,νk, де

Qn,νk ∩Qn,ν j =∅ ∀k 6= j. Враховуючи це, mesAn =
kn

∑
k=1

mQn,νk.

З iншого боку, An⊂Ym⊂
∞S

k=m

jkS

j=1
Pk, j , а тому за лемою 2 п. 7.1.1

mesAn6
∞

∑
k=m

jk

∑
j=1

mPk, j <
1

2m−1 .

Звiдси з урахуванням нерiвностi |ϕin(x)|< ε
3mP ∀x∈Bn дiстаємо, що

‖ϕin‖=
w
P

|ϕin|dx=
w
An

|ϕin|dx+
w
Bn

|ϕin|dx<
w
An

|ϕin|dx+
ε

3mP
mBn6

6
w
An

(
|(ϕin−ϕN)+ ϕN|

)
dx+

ε
3
6
w
An

|ϕin−ϕN|dx+
w
An

|ϕN|dx+
ε
3
6

6 ‖ϕin−ϕN‖+H mesAn +
ε
3
<

ε
3

+
ε
3

+
ε
3

= ε,

якщо n>m i n> N. Це означає, що ‖ϕin‖→ 0 (n→ ∞).�
Отже, правильна
Лема 6 (про характер вiдповiдностi мiж фундаментальними по-

слiдовностями простору SP та їхнiми функцiональними представ-
никами). Нехай функцiї f i g є функцiональними представни-
ками вiдповiдно послiдовностей ( fn) i (gn), фундаментальних
у просторi SP. Тодi f ∼ g⇔ ( fn)∼ (gn).

7.2.3. Неповнота простору SPта його поповнення. Застосо-
вуючи лему 1 попереднього пункту, неважко перевiрити повноту
простору SPi переконатися в iснуваннi iдеальних елементiв цього
простору.

Приклад 1. Для простоти розглянемо випадок P = [0;1)⊂ Rp = R1.
Вiзьмемо послiдовнiсть

fn(x) =
k
n
, коли x∈

[
k
n

;
k+1

n

)
, k∈ 0,n−1.

Бачимо, що ∀x ∈ [0;1) i ∀n ∈ N ∃!kn = kn(x): fn(x) = kn
n 6 x < kn+1

n .

Звiдси випливає, що kn
n → x (n→∞), тобто fn(x)→ x скрiзь на пiввiдрiзку

[0;1).
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Оскiльки fn(x)6 x ∀x∈ [0;1), то

(R)
w

P

| fn(x)−x|dx= (R)
w

P

(x− fn(x))dx= (R)
1w

0

xdx− (R)
w

P

fndx=

=
1
2
−

n−1

∑
k=0

k
n
· 1
n

=
1
2
− 1

n2

n−1

∑
k=0

k =
1
2
− (n−1)n

2n2 → 0 (n→ ∞).

Звiдси дiстанемо

‖ fn− fm‖= (R)
w

P

| fn− fm|dx6

6 (R)
w

P

| fn(x)−x|dx+(R)
w

P

| fm(x)−x|dx→ 0 (m,n→ ∞).

Це означає, що послiдовнiсть ( fn) фундаментальна у просторi S[0;1).
Якби послiдовнiсть ( fn) збiгалася у просторi SP до деякої схiдчастої

функцiї f , то за лемою 1 пункту 7.2.2 деяка пiдпослiдовнiсть ( fkn) послi-
довностi ( fn) збiгалася б майже скрiзь на прямокутнику P до функцiї f .
Тодi мала б виконуватися рiвнiсть f (x) = x майже скрiзь на P, а це немо-
жливо.

Отже, послiдовнiсть ( fn) хоч i фундаментальна, проте розбiжна у про-
сторi SP. Цим показано, що простiр SP= S[0;1) неповний.

У загальному випадку, дещо змiнюючи наведений вище приклад
послiдовностi, дiстанемо, що простiр SPнеповний при будь-якому
P⊂ Rp: mP> 0.

Поповнення простору SP можна здiйснити з а д о п о м о г о ю
i д е а л ь н и х е л е м е н т i в , тобто фундаментальних, але розбi-
жних у просторi SPпослiдовностей ( fn). При цьому дiстанемо ме-
тричний простiр SP∗ = SP∪{ f = ( fn)}, в якому вiдстань ρ∗( f ,g) ви-
значається рiвностями 1) ρ∗( f ,g) = ‖ f −g‖, 2) ρ∗( f ,g) = lim

n→∞
‖ f −

−gn‖ i 3) ρ∗( f ,g) = lim
n→∞
‖ fn−gn‖, вiдповiдно, у випадках, коли 1) f

i g – звичайнi елементи, 2) f – звичайний, а g = (gn) – iдеальний
елемент i 3) f = ( fn) i g = (gn) – iдеальнi елементи простору SP.

У просторi SP∗ ототожнюються, з одного боку, рiвнi майже
скрiзь схiдчастi функцiї, а з iншого боку – еквiвалентнi послiдов-
ностi.

Iнше поповнення простору SPможна здiйснити з а д о п о м о -
г о ю ф у н к ц i й , що є функцiональними представниками фунда-
ментальних у просторi SPпослiдовностей.
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На такому поповненнi буде побудовано так звану теорiю iнте-
грала Лебега, яка є узагальненням теорiї iнтеграла Рiмана.

7.2.4. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.
1. Кожна функцiя, що визначена на [a;b] i має скiнченну кiлькiсть зна-

чень на [a;b], є схiдчастою функцiєю.

2. Кожна схiдчаста функцiя має скiнченну кiлькiсть значень.

3. Добуток двох схiдчастих функцiй є схiдчастою функцiєю.

4. Модуль схiдчастої функцiї є схiдчастою функцiєю.

5. Функцiя Дiрiхле є схiдчастою на вiдрiзку [0;1].
6. Якщо | f | є схiдчастою функцiєю, то i f – схiдчаста функцiя.

7. Якщо f ,g∈ SPi
r
P
| f −g|dx= 0, то f (x) = g(x) ∀x∈ P.

8. Якщо f ∈SP,
r
P

f dx= mP i f (x)> 1∀x∈P, то f (x) = 1 майже скрiзь

на P.

9. Функцiя f (x) = x, x∈ [0;1), є функцiональним представником дея-
кої послiдовностi ( fn), фундаментальної у просторi S[0;1).

10. Якщо fn ∈ SP∀n∈ N i fn(x)⇒ f (x) на прямокутнику P, то функцiя
f є функцiональним представником послiдовностi ( fn).

II. Довести данi твердження.
1. Якщо f ∈ S[a;b], то функцiя F(x) =

r
[a;x]

f dt неперервна на вiдрiзку

[a;b].
2. Позначимо через SP∗∗ множину всiх послiдовностей, фундамен-

тальних у просторi SP, задамо на цiй множинi операцiї додавання:
( fn) + (gn) = ( fn + gn) i множення на скаляри: α( fn) = (α fn), а та-
кож введемо норму: ‖ f‖∗∗ = lim

n→∞
‖ fn‖, де f = ( fn).

Тодi 1) множина SP∗∗ є лiнiйним простором; 2) якщо ототожню-
вати еквiвалентнi послiдовностi, то лiнiйний простiр SP∗∗ з нормою
‖ ·‖∗∗ є нормованим простором; 3) нормований простiр SP∗∗ iзоме-
тричний простору SP∗.

7.3. Поняття L-iнтеграла та його властивостi

У даному пiдроздiлi за допомогою схiдчастих функцiй введено
поняття L-iнтеграла, що є узагальненням поняття iнтеграла Рiма-
на, i доведено основнi властивостi L-iнтеграла.
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7.3.1. Поняття L-iнтегровної функцiї та її L-iнтеграла. Дiй-
сну функцiю f , що визначена на прямокутнику P, називають
L-iнтегровною, або iнтегровною за Лебегом, на прямоку-
тнику P, якщо iснує послiдовнiсть ( fn), фундаментальна у просто-
рi SPта збiжна до f (x) майже скрiзь на P. При цьому записують
f ∈ LP.
�Нехай f ∈ LP. Тодi iснує фундаментальна у просторi LP послi-

довнiсть ( fn): fn(x)→ f (x) майже скрiзь на P. Розглянемо числову
послiдовнiсть

αn =
w
P

fndx, n∈ N.

Оскiльки послiдовнiсть ( fn) фундаментальна у просторi SP, то

|αm−αn|6
w
P

| fm− fn|dx→ 0 (m,n→ ∞),

тому (αn) є фундаментальною числовою послiдовнiстю. Тодi, як вi-
домо, послiдовнiсть (αn) є збiжною, тобто iснує скiнченна границя

lim
n→∞

αn = lim
n→∞

w
P

fn(x)dx.

Останню границю називають L-iнтегралом, або iнтегралом
Лебега, функцiї f по прямокутнику P i позначають

r
P

f dx або

(L)
r
P

f dx. Отже,

(L)
w
P

f dx:=
w
P

f dx:=
w
P

f (x)dx:= lim
n→∞

w
P

fn(x)dx,

де ( fn) – послiдовнiсть, фундаментальна у просторi SPта збiжна до
f (x) майже скрiзь на P.

Покажемо, що L-iнтеграл не залежить вiд вибору послiдовностi
( fn). Сравдi, якщо взяти iншу послiдовнiсть (gn), фундаментальну
у просторi SPта збiжну до f (x) майже скрiзь на P, то функцiя f бу-
де функцiональним представником обох послiдовностей ( fn) i (gn).
Тодi за лемою 6 пункту 7.2.2 ( fn)∼ (gn), тобто lim

n→∞

r
P
| fn−gn|dx= 0.

Звiдси випливає, що

lim
n→∞

w
P

gndx= lim
n→∞

w
P

fndx,
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а це i є незалежнiсть L-iнтеграла вiд послiдовностi ( fn).�
Отже, має мiсце
Теорема 1 (про iснування та єдинiсть L-iнтеграла). Кожна L-iн-

тегровна на прямокутнику P функцiя має єдиний L-iнтеграл
по цьому прямокутнику.

Зауваження. В означеннях L-iнтегровної функцiї та L-iнтеграла
замiсть умови fn(x)→ f (x) майже скрiзь на P можна вимагати, щоб
функцiя f була функцiональним представником послiдовностi ( fn).

Приклад 1. Наведемо приклади L-iнтегровних функцiй.
1◦. Нехай f є схiдчастою функцiєю. Очевидно, послiдовнiсть ( fn):

fn = f ∀n ∈ N фундаментальна у просторi SPта збiжна до f (x) скрiзь (а
отже, i майже скрiзь) на P. Тому f є L-iнтегровною на P, причому її L-iн-
теграл спiвпадає з R-iнтегралом:

(L)
w

P

f dx= lim
n→∞

(R)
w

P

fndx= (R)
w

P

f dx.

2◦. Нехай f (x1, . . . ,xp) = 1, коли xi ∈ Q ∀i ∈ 1, p, i f (x) = 0 в iнших
випадках. Це функцiя Дiрiхле у просторi Rp. Вiзьмемо довiльний елемен-
тарний прямокутник P⊂ Rp. Послiдовнiсть ( fn): fn(x) ≡ 0 ∀n буде фун-
даметнальною у просторi RP та збiжною до f (x) у кожнiй точцi x /∈ Qp.
Оскiльки простiр Qp зчисленний, то mQp = 0, а отже, 0≡ fn(x)→ f (x)
майже скрiзь на P. Тому f ∈ LP i (L)

r
P

f dx= lim
n→∞

(R)
r
P

fndx= 0.

Ранiше було з’ясовано, що ця функцiя не iнтегровна за Рiманом нi на
якому прямокутнику P додатної мiри.

3◦. У прикладi 1 п. 7.2.3 фактично показано за означенням, що функцiя
f (x) = x є L-iнтегровною на пiввiдрiзку P = [0;1) i що (L)

r
P

xdx= 1
2.

Дослiдимо тепер питання, чи є поняття L-iнтеграла узагальнен-
ням поняття R-iнтеграла.
� Припустимо, що функцiя f iнтегровна за Рiманом на замкне-

ному прямокутнику P, що має додатну мiру. Тодi функцiя f обмеже-
на на P i за критерiєм iнтегровностi iснує послiдовнiсть розбиттiв
(T(n)) прямокутника P на прямокутники P(n)

k , k∈ 1,kn, для якої вiд-
повiднi послiдовностi нижнiх та верхнiх сум Дарбу S∗(T(n)) i S∗(T(n))
збiгаються до (R)

r
P

f dxпри n→ ∞.

Позначимо h(n)
k = inf

x∈P(n)
k

f (x), H(n)
k = sup

x∈P(n)
k

f (x) ∀n∈ N i ∀k∈ 1,kn.
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Введемо схiдчастi функцiї ϕn та Φn, n∈N, поклавши ϕn(x) = h(n)
k

i Φn(x) = H(n)
k , коли x∈ (P(n)

k )◦, та ϕn(x) = Φn(x) = 0 в iнших випад-
ках. Дiстанемо, що:

1)


(R)

r
P

ϕndx= S∗(T(n))→ (R)
r
P

f dx,

(R)
r
P

Φndx= S∗(T(n))→ (R)
r
P

f dx при n→ ∞;

2) якщо позначити X =
∞S

n=1

knS

k=1
∂P(n)

k , то X буде множиною L-мiри

нуль як зчисленне об’єднання множин L-мiри нуль, а на множинi
P\X буде правильною нерiвнiсть ϕn(x)6 f (x)6Φn(x) ∀n∈ N.

З умови 1) зокрема випливає, що послiдовнiсть (ϕn) фундамен-
тальна у просторi SP, а також (R)

r
P

(Φn(x)−ϕn(x))dx→ 0 (n→ ∞),

тобто послiдовнiсть (Φn− ϕn) збiгається до нуля у просторi SP.
Тодi за лемою 1 пункту 7.2.2 знайдеться деяка її пiдпослiдовнiсть
(Φkn − ϕkn), яка збiгається до нуля майже скрiзь на прямокутни-
ку P. Звiдси та з умови 2) дiстаємо збiжнiсть ϕkn(x)→ f (x) майже
скрiзь на P. Тому, враховуючи фундаментальнiсть (ϕkn) у просторi
SP, дiстаємо, що f ∈ LP i (L)

r
P

f dx= lim
n→∞

r
P

ϕkn dx= (R)
r
P

f dx.�

Отже, доведена
Теорема 2 (про зв’язок мiж iнтегралами Рiмана i Лебега). Ко-

жна функцiя, iнтегровна за Рiманом на прямокутнику P, є
L-iнтегровною на цьому прямокутнику, причому її L-iнте-
грал збiгається з R-iнтегралом.

Як показує приклад 1.2◦, твердження, обернене до цiєї теоре-
ми, неправильне. Тому п о н я т т я L - i н т е г р а л а ш и р ш е , н i ж
п о н я т т я R- i н т е г р а л а .

7.3.2. Основнi властивостi L-iнтеграла. Враховуючи означе-
ння L-iнтеграла, природно чекати, що його властивостi для довiль-
них L-iнтегровних функцiй випливатимуть з вiдповiдних властиво-
стей R-iнтегралiв схiдчастих функцiй. I це дiйсно так.

Властивiсть 1 (про L-iнтегровнiсть еквiвалентних функцiй).
Якщо f ∈ LP, а g∼ f , то g∈ LP i

w
P

f dx=
w
P

gdx. Зокрема, якщо

f (x)∼ c = const, то f ∈ LP i
w
P

cdx= cmP.
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� Нехай f ∈ LP, а g∼ f . Тодi iснує фундаментальна у просторi
SPпослiдовнiсть ( fn), що збiгається до f майже скрiзь на P. Але
оскiльки g∼ f , то послiдовнiсть ( fn) збiгається i до g майже скрiзь
на P. Тому, за означенням, g∈ LP i

(L)
w
P

gdx:= lim
n→∞

(R)
w
P

fndx=: (L)
w
P

f dx.�

Властивiсть 2 (про лiнiйнiсть L-iнтеграла). Якщо f ,g∈ LP, то
∀α,β ∈ R α f + βg∈ LP i

w
P

(α f + βg)dx= α
w
P

f dx+ β
w
P

gdx.

� Якщо f ,g∈ LP, то iснують ( fn), (gn) – фундаментальнi послi-
довностi у просторi SP, якi збiгаються вiдповiдно до f i до g майже
скрiзь на P. Зрозумiло, що ∀α,β∈R послiдовнiсть (α fn+βgn) фун-
даментальна у просторi SPi збiжна до функцiї α f +βg майже скрiзь
на P. Тодi α f + βg∈ LP i

r
P

(α f + βg)dx= lim
n→∞

(R)
r
P

(α fn + βgn)dx=

= α lim
n→∞

(R)
r
P

fndx+ β lim
n→∞

(R)
r
P

gndx= α
r
P

f dx+ β
r
P

gdx.�

Властивiсть 3 (про L-iнтегровнiсть | f |). Якщо f ∈ LP,то i | f | ∈

∈ LP, причому

∣∣∣∣∣w
P

f dx

∣∣∣∣∣6 w
P

| f |dx.

� Якщо f ∈ LP, то iснує послiдовнiсть ( fn), фундаментальна у
просторi SPта збiжна до f майже скрiзь на P. Зрозумiло, що послi-
довнiсть (| fn|) теж фундаментальна у просторi SPi збiжна вона до
функцiї | f | майже скрiзь на P. Отже, | f | ∈ LP i, враховуючи власти-
вiсть про R-iнтегровнiсть модуля, маємо:∣∣∣∣∣w

P

f dx

∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣ limn→∞
(R)

w
P

fndx

∣∣∣∣∣= lim
n→∞

∣∣∣∣∣(R)
w
P

fndx

∣∣∣∣∣6
6 lim

n→∞
(R)

w
P

| fn|dx=
w
P

| f |dx. �

Властивiсть 4 (про монотоннiсть L-iнтеграла). Якщо f i g∈ LP

i f (x)6 g(x) майже скрiзь на P, то
w
P

f dx6
w
P

gdx.

� Оскiльки f (x) 6 g(x) майже скрiзь на P, то g(x)− f (x) =
= |g(x)− f (x)| майже скрiзь на P. Тодi за властивостями 1 – 3r
P

gdx−
r
P

f dx=
r
P

(g− f )dx=
r
P
|g− f |dx>

∣∣∣∣r
P

(g− f )dx

∣∣∣∣> 0.�
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Властивiсть 5 (про рiвнiсть нулевi L-iнтеграла). Якщо f ∈ LP iw
P

| f |dx= 0, то f (x) = 0 майже скрiзь на P.

� Нехай ( fn) – фундаментальна послiдовнiсть у просторi SP,
яка збiгається до f майже скрiзь на P. Тодi послiдовнiсть (| fn|) фун-
даментальна у просторi SPi збiжна до | f | майже скрiзь на P. Тому
0 =

r
P
| f |dx= lim

n→∞
(R)

r
P
| fn|dx. Це означає, що fn→ 0 у просторi SP.

За лемою 1 пункту 7.2.2 iснує пiдпослiдовнiсть fkn(x)→ 0 майже
скрiзь на P. Але fn(x)→ f (x) майже скрiзь на P, тому f ∼ 0.�

Властивiсть 6 (про адитивнiсть L-iнтеграла). Нехай елемен-
тарний прямокутник P є об’єднанням елементарних прямо-
кутникiв Pk, k∈ 1,m, якi попарно не перетинаються.

Тодi LP =
m\

k=1

LPk i
w
P

f dx=
m

∑
k=1

w
Pk

f dx ∀ f ∈ LP.

� Нехай f ∈ LP, а ( fn) – послiдовнiсть, фундаментальна у про-
сторi SPi збiжна до f майже скрiзь на P. Тодi ця послiдовнiсть фун-
даментальна у кожному просторi SPk i збiжна до f на майже скрiзь
на кожному прямокутнику Pk, k∈ 1,m. Отже, f ∈ LPk ∀k∈ 1,m, тоб-

то LP⊂
mT

k=1
LPk.

Нехай f ∈
mT

k=1
LPk. Для кожного k∈ 1,mвиберемо послiдовнiсть

( f (k)
n ), фундаментальну у просторi SPk та збiжну до функцiї f майже

скрiзь на прямокутнику Pk.
Позначимо ∀n∈N fn(x) = f (k)

n (x), коли x∈ Pk, k∈ 1,m. Покаже-
мо, що послiдовнiсть ( fn) фундаментальна у просторi SP. Справдi,

‖ fi− f j‖P =
r
P
| fi− f j |dx=

m
∑

k=1

r
Pk

| fi− f j |dx=
m
∑

k=1
‖ f (k)

i − f (k)
j ‖Pk → 0,

коли i, j → ∞, оскiльки ∀k∈ 1,m ‖ f (k)
i − f (k)

j ‖Pk → 0, коли i, j → ∞.
Крiм того, очевидно, що fn(x)→ f (x) майже скрiзь на P. Отже,

f ∈ LP, тобто
mT

k=1
LPk ⊂ LP, а тому й LP =

mT

k=1
LPk.

Далi, враховуючи адитивну властивiсть R-iнтеграла, маємо:w
P

f dx= lim
n→∞

(R)
w
P

fndx= lim
n→∞

m

∑
k=1

(R)
w
Pk

fndx=
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=
m

∑
k=1

lim
n→∞

(R)
w
Pk

fndx=
m

∑
k=1

w
Pk

f dx. �

Властивiсть 7 (про лiнiйну замiну змiнної в L-iнтегралi). Нехай
f ∈ LP, a∈ Rp,Q = P+a, g(x) = f (x−a) ∀x∈Q. Тодi g∈ LQ iw

Q

gdx=
w

P+a

f (x−a)dx=
w
P

f dx.

� Покажемо спочатку, що властивiсть 7 правильна для схiдча-
стих функцiй f . Нехай f (x) = ck на прямокутниках сталостi Pk ⊂ P,
k ∈ 1,m. Вiдмiтимо, що множина Q = P+ a := {x+ a: x∈ P} є еле-
ментарним прямокутником, утвореним шляхом “зсуву” P на вектор
a. Множини Qk = Pk +a є прямокутниками сталостi функцiї g, при-

чому g(x) = ck, коли x∈Qk, k∈ 1,m. Тому
r
Q

gdx=
m
∑

k=1
ck dx=

r
P

f dx.

Нехай тепер f ∈ LP, а ( fn) – послiдовнiсть, фундаментальна у
просторi SPта збiжна до f майже скрiзь на P. За доведеним вище,
послiдовнiсть (gn): gn(x) = fn(x−a) ∀n∈N, x∈Q, є фундаменталь-
ною у просторi SQта збiжною до g(x) = f (x−a) майже скрiзь на Q.
Тому g∈ LQ i

r
Q

gdx= lim
n→∞

r
Q

gndx= lim
n→∞

r
P

fndx=
r
P

f dx.�

7.3.3. Простiр LP. Лiнiйна властивiсть L-iнтеграла говорить
про те, що множина LP iнтегровних за Лебегом на прямокутнику
P функцiй є лiнiйним простором. Задамо норму у цьому просторi
рiвнiстю

‖ f‖L =
w
P

| f |dx.

Функцiонал ‖ f‖L, f ∈ LP, задовольнятиме всi аксiоми норми,
якщо вважати рiвними еквiвалентнi (тобто рiвнi майже скрiзь)
функцiї. Тому лiнiйний простiр LP є нормованим, якщо ототожню-
вати еквiвалентнi функцiї.

В силу теореми 2, ця сама норма має змiст i в просторi RP iн-
тегровних за Рiманом функцiй, i в просторi SPсхiдчастих функцiй.
При цьому SP⊂ RP⊂ LP. Iнодi, щоб пiдкреслити належнiсть фун-
кцiї f до простору RPабо SP, вживаються позначення ‖ f‖R i ‖ f‖S,
вiдповiдно.

Встановимо безпосередньо, що простiр LP є поповненням про-
стору SP. Першим кроком до цього є наступна
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Теорема 3 (Єгорова, про наближення L-iнтегровних функцiй
схiдчастими). Для будь-якої L-iнтегровної на прямокутнику P
функцiї f можна вказати послiдовнiсть ( fn) схiдчастих фун-
кцiй, яка має такi властивостi:

1) ( fn) фундаментальна у просторi SP;

2) fn(x)→ f (x) майже скрiзь на P;

3) ∀δ > 0 ∃Eδ: fn(x) ⇒ f (x) на P\Eδ, причому множина Eδ
є об’єднанням зчисленної кiлькостi прямокутникiв, су-
марна мiра яких менша за δ;

4) fn→ f у просторi LP.

Зокрема, теорема 3 пунктом 4) стверджує, що м н о ж и н а SP
с х i д ч а с т и х ф у н к ц i й в с ю д и щ i л ь н а у н о р м о в а н о м у
п р о с т о р i LP (тобто її замикання SP= LP).

Ця теорема дуже схожа на леми 3 та 4 пункту 7.2.2, але в нiй
початковим об’єктом є функцiя, тодi як у лемах – послiдовнiсть, а
крiм того, теорема 3 мiстить суттєвий новий пункт 4).
� За означенням L-iнтегровностi iснує послiдовнiсть (gn), фун-

даментральна у просторi SPi збiжна до f майже скрiзь на P.
За твердженнями лем 3 та 4 i доведенням леми 3, iснує функцiя

g i пiдпослiдовнiсть (gkn), такi, що

а) gkn(x)→ g(x) майже скрiзь на P;

б) ∀δ> 0 ∃Yδ: gkn(x)⇒ g(x) на P\Yδ, причому множина Yδ є об’-
єднанням зчисленної кiлькостi прямокутникiв, сумарна мiра
яких менша за δ

2;

в)
r
P
|gkn−gm|dx< 1

4n ∀n∈ N i ∀m> kn.

Покладемо ( fn) = (gkn). Послiдовнiсть ( fn) задовольняє пункти
1) i 2) теореми 3.

Позначимо Y = {x ∈ P: f (x) 6= g(x)}. Оскiльки gn(x)→ f (x), а
gkn(x)→ g(x) майже скрiзь на P, то f (x) = g(x) майже скрiзь на P,
тобто mY = 0. Тому ∀δ > 0 iснує множина Zδ ⊃Y, яка є об’єднан-
ням не бiльш нiж зчисленної кiлькостi елементарних прямокутни-
кiв, сумарна мiра яких менша за δ

2.
На множинi P\ (Yδ∪Zδ)=:P\Eδ f (x) = g(x), тому за пунктом б)

на цiй множинi fn(x) = gkn(x)⇒ f (x). При цьому множина Eδ = Yδ∪
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∪Zδ є об’єднанням зчисленної кiлькостi прямокутникiв iз сумарною
мiрою, меншою за δ. Отже, послiдовнiсть ( fn) задовольняє пункт
3) теореми 3.

Проаналiзуємо пункт в), який стосується послiдовностi (gn). За-
фiксуємо там номер n i розглянемо послiдовнiсть ϕm = |gkn − gm|,
m∈N. Це фундаментальна у просторi SPпослiдовнiсть, яка збiгає-
ться до функцiї |gkn−g|, а враховуючи, що f ∼ g, (ϕm) збiгається до
|gkn(x)− f (x)| майже скрiзь на P. Тому за означенням L-iнтеграла

lim
m→∞

w
P

ϕmdx= lim
m→∞

w
P

|gkn−gm|dx= (L)
w
P

|gkn− f |dx.

Переходячи до границi при m→∞ у нерiвностi пункту в), дiстанемо
нерiвнiсть

(L)
w
P

|gkn− f |dx= (L)
w
P

| fn− f |dx6
1
4n ,

що справедлива ∀n∈ N. Остання нерiвнiсть означає, що

‖ fn− f‖L = (L)
w
P

| fn− f |dx→ 0 (n→ ∞),

або fn→ f у просторi LP.
Отже, пункт 4) теореми 3 виконується.�
Теорема Єгорова має ряд важливих наслiдкiв, до яких належать,

зокрема, всi твердження даного пункту.
Наслiдок 1 (про збiжнiсть до функцiонального представника).

Якщо функцiя f є функцiональним представником послiдов-
ностi ( fn), фундаментальної у просторi SP (тобто ∃( fkn):
fkn(x)→ f (x) майже скрiзь на прямокутнику P), то fn→ f у
просторi LP.
� Функцiя f ∈ LP, згiдно з умовою. За теоремою 3 iснує така

фундаментальна у просторi SPпослiдовнiсть (gn), для якої функцiя
f є функцiональним представником, причому gn→ f у просторi LP.
За лемою 6 пункту 7.2.2 ( fn)∼ (gn), тобто ‖ fn−gn‖S→ 0. Тодi

‖ fn− f‖L 6 ‖ fn−gn‖L +‖gn− f‖L→ 0 (n→ ∞),
що й треба було довести.�

Наслiдок 2 (про збiжнiсть в LP i майже скрiзь). Якщо fn→ f у
просторi LP, то ∃kn ↑ ∞: fkn(x)→ f (x) майже скрiзь на P.
�Користуючись теоремою Єгорова, для кожної функцiї fn∈ LP,
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n∈ N, знайдемо функцiю gn ∈ SPi множину Yn:

‖ fn−gn‖L <
1
n
, | fn(x)< gn(x)|< 1

n
∀x∈ P\Yn,

причому множина Yn є зчисленним об’єднанням прямокутникiв, су-
марна мiра яких менша за 1

2n+1 . (Пропонуємо читачевi детальнiше
обгрунтувати можливiсть такої побудови функцiй gn i множин Yn).

Позначимо Xm =
∞S

n=m
Yn ∀m∈ N, X =

∞T

m=1
Xm. Множина X є мно-

жиною L-мiри нуль, бо X ⊂ Xm ∀m∈ N, а Xm є зчисленним об’єд-

нанням прямокутникiв, сумарна мiра яких менша за
∞
∑

n=m

1
2n+1 = 1

2m .

Якщо x /∈ X, то ∃m: x /∈ Xm⇒ x /∈Yn ∀n>m⇒ | fn(x)−gn(x)|< 1
n

∀n>m⇒ gn(x)− fn(x)→ 0 (n→ ∞).
Iнакше кажучи, gn(x)− fn(x)→ 0 майже скрiзь на P.
Оскiльки fn→ f у просторi LP, то послiдовнiсть ( fn) фундамен-

тальна у просторi LP. Тодi

‖gn−gm‖S = ‖gn−gm‖L 6 ‖gn− fn‖L +‖ fn− fm‖L+

+‖ fm−gm‖L < ‖ fn− fm‖L +
1
n

+
1
m
→ 0 (m,n→ ∞),

тобто послiдовнiсть (gn) також фундаментальна у просторi SP.
В силу своєї фундаментальностi послiдовнiсть (gn) має функцi-

онального представника, яким є функцiя g∈ LP, до якої збiгається
пiдпослiдовнiсть (gkn) майже скрiзь на P. Бiльше того, за наслiд-
ком 1, gn→ g у просторi LP.

Помiчаємо, що fkn(x)→ g(x) майже скрiзь на P. Залишилось по-
казати, що f ∼ g. Остання умова рiвносильна рiвностi ‖ f −g‖L = 0,
яка правильна в силу того, що

‖ f −g‖L 6 ‖ fn− f‖L +‖ fn−gn‖L +‖gn−g‖L→ 0 (n→ ∞). �
Добавимо тепер до властивостей L-iнтеграла ще одну важливу

властивiсть.
Властивiсть 8 (про повноту простору LP). Нормований про-

стiр LP є повним.
� Нехай ( fn) – фундаментальна послiдовнiсть простору LP,

тобто ‖ fn− fm‖L→ 0 (m,n→ ∞). Користуючись щiльнiстю множи-
ни SP схiдчастих функцiй у просторi LP, побудуємо послiдовнiсть
gn ∈ SP: ‖ fn− gn‖L < 1

n, n ∈ N. Звiдси, як i вище, легко довести,
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що послiдовнiсть (gn) є фундаментальною у просторi SP. Тому за
лемою 3 пункту 7.2.2 вона має функцiонального представника –
функцiю f ∈ LP, до якої деяка пiдпослiдовнiсть gkn збiгається май-
же скрiзь на прямокутнику P. За наслiдком 1 з теореми Єгорова
gn→ f у просторi LP. Тепер уже легко показати, що fn→ f у про-
сторi LP: ‖ fn− f‖L 6 ‖ fn−gn‖L +‖gn− f‖L→ 0 (n→ ∞).�

Повнота простору LP, щiльнiсть множини SP у ньому та рiв-
нiсть норм ‖ f‖L = ‖ f‖S ∀ f ∈ SPвказують на те, що п р о с т i р LP
є п о п о в н е н н я м п р о с т о р у SP. За вiдомою теоремою це по-
повнення єдине з точнiстю до iзометрiї, яка залишає нерухомими
точки множини SP. Зокрема, простiр LP iзометричний простору
SP∗, з якого ми починали побудову теорiї L-iнтеграла.

До цього часу єдиним способом обчислення L-iнтеграла було
тiльки його означення. А за означенням обчислювати L-iнтеграли
складно навiть для дуже простих функцiй (див. приклад 1 п. 7.2.3).
Корисно мати на озброєннi бiльш зручний, потужнiший спосiб,
який краще застосовується на практицi. Основний спосiб обчи-
слення L-iнтегралiв дає наступна

Теорема 4 (про iснування та обчислення L-iнтеграла). Якщо
iснує послiдовнiсть ( fn), фундаментальна у просторi LP
(зокрема у RP) i збiжна до функцiї f майже скрiзь на прямоку-

тнику P, то f ∈ LP, ‖ fn− f‖L→ 0 (n→ ∞) i
w
P

f dx= lim
n→∞

w
P

fndx.

� Послiдовнiсть ( fn) є фундаментальною у повному просторi
LP. Отже, зайдеться функцiя g ∈ LP: ‖ fn− g‖L → 0 (n→ ∞). Тодi
за наслiдком 2 деяка пiдпослiдовнiсть fkn(x)→ g(x) майже скрiзь
на P. Оскiльки ж fn(x)→ f (x) майже скрiзь на P, то f (x) = g(x)
майже скрiзь на P. Звiдси за властивiстю 1 про L-iнтегровнiсть

еквiвалентних функцiй f ∈ LP i ‖ fn− f‖L→ 0⇒
∣∣∣∣r
P

f dx−
r
P

fndx

∣∣∣∣6
6
r
P
| fn− f |dx= ‖ fn− f‖L→ 0⇒

r
P

fndx→
r
P

f dx (n→ ∞).�

Приклад 2. Розглянемо функцiю f (x) = 1√
x, x∈ P = (0;1]. Побудуємо

послiдовнiсть неперервних на P функцiй

fn(x) =

{
1√
x, коли 1√

x 6 n, тобто 1
n2 6 x6 1,

n, коли 1√
x > n, тобто 0< x< 1

n2 .
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Зрозумiло, що fn+1(x) > fn(x) ∀x ∈ (0;1] i ∀n∈ N, причому коли n> 1√
x,

то fn(x) = f (x). Тому fn(x)→ f (x) ∀x∈ (0;1].
Перевiримо фундаментальнiсть послiдовностi ( fn) у просторi RP. Вва-

жаючи n>m, матимемо:

‖ fn− fm‖R =
1r
0
| fn− fm|dx=

1r
0

fndx=
1r
0

fmdx=

=
1/n2r
0

ndx+
1r

1/n2

1√
x dx−

1/m2r
0

mdx−
1r

1/m2

1√
x dx=

= 1
n +2

√
x
∣∣∣1
1/n2
− 1

m−2
√

x
∣∣∣1
1/m2

= 1
m−

1
n → 0 (n>m→ ∞).

Отже, фундаментальнiсть має мiсце, i за теоремою 4 f ∈ L(0;1], а

1r
0

f dx= lim
n→∞

1r
0

fndx= lim
n→∞

(
1/n2r
0

ndx+
1r

1/n2

1√
x dx

)
=

= lim
n→∞

(
1
n +2

√
x
∣∣∣1
1/n2

)
= lim

n→∞

(
2− 1

n

)
= 2.

7.3.4. Наближення L-iнтегровних функцiй неперервними.
Краще уявити структуру L-iнтегровних функцiй дозволяє наступна

Теорема 5 (Лузiна, про зв’язок L-iнтегровних функцiй з непе-
рервними). Якщо функцiя f є L-iнтегровною на прямокутни-
ку P, то для будь-якого δ > 0 iснує множина Eδ ⊂ P, що є об’-
єднанням зчисленної кiлькостi прямокутникiв, сума мiр яких
менша за δ, причому функцiя f неперервна на множинi P\Eδ
вiдносно цiєї множини.

Можна також розцiнювати теорему Лузiна як необхiдну умову
L-iнтегровностi.
� Нехай f ∈ LP i δ > 0 – довiльне фiксоване число. За тео-

ремою Єгорова знайдуться послiдовнiсть схiдчастих функцiй ( fn),

i зчисленна система прямокутникiв {P(1)
k } такi, що

∞
∑

k=1
mP(1)

k < δ
2, а

fn(x)⇒ f (x) на множинi P\Xδ, де Xδ =
∞S

k=1
P(1)

k .

Неважко зрозумiти, що точками розриву схiдчастої функцiї мо-
жуть бути лише межовi точки її прямокутникiв сталостi. Тому мно-
жина точок розриву схiдчастої функцiї є множиною L-мiри нуль.
Позначимо через X множину точок розриву усiх функцiй fn, n∈ N.
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Множина X буде множиною L-мiри нуль як зчисленне об’єнан-
ня множин L-мiри нуль. Отже, можна вказати не бiльш нiж зчи-
сленну систему прямокутникiв {P(2)

k } таку, що X ⊂ Yδ =
S

k
P(2)

k i

∑
k

mP(2)
k < δ

2.

Позначимо Eδ = Xδ∪Yδ. На множинi P\X, а тому i на множинi
P\Eδ, всi функцiї fn, n∈N, неперервнi (навiть вiдносно всього пря-
мокутника P). Разом з цим послiдовнiсть fn(x)⇒ f (x) на множинi
P\Eδ. За вiдомою теоремою про неперервнiсть граничної функцiї f
є неперервною на множинi P\Eδ вiдносно цiєї множини. Множина
Eδ є об’єднанням зчисленної кiлькостi прямокутникiв, сумарна мiра
яких менша за δ.�

Природно виникає питання: чи можна як завгодно добре набли-
зити у просторi LP довiльну функцiю f неперервною функцiєю?

Розв’язати це питання достатньо лише для схiдчастих функцiй f .
Але i в цьому випадку треба вмiти будувати наближаючу неперерв-
ну функцiю для функцiї f .

Припустимо, що X = (X,ρ) – довiльний метричний простiр, у
якому вибрана довiльна непорожня множина E. Як вiдомо (див. пп.
1.3.3, 2.3.6), вiдстанню вiд точки x∈ X до множини E назива-
ють число ρ(x,E) := inf

y∈E
ρ(x,y). Для нас зараз важливо, що функцiя

r(x) = ρ(x,E), x ∈ X, неперервна на всьому просторi X, яка б не
була множина E ⊂ X (теорема 7 п. 2.3.6).

Центральним твердженням у даному пунктi є наступна
Лема 1 (про наближення у просторi RP схiдчастих функцiй

неперервними). Для довiльної функцiї f , схiдчастої на пря-
мокутнику P, i довiльного ε > 0 iснує неперервна на прямо-

кутнику P функцiя ϕ така, що

‖ f −ϕ‖R = (R)
w
P

| f −ϕ|dx< ε.

Для простору R1 ця властивiсть май-
же очевидна (рис. 51). У загальному ви-
падку її доведення дещо складнiше.
� Нехай число ε > 0 зафiксоване, а схiдчаста функцiя f на-

буває значень ck на прямокутниках сталостi Pk, k ∈ 1,n, причому
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f 6≡ const, а mesP> 0. Тодi H = max
x∈P
| f (x)|> 0та ∃k∈ 1,n: mesPk> 0.

Позначимо {ki : i ∈ 1,ν}= {k∈ 1,n: mesPk > 0}.
Всерединi кожного прямокутника Pki виберемо замкнений пря-

мокутник Qi ⊂ P◦ki
так, щоб mesQi >mesPki − ε

2nH , i ∈ 1,ν. Для зру-
чностi позначимо ai = cki , i ∈ 1,ν.

Розглянемо випадок ν > 1. Утворимо множини Fk =
νS

i=1
Qi \Qk

∀k∈ 1,ν, якi будуть непорожнiми i замкненими.
Позначимо rk(x) = ρ(x,Fk)> 0, k∈ 1,ν, розумiючи пiд ρ евклiдо-

ву вiдстань у просторi Rp. Визначимо функцiю ϕ: Rp→ R так:

ϕ(x) =
r1(x)a1 + r2(x)a2 + . . .+ rν(x)aν

r1(x)+ r2(x)+ . . .+ rν(x)
.

За теоремою 2 пункту 1.3.3 rk(x) = 0⇔ x∈ Fk, а за теоремою 7
пункту 2.3.6 всi функцiї rk неперервнi на просторi Rp. Тому фун-
кцiя ϕ неперервна в усьому просторi Rp i збiгається з функцiєю
f на прямокутниках Qi, i ∈ 1,ν. Крiм того, її значення знаходя-
ться в межах вiд min

16i6ν
ai до max

16i6ν
ai, а тому |ϕ(x)| 6 H ∀x ∈ Rp ⇒

| f (x)−ϕ(x)|6 2H ∀x∈ P.

Позначаючи F =
νS

i=1
Qi, дiстанемо:

mesF =
ν

∑
i=1

mesQi >
ν

∑
i=1

mesPki −
εν

2nH
=

=
n

∑
k=1

mesPk−
εν

2nH
= mesP− εν

2nH
>

>mesP− ε
2H
⇒ mesP\F <

ε
2H

.

Враховуючи це, оцiнимо iнтегралw
P

| f −ϕ|dx=
w
F

| f −ϕ|dx+
w

P\F

| f −ϕ|dx=

=
w

P\F

| f −ϕ|dx6 2H mesP\F < ε.

Отже, ϕ – шукана наближаюча неперервна функцiя для f у ви-
падку ν> 1. У випадку ν = 1 такою функцiєю буде ϕ(x)≡ a1.�

Маючи лему 1 i знаючи про щiльнiсть схiдчастих функцiй у про-
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сторi LP, можемо констатувати, що має мiсце
Властивiсть 9 (про наближення L-iнтегровних функцiй непе-

рервними). ∀ f ∈ LP i ∀ε > 0 iснує неперервна на прямокутнику
P функцiя ϕ така, що ‖ f −ϕ‖L = (L)

r
P
| f −ϕ|dx< ε.

Iнакше кажучи, множина CP неперервних на прямокутни-
ку P функцiй всюди щiльна у просторi LP.

7.3.5. L-iнтегровнiсть зрiзок. Нехай на прямокутнику P зада-
но довiльну функцiю f , а m∈ R – довiльне фiксоване число. Тодi
зрiзкою функцiї f називають функцiю

f [m](x) =
{

f (x), коли f (x)>m,
m, коли f (x)<m.

Зокрема, функцiї

f +(x) =
{

f (x), f (x)> 0,
0, f (x)< 0,

та f−(x) =
{

0, f (x)> 0,
− f (x), f (x)< 0,

є зрiзками: f + = f [0], а f− = (− f )[0].
Неважко перевiрити (зробiть це), що

f [m](x) =
| f (x)−m|+ f (x)+m

2
∀x∈ P.

Звiдси легко випливають двi властивостi зрiзок:

з1) якщо fn(x)→ f (x) (n→ ∞) у точцi x∈ P, то f [m]
n (x)→ f [m](x)

(n→ ∞) у цiй точцi;
з2) для довiльних функцiй f , g, визначених на прямокутнику P,
| f [m](x)−g[m](x)|6 | f (x)−g(x)| ∀x∈ P.

Виведемо з цих властивостей деякi наслiдки, що стосуватиму-
ться L-iнтегровних функцiй.
� I. Насамперед вирiшимо питання про L-iнтегровнiсть зрiзки

функцiї f ∈ LP.
Припустимо, що f ∈ LP, а отже, iснує послiдовнiсть ( fn), фун-

даментальна у просторi SPi збiжна до f майже скрiзь на P.
Зафiксуємо довiльне число m∈R i розглянемо зрiзки f [m] та f [m]

n ,
n∈N. Помiчаємо, що функцiї f [m]

n , n∈N, схiдчастi, причому за вла-
стивiстю з1), f [m]

n (x)→ f [m](x) (n→ ∞) майже скрiзь на P.
Враховуючи властивiсть з2) i фундаментальнiсть послiдовно-

стi ( fn) у просторi SP, дiстанемо: ‖ f [m]
i − f [m]

j ‖ =
r
P
| f [m]

i − f [m]
j |dx6
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6
r
P
| fi− f j |dx= ‖ fi− f j‖→ 0 при i, j → ∞.

Отже, послiдовнiсть ( f [m]
n ) фундаментальна у просторi SP, а

функцiя f [m] є L-iнтегровною на P.
II. З’ясуємо, чи можна послiдовнiсть ( fn) в означеннi L-iнте-

гровної функцiї f вважати обмеженою, якщо такою є функцiя f .
Припустимо, що f ∈ LP i h 6 f (x) 6 H ∀x ∈ P. Утвори-

мо зрiзки послiдовностей: спочатку un = (− fn)[−H], а потiм vn =
= (−un)[h], n∈N. Як показано вище, послiдовностi (un) i (vn) є фун-
даментальними у просторi SP.

За властивiстю з1) та означенням зрiзок, un(x)→ (− f )[−H](x) =
=− f (x)⇒ vn(x)→ f [h](x) = f (x) (n→ ∞) майже скрiзь на P.

При цьому un(x)>−H, h6 vn(x)6−un(x)6 H ∀n i ∀x∈ P.�
Таким чином, правильна
Властивiсть 10 (про L-iнтегровнiсть зрiзок та уточнення озна-

чення L-iнтегровностi обмеженої функцiї). I. Якщо f ∈ LP, то
f [m] ∈ LP ∀m∈ R, зокрема, f + ∈ LP i f− ∈ LP.

II. Якщо f ∈ LP i h6 f (x)6 H ∀x∈ P, то iснує послiдовнiсть
( fn),фундаментальна у просторi SP, збiжна до f майже скрiзь
на P i така, що h6 fn(x)6 H ∀n∈ N i ∀x∈ P.

Тiсно пов’язанi iз зрiзками так званi максимальна i мiнiмальна
функцiї з функцiй fk(x), k∈ 1,n, заданих на прямокутнику P. А саме:

M(x) = max
16k6n

fk(x), m(x) = min
16k6n

fk(x), x∈ P.

�Неважко перевiрити, що у випадку n = 2 ∀x∈ P

M(x) =
1
2

(
f1(x)+

(
f1(x)− f2(x)

)+ +
(

f1(x)− f2(x)
)−+ f2(x)

)
,

a

m(x) =
1
2

(
f1(x)−

(
f1(x)− f2(x)

)+−
(

f1(x)− f2(x)
)−+ f2(x)

)
.

Звiдси за властивiстю 10 випливає, що максимальна та мiнi-
мальна функцiї з двох L-iнтегровних функцiй є L-iнтегровними.

Припустимо, що при деякому n ∈ N максимальна M1(x) та мi-
нiмальна m1(x) функцiї з (n− 1) L-iнтегровних функцiй є L-iн-
тегровними. Розглянемо довiльний набiр з n L-iнтегровних фун-
кцiй fk, k ∈ 1,n. За припущенням, функцiї M1(x) = max

16k6n−1
fk(x)
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та m1(x) = min
16k6n−1

fk(x) є L-iнтегровними на P. Тому, за розгляну-

тим вище випадком двох функцiй, L-iнтегровними будуть i функцiї
M(x) = max{M1(x), fn(x)} та m(x) = min{m1(x), fn(x)}, x∈ P.�

Отже, за принципом математичної iндукцiї правильна
Властивiсть 11 (про L-iнтегровнiсть максимальної i мiнiмаль-

ної функцiй). Нехай fk ∈ LP ∀k ∈ 1,n, M(x) = max
16k6n

fk(x) i m(x) =

= min
16k6n

fk(x), x∈ P. Тодi m∈ LP i M ∈ LP.

Як вiдомо (властивiсть 4 пункту 5.1.5), добуток двох R-iнте-
гровних функцiй є R-iнтегровною функцiєю. Чи так це для L-iнте-
гровних функцiй?

Приклад 3. За прикладом 2 функцiя f (x) = 1√
x є L-iнтегровною на

пiвiнтервалi P = (0;1]. Якщо припустити, що g ∈ (0;1], то за адитивною

властивiстю g ∈ L[1/n;1] ∀n ∈ N, причому
r
P

gdx>
1r

1/n
gdx =

1r
1/n

1
x dx =

= lnx
∣∣∣1
1/n

= lnn→+∞, коли n→∞. Отримано суперечнiсть, а отже, фун-

кцiя g не iнтегровна на пiвiнтервалi (0;1].
Таким чином, вiдповiдь на питання про L-iнтегровнiсть добутку

двох L-iнтегровних функцiй негативна.
Важливою вiдмiннiстю мiж iнтегралами Рiмана i Лебега зокре-

ма є обов’язкова обмеженiсть R-iнтегровних функцiй.
Тому природно чекати, що добуток двох обмежених L-iнтегров-

них функцiй також буде L-iнтегровною функцiєю.
� Припустимо, що f ,g ∈ LP i | f (x)| 6 H та |g(x)| 6 H ∀x ∈ P.

Користуючись властивiстю 10, виберемо фундаментальнi у просто-
рi SPпослiдовностi ( fn) i (gn) так, щоб fn(x)→ f (x), gn(x)→ g(x)
майже скрiзь на P, причому | fn(x)|6H i |gn(x)|6H ∀n∈N i ∀x∈P.

Збiжнiсть fn(x)gn(x) → f (x)g(x) майже скрiзь на P очевидна.
Залишається перевiрити фундаментальнiсть послiдовностi ( fngn) у
просторi SP. Для цього розглянемо

‖ fngn− fmgm‖6 ‖ fngn− fngm‖+‖ fngm− fmgm‖=

=
w
P

| fngn− fngm|dx+
w
P

| fngm− fmgm|dx6

6 H
w
P

|gn−gm|dx+H
w
P

| fn− fm|dx→ 0 (m,n→ ∞).
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Отже, добуток ( fngn) фундаментальний у просторi SP, а тому
f g∈ LP.

Набагато легше розв’язується питання про L-iнтегровнiсть до-
бутку f g, у якому функцiя f довiльна L-iнтегровна, а g – схiдчаста.
Пропонуємо читачевi розглянути цей випадок самостiйно.�

Таким чином, доведена
Властивiсть 12 (про L-iнтегровнiсть добутку). Нехай f ,g∈ LP i

g∈ SPабо
(
| f (x)|6 H i |g(x)|6 H ∀x∈ P

)
. Тодi f g∈ LP.

7.3.6. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi данi твердження.
1. Функцiя f є L-iнтегровною на P, якщо вона є границею майже

скрiзь на P послiдовностi схiдчастих функцiй.

2. Твердження, обернене до твердження 1, є правильним.

3. Якщо послiдовнiсть ( fn) фундаментальна у посторi SP, то ∃H > 0:
| fn|6 H ∀x∈ P.

4. Якщо f є R-iнтегровною функцiєю, то вона є i L-iнтегровною.

5. Твердження, обернене до твердження 4, є правильним.

6. Якщо
r
P

f dx= 0, то f (x) = 0 майже скрiзь на P.

7. Якщо
r
P

f dx= mP, то f (x) = 1 на P.

8. Якщо
r
P

f dx=
r
P

gdx, то f (x) = g(x) майже скрiзь на P.

9. Якщо f (x)< g(x) на P, то
r
P

f dx<
r
P

gdx.

10. Будь-яка функцiя f ∈ LP обмежена на прямокутнику P.

11. Якщо f ∈ L[a;c] ∀c∈ (a;b), то f ∈ L[a;b].
12. Правильним є твердження, обернене до попереднього.

13. У просторi LP норма визначається за рiвнiстю ‖ f‖=
∣∣∣∣r
P

f dx

∣∣∣∣.
14. Простiр LP є метричним.

15. Множини SP, RP i CP вiдповiдно схiдчастих, R-iнтегровних i непе-
рервних на прямокутнику P функцiй всюди щiльнi у просторi LP.

16. Простiр LP є поповненням неповного нормованого простору RP
функцiй, R-iнтегровних на прямокутнику P, з iнтегральною нормою

‖ f‖R :=(R)
r
P
| f |dx.
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17. Якщо f ∈ LP, то її можна вважати неперервною на прямокутнику
P, якщо нехтувати множиною як завгодно малої мiри.

18. Всяка неперервна на прямокутнику P функцiя L-iнтегровна на ньо-
му.

19. Якщо f ∈ LP, то iснує послiдовнiсть ( fn) неперервних на прямоку-
тнику P функцiй, яка рiвномiрно збiгається до f на P.

20. Твердження, обернене до попереднього, є правильним.

21. ∀ f ∈ LP i ∀ε> 0 ∃ϕ ∈CP: | f (x)−ϕ(x)|< ε ∀x∈ P.

22. Якщо f + ∈ LP та f− ∈ LP, то i f ∈ LP.

23. Функцiя f (x) =
{

xα, коли x∈Q,
xβ, коли x 6∈Q, де α>−1, β>−1, є L-iнтегро-

вною на (0;1].
24. Функцiя f (x) = 1

x2 є L-iнтегровною на (0;1].
II. Довести данi твердження.

1. Якщо f (x) диференцiйовна на [a;b] i f ′(x) обмежена на [a;b], то

f ′ ∈ L[a;b] i f (x) = f (a)+
xr

a
f ′(t)dt.

2. Якщо fn(x)⇒ f (x) на [a;b] i fn ∈ L[a;b], то f ∈ L[a;b] i

lim
n→∞

br
a

fndx=
br
a

f dx.

3. Якщо f (x) > 0 на [a;b], f ∈ CR[c;b] ∀c ∈ (a;b) та iснує невласний

iнтеграл (R)
br
a

f (x)dx= I , то f ∈ L[a;b] i (L)
br
a

f dx= I .

4. Рiвнiсть f [m](x) = | f (x)−m|+ f (x)+m
2 , де f [m] – зрiзка функцiї f , i вла-

стивостi з1), з2) зрiзок, вiдмiченi в п.7.3.5, правильнi на довiльнiй
множинi E ⊂ Rp.

7.4. Граничний перехiд пiд знаком L-iнтеграла

У даному пiдроздiлi доведено важливi теореми Беппо Левi та
Лебега про граничний перехiд пiд знаком L-iнтеграла i за їхньою
допомогою здiйсннено подальше вивчення L-iнтегровних функцiй.

7.4.1. Теорема Беппо Левi. Нехай послiдовнiсть функцiй fn ∈
∈ LP, n∈ N, збiгається до функцiї f майже скрiзь на прямокутнику
P. Спробуємо з’ясувати, коли функцiя f ∈ LP i правильна рiвнiсть

lim
n→∞

w
P

fndx=
w
P

f dx. (1)
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Наприклад, якщо послiдовнiсть ( fn) фундаментальна у просторi
LP, то вказаний граничний перехiд можна здiйснити за теоремою
4 п. 7.3.3. Проте, перевiрити фундаментальнiсть на практицi скла-
дно. Набагато простiшими є такi умови як монотоннiсть або обме-
женiсть послiдовностi.
� Розглянемо послiдовнiсть ( fn) L-iнтегровних на прямокутни-

ку P функцiй i припустимо, що fn+1(x)> fn(x) ∀x∈ P i ∀n∈ N, при-
чому

r
P
| fn|dx6 H ∀n∈ N. Вважатимемо, що fn(x)> 0 на P, бо iна-

кше можна перейти до функцiй f ∗n = fn− f1, n ∈ N. Тодi числова
послiдовнiсть (αn), де αn =

r
P

fndx, невiд’ємна, неспадна i обмеже-

на. Тому iснує lim
n→∞

αn = lim
n→∞

r
P

fndx= A (06 A<+∞).

Звiдси випливає, що ∀n>m

‖ fn− fm‖L =
w
P

| fn− fm|dx=
w
P

fndx−
w
P

fmdx→ 0 (n>m→ ∞),

тобто послiдовнiсть ( fn) фундаментальна у просторi LP. Оскiль-
ки цей простiр повний, то ∃g ∈ LP: ‖ fn− g‖L → 0 (n→ ∞). Звiд-
си за наслiдком 2 пункту 7.3.3 iснує пiдпослiдовнiсть fkn(x)→ g(x)
майже скрiзь на P. Але для будь-якого x ∈ P, в силу монотонно-
стi послiдовностi ( fn(x)) iснує (скiнченна або нескiнченна) границя
lim
n→∞

fn(x) = f (x). Тодi f (x) = g(x) майже скрiзь на P. Отже, функцiя

f майже скрiзь скiнченна (там, де f (x) = +∞, можна перевизначи-
ти її значення на довiльнi скiнченнi), f ∈ LP i∣∣∣∣∣w

P

f dx−
w
P

fndx

∣∣∣∣∣=
w
P

| fn− f |dx= ‖ fn−g‖L→ 0 (n→ ∞).

Звiдси дiстаємо рiвнiсть (1).�
Проведенi мiркування доводять наступне твердження.
Теорема 1 (Беппо Левi, про граничний перехiд пiд знаком L-iн-

теграла). Нехай fn ∈ LP ∀n ∈ N, fn+1(x) > fn(x) ∀n ∈ N, ∀x ∈ P ir
P
| fn|dx6H ∀n∈N. Тодi майже скрiзь на P iснує скiнченна гра-

ниця lim
n→∞

fn(x) =: f (x), функцiя f ∈ LP, ‖ fn− f‖L → 0 (n→ ∞) i

правильна рiвнiсть (1).
Зауваження. Замiсть умови fn+1(x) > fn(x) ∀n ∈ N i ∀x ∈ P у

теоремi 1 можна взяти умову fn+1(x)6 fn(x) ∀n∈N i ∀x∈ P i навiть
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вимагати, щоб вона виконувалася лише майже скрiзь на P.

7.4.2. Теорема Лебега. З умов теореми Беппо Левi випливає,
що майже скрiзь на P fn(x)→ f (x) (n→ ∞) i | fn(x)| 6 f (x) ∀n ∈
∈ N, причому f ∈ LP. Тому природно виникає гiпотеза, що рiвнiсть
(1) має мiсце, коли послiдовнiсть ( fn) функцiй fn ∈ LP збiгається
майже скрiзь на P до функцiї f (x), причому | fn(x)| 6 g(x) ∀n ∈ N i
∀x∈ P, а функцiя g∈ LP (зокрема, можливо, що g(x)≡ H).
� Утворимо послiдовностi ϕn(x) = inf

k>n
fk(x) i ψn(x) = sup

k>n
fk(x),

якi задовольнятимуть нерiвностi

g(x)> ψn(x)> fn(x)> ϕn(x)>−g(x) ∀x∈ P i ∀n∈ N.
Утворимо також функцiї

ϕ(m)
n (x) = min

06k6m
fn+k(x) i ψ(m)

n (x) = max
06k6m

fn+k(x) ∀n,m∈ N,

якi задовольнятимуть такi нерiвностi:

ϕ(1)
n (x)> ϕ(2)

n (x)> . . .> ϕ(m)
n (x)> . . .> ϕn(x),

i тому lim
m→∞

ϕ(m)
n (x)> ϕn(x) ∀x∈ P, ∀n∈ N.

З iншого боку, ∀x∈ P, ∀n∈ N i ∀ε> 0 ∃n0 = n0(ε,x,n)> n:

ϕn(x)> fn0(x)− ε> ϕ(m)
n (x)− ε ∀m> n0⇒

lim
m→∞

ϕ(m)
n (x)6 ϕn(x)+ ε⇒ lim

m→∞
ϕ(m)

n (x) = ϕn(x).

За властивiстю 11 п. 7.3.5 кожна функцiя ϕ(m)
n ∈ LP. Тому за те-

оремою Беппо Левi ϕn ∈ LP ∀n∈ N. Звiдси, враховуючи нерiвностi

−g(x)6 ϕ1(x)6 ϕ2(x)6 . . .6 ϕn(x)6 . . .6 g(x) ∀x∈ P

та умову, що lim
n→∞

ϕn(x) = f (x) майже скрiзь на P, знову за теоремою

Беппо Левi дiстаємо, що f ∈ LP i ‖ϕn− f‖L→ 0 (n→∞). Аналогiчно
доводимо, що ‖ψn− f‖L→ 0 (n→∞) i тому ‖ψn−ϕn‖L→ 0 (n→∞).

Враховуючи нерiвностi ϕn(x) 6 fn(x) 6 ψn(x) ∀n ∈ N i ∀x ∈ P,
за властивiстю монотонностi L-iнтеграла дiстаємо, що ‖ fn− f‖L 6
6 ‖ fn−ϕn‖L + ‖ϕn− f‖L 6 ‖ψn−ϕn‖L + ‖ϕn− f‖L→ 0 (n→ ∞), а
це навiть сильнiша умова, нiж рiвнiсть (1).�

Отже, доведена
Теорема 2 (Лебега, про граничний перехiд пiд знаком L-iнте-

грала). Нехай fn∈ LP∀n∈N i g∈ LP, причому | fn(x)|6 g(x) ∀n∈N,
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∀x∈P i fn(x)→ f (x) майже скрiзь на P. Тодi f ∈ LP, ‖ fn− f‖L→ 0
(n→ ∞) i правильна рiвнiсть (1).

Зауваження. Нерiвнiсть | fn(x)| 6 g(x) можна вимагати майже
скрiзь на P.

7.4.3. Iнтегрування функцiонального ряду.

� Розглянемо ряд
∞
∑

k=1
fk(x), члени якого є L-iнтегровними на

прямокутнику P функцiями, причому
∞
∑

k=1

r
P
| fk|dx<+∞.

За такої умови функцiї Gn =
n
∑

k=1
| fk|, n∈N, L-iнтегровнi, причому

послiдовнiсть (Gn(x)) неспадна на прямокутнику P iw
P

Gndx=
w
P

( n

∑
k=1

| fk|
)

dx=
n

∑
k=1

w
P

| fk|dx6 H ∀n∈ N.

Згiдно з теоремою Беппо Левi рiвнiсть

G(x) =
∞

∑
k=1

| fk(x)|= lim
n→∞

Gn(x), x∈ P,

визначає функцiю G∈ LP. Звiдси випливає, що

Fn(x) =
n

∑
k=1

fk(x)→ F(x) (n→ ∞)

майже скрiзь на P i |Fn(x)| 6 G(x) ∀n∈ N майже скрiзь на P. Тому
за теоремою Лебега F ∈ LP iw

P

F dx=
w
P

(
lim
n→∞

Fn

)
dx= lim

n→∞

n

∑
k=1

w
P

fk dx=
∞

∑
k=1

w
P

fk dx,

тобто
r
P

(
∞
∑

k=1
fk

)
dx=

∞
∑

k=1

r
P

fk dx.

Навпаки, якщо G∈ LP, де G(x) =
∞
∑

k=1
| fk(x)| майже скрiзь на P,

то
n

∑
k=1

(w
P

| fk|dx
)

=
w
P

( n

∑
k=1

| fk|
)

dx6
w
P

Gdx= H <+∞ ∀n⇒

∞

∑
k=1

(w
P

| fk|dx
)
<+∞.�

Таким чином, має мiсце
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Теорема 3 (про почленне iнтегрування функцiонального ряду).

Нехай fk ∈ LP ∀k∈ N. Для того щоб ряд
∞

∑
k=1

| fk(x)| збiгався май-

же скрiзь на P до функцiї G ∈ LP, необхiдно й досить, щоб
∞

∑
k=1

(w
P

| fk|dx
)
< +∞. При цьому F ∈ LP, де F(x) =

∞

∑
k=1

fk(x) май-

же скрiзь на P, i
w
P

( ∞

∑
k=1

fk
)

dx=
∞

∑
k=1

w
P

fk dx.

7.4.4. L-iнтегровнiсть граничних функцiй. Наслiдками з тео-
рем 1 i 2 є ще двi теореми, в яких не йде мова про рiвнiсть (1), а
лише про L-iнтегровнiсть граничної функцiї.
� Спробуємо дещо послабити умови теореми Беппо Левi. За-

мiсть умови монотонностi послiдовностi ( fn) вимагатимемо, щоб
06 fn(x)→ f (x) (n→ ∞) майже скрiзь на P.

При доведеннi теореми 2 (Лебега) було вiдмiчено, що послi-
довнiсть ϕn(x) = inf

k>n
fk(x), n∈ N, збiгається до функцiї f (x) майже

скрiзь на P i ϕn+1(x)>ϕn(x) ∀n∈N i ∀x∈P, причому ϕn∈ LP∀n∈N.
Тому за теоремою Беппо Левi f ∈ LP i

r
P

f dx= lim
n→∞

r
P

ϕndx.

Оскiльки ϕn(x)6 fn(x) ∀n∈ N i ∀x∈ P, тоw
P

ϕndx6
w
P

fndx6 H ∀n∈ N,

a тому i
r
P

f dx6 H.�

Отже, доведена
Теорема 4 (Фату, про L-iнтегровнiсть граничної функцiї). Нехай

fn(x)> 0 на P, fn ∈ LP ∀n∈N i fn(x)→ f (x) (n→ ∞) майже скрiзь

на P, a
w
P

fndx6 H ∀n∈ N. Тодi f ∈ LP i
w
P

f dx6 H.

� Послабимо тепер умови теореми Лебега. Замiсть умови
| fn(x)|6 g(x) ∀n вимагатимемо, щоб | f (x)|6 g(x) на P.

За властивiстю 11 пункту 7.3.5 маємо, що коли

ϕn(x) = max{ fn(x),−g(x)} та ψn(x) = min{ϕn(x),g(x)},
то ϕn i ψn ∈ LP, причому ψn(x)→ f (x) майже скрiзь на P i |ψn(x)|6
6 g(x) ∀x∈ P i ∀n∈ N. Тому за теоремою Лебега f ∈ LP.�

Отже, правильна
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Теорема 5 (про L-iнтегровнiсть граничної функцiї). Нехай фун-
кцiї fn ∈ LP∀n∈N i fn(x)→ f (x) (n→∞) майже скрiзь на P, при-
чому | f (x)|6 g(x) ∀x∈ P, де g∈ LP. Тодi f ∈ LP.

Зауваження. У теоремах 4 та 5 не стверджується, що має мiсце
рiвнiсть (1), бо це, взагалi кажучи, не виконується.

Приклад 1. Нехай

fn(x) =

{
0, коли x< 1

n або x> 2
n,

n, коли 1
n 6 x6 2

n, n∈ N, x∈ R.

Тодi fn(x)→ 0 майже скрiзь на [0;1], але
1r
0

fn(x)dx= 1 ∀n i тому

lim
n→∞

w

P

fndx 6=
1w

0

lim
n→∞

fndx= 0.

За допомогою теорем про граничний перехiд пiд знаком L-iнте-
грала можна дiстати новi властивостi L-iнтеграла. Сформулюємо їх
у виглядi наслiдкiв.

Наслiдок 1 (критерiй L-iнтегровностi). Для того щоб функцiя
f ∈ LP, необхiдно й досить, щоб ∀ε> 0∃ϕ i ψ∈ LP: ϕ(x)6 f (x)6
6 ψ(x) ∀x∈ P i =

w
P

(
ψ−ϕ

)
dx< ε.

�Необхiднiсть очевидна, оскiльки можна взяти ϕ = ψ = f .
Припустимо, що ∀ε> 0 ∃ϕ i ψ ∈ LP: ϕ(x)6 f (x)6 ψ(x) ∀x∈ P iw

P

(
ψ−ϕ

)
dx< ε.

Тодi, вважаючи ε = 2−n, n∈ N, знайдемо функцiї ϕn i ψn, для яких
ϕn(x)6 f (x)6 ψn(x) ∀x∈ P i

r
P

(
ψn−ϕn

)
dx< 2−n⇒

∞

∑
n=1

w
P

(
ψn−ϕn

)
dx6

∞

∑
n=1

2−n <+∞.

Тому за теоремою про почленне iнтегрування функцiонального ря-
ду ψn(x)− ϕn(x) → 0 майже скрiзь на P. Враховуючи нерiвнiсть
ϕn(x) 6 f (x) 6 ψn(x), дiстаємо ϕn(x)→ f (x) i ψn(x)→ f (x) майже
скрiзь на P. За теоремою 5 f ∈ LP.�

Наслiдок 2 (про L-iнтегровнiсть добутку). Нехай f i g ∈ LP, а

|g(x)|6 H ∀x∈ P. Тодi f g∈ LP i

∣∣∣∣w
P

f gdx

∣∣∣∣6 H
w
P

| f |dx.
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� Вiзьмемо послiдовнiсть (gn), фундаментальну у просторi SP
та збiжну майже скрiзь на P до функцiї g. За властивiстю 10 пункту
7.3.5 послiдовнiсть (gn) можна вибрати так, щоб |gn(x)|6H ∀n∈N
i ∀x∈ P.

Тодi |gn(x) f (x)| 6 H| f (x)| ∀n ∈ N i ∀x ∈ P, gn f ∈ LP ∀n ∈ N (за
властивiстю 12 пункту 7.3.5) i gn(x) f (x)→ g(x) f (x) майже скрiзь
на P. Отже, виконано умови теореми Лебега, за якою f g ∈ LP.
Оскiльки | f (x)g(x)| 6 H| f (x)| ∀x ∈ P, то за властивiстю монотон-
ностi L-iнтеграла дiстаємо потрiбну нерiвнiсть.�

7.4.5. Обчислення кратних L-iнтегралiв за допомогою по-
вторних. В пунктi 5.1.6 доведено теорему Фубiнi про зв’язок кра-
тного R-iнтеграла з повторним. Знайдемо аналог цiєї теореми для
L-iнтегралiв. Перш за все, введемо поняття перерiзу множини.

Нехай E ⊂ R2, а x1 ∈ R – фiксоване чи-
сло. Тодi перерiзом множини E прямою
x = x1 називають множину Ex1 = {y ∈ R:
(x1,y) ∈ E} (рис. 52). Аналогiчно визначає-
ться перерiз Ey1 множини E прямою y = y1.

Припустимо, що E ⊂ P = [a;b]× [c;d],
mE = 0 у просторi R2, i з’ясуємо, для яких
x1 ∈ [a;b] перерiз Ex1 цiєї множини також
має нульову L-мiру, але в просторi R1.
� За теоремою 1 пункту 7.1.1 iснує зчисленна кiлькiсть еле-

ментарних прямокутникiв Pk = [ak;bk]× [ck;dk], k ∈ N, таких, що

mPk > 0∀k,
∞
∑

k=1
mPk <+∞ i кожна точка (x,y) ∈ E належить до зчи-

сленної кiлькостi прямокутникiв Pk.
Нехай ek(x,y) – характеристична функцiя прямокутника Pk.

Тодi, вважаючи, що Pk ⊂ P ∀k, маємо:

mPk = (R)
ww
Pk

ek(x,y)dxdy= (bk−ak)(dk−ck) =

=
bkw

ak

( dkw
ck

ek(x,y)dy

)
dx=

w
[a;b]

( w
[c;d]

ek(x,y)dy

)
dx⇒
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∞

∑
k=1

mPk =
∞

∑
k=1

w
[a;b]

( w
[c;d]

ek(x,y)dy

)
dx<+∞.

Звiдси за теоремою 3 дiстаємо, що ряд
∞
∑

k=1

r
[c;d]

ek(x,y)dy є збi-

жним майже скрiзь на [a;b].

Зафiксуємо x, для якого
∞
∑

k=1

r
[c;d]

ek(x,y)dy< +∞. Зрозумiло, що

коли в прямокутнику Pk нема точок з абсцисою x, тобто (x,y) 6= Pk

∀y∈ [c;d], то ek(x,y) = 0 ∀y∈ [c;d], а тому
∞

∑
k=1

w
[c;d]

ek(x,y)dy=
∞

∑
i=1

w
[c;d]

eki (x,y)dy<+∞,

де {Pki} – множина усiх прямокутникiв Pk, що мають точки з
абсцисою x.

Якщо Ex = ∅, то Ex – множина L-мiри нуль. Якщо Ex 6= ∅, то
∃(x,y) ∈ E ⇒ (x,y) належить до нескiнченної множини прямоку-
тникiв {Pki}, причому

∞

∑
i=1

w
[c;d]

eki (x,y)dy=
∞

∑
i=1

(dki −cki )<+∞,
∞[

i=1

[cki ;dki ]⊃ Ex

i кожна точка Ex належить до зчисленної кiлькостi промiжкiв
[cki ;dki ]. Це означає, що множина Ex є множиною L-мiри нуль у про-
сторi R1.

Мiркування для простору Rp, p> 2, аналогiчнi.�
Таким чином, правильна
Лема 1 (про перерiз множини L-мiри нуль). Нехай E – множи-

на L-мiри нуль у просторi Rp, E ⊂ [a1;b1]× [a2;b2]× . . .× [ap;bp],
а для фiксованого x1 ∈ [a1;b1] позначимо

Ex1 = {(x2, . . . ,xp): (x1,x2, . . . ,xp) ∈ E}.
Тодi майже для всiх x1 ∈ [a1;b1] множина Ex1 (перерiз множини
E) є множиною L-мiри нуль у просторi Rp−1.

Перейдемо до питання про обчислення кратних L-iнтегралiв
за допомогою повторних. При цьому спочатку розглянемо функцiї
двох змiнних.

Зауважимо, що для схiдчастих функцiй, як i для неперервних, у
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теоремi Фубiнi пункту 5.1.6 не потрiбно вимагати iснування внутрi-
шнього iнтеграла (на вiдмiну вiд довiльних R-iнтегровних функцiй),
бо вiн завжди iснує. Виявляється, що i для довiльних L-iнтегровних
функцiй теорема Фубiнi правильна у формi, коли iснування внутрi-
шнього iнтеграла є не вимогою, а висновком.

Теорема 6 (Фубiнi, про зв’язок подвiйного L-iнтеграла з по-
вторним). Нехай функцiя f є L-iнтегровною на прямокутнику
P = [a;b]× [c;d]. Тодi майже скрiзь на [a;b] iснує

ϕ(x) =
dw
c

f (x,y)dy,

причому ϕ ∈ L[a;b] i має мiсце рiвнiсть:
ww
P

f (x,y)dxdy=
bw

a

ϕ(x)dx. (2)

�Проведемо доведення теореми 6 у чотири етапи.
I. Для схiдчастих функцiй теорема 6 є наслiдком з теореми 5 пун-

кту 5.1.6, причому ϕ(x) iснує ∀x∈ [a;b] i ϕ ∈ R[a;b].
II. Припустимо, що f ∈ LP i 06 f (x,y) 6 H ∀(x,y) ∈ P. Тодi за

властивiстю 10 пункту 7.3.5 iснує послiдовнiсть ( fn), фундамен-
тальна у просторi SP, збiжна до f (x,y) майже скрiзь на P i така, що

06 fn(x,y)6H ∀n∈N i ∀(x,y) ∈ P. Позначимо ϕn(x) =
dr
c

fn(x,y)dy.

При фiксованому x∈ [a;b] функцiї fn(x,y), n∈ N, є схiдчастими
функцiями вiд змiнної y на вiдрiзку [a;b]. За лемою 1, майже для ко-
жного x∈ [a;b] fn(x,y)→ f (x,y) (n→∞) майже скрiзь на [c;d]. Тому
майже для кожного x∈ [a;b] за теоремою Лебега f (x,y) ∈ L[c;d] i

lim
n→∞

ϕn(x) = lim
n→∞

dw
c

fn(x,y)dy=
dw
c

f (x,y)dy= ϕ(x). (3)

Оскiльки теорема 6 правильна для схiдчастих функцiй, то фун-
кцiї ϕn ∈R[a;b]⊂ L[a;b], n∈N. Тому, в силу рiвномiрної обмежено-
стi послiдовностi (ϕn(x)) на вiдрiзку [a;b] та рiвностi (3), за теоре-
мою Лебега ϕ ∈ L[a;b] i

lim
n→∞

bw
a

ϕn(x)dx=
bw

a

ϕ(x)dx. (4)
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Звiдси, враховуючи теорему Фубiнi для схiдчастих функцiй та
рiвнiсть (4), дiстаємо рiвнiсть (2):ww

P

f (x,y)dxdy= lim
n→∞

w
P

fn(x,y)dxdy=

= lim
n→∞

bw
a

dx
dw
c

fn(x,y)dy= lim
n→∞

bw
a

ϕn(x,y)dx=
bw

a

ϕ(x)dx.

III. Припустимо, що f ∈ LP i f (x,y) > 0 ∀(x,y) ∈ P. Побудуємо
послiдовнiсть ( fn), що визначається рiвностями: fn(x,y) = f (x,y),
коли f (x,y) 6 n, i fn(x,y) = n, коли f (x,y) > n, n ∈ N, (x,y) ∈ P.
Всi функцiї fn, n∈ N, L-iнтегровнi, невiд’ємнi та обмеженi на пря-
мокутнику P. Крiм того, fn(x,y)→ f (x,y) (n→ ∞) i послiдовнiсть
( fn(x,y)) неспадна скрiзь на P. За теоремою Беппо Левiww

P

f (x,y)dxdy= lim
n→∞

ww
P

fn(x,y)dxdy. (5)

За доведеною частиною II теореми, ∀n∈ N iснує множина An ⊂
⊂ [a;b] така, що mAn = 0 i ∀x∈ [a;b] \An функцiя fn(x,y) ∈ L[c;d].

Крiм того, якщо позначити ϕn(x) =
dr
c

fn(x,y)dy, то ϕn(x) ∈ L[a;b] i

ww
P

fn(x,y)dxdy=
bw

a

ϕn(x)dx. (6)

Позначимо A=
∞S

n=1
An. Тодi mA= 0 i при фiксованому x∈ [a;b]\A

функцiї fn(x,y) ∈ L[c;d], n∈ N, fn(x,y)→ f (x,y) (n→ ∞) i рiвнiсть
(6) виконується ∀n∈ N.

Послiдовнiсть (ϕn(x)) є невiд’ємною i неспадною на [a;b] \ A,
тобто майже скрiзь на [a;b]. Тому, в силу рiвностi (6), за теоре-
мою Беппо Левi майже скрiзь на [a;b] iснує скiнченна границя
lim
n→∞

ϕn(x) = Φ(x), причому функцiя Φ(x) ∈ L[a;b] i

lim
n→∞

bw
a

ϕn(x)dx=
bw

a

Φ(x)dx.

За властивiстю границi монотонної послiдовностi ϕn(x) 6 Φ(x)
∀n ∈ N майже скрiзь на [a;b]. З iншого боку, як зазначалося, для
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всiх x∈ [a;b] fn(x,y)→ f (x,y) (n→ ∞) i послiдовнiсть ( fn(x,y)) не-
спадна. Тому за теоремою Беппо Левi майже для кожного фiксо-
ваного x ∈ [a;b] (а саме, для якого ϕn(x) 6 Φ(x) ∀n ∈ N) функцiя

f (x,y) ∈ L[c;d] i lim
n→∞

dr
c

fn(x,y)dy=
dr
c

f (x,y)dy.

Використовуючи зробленi ранiше позначення, останню рiвнiсть
можна записати у виглядi lim

n→∞
ϕn(x)dx= ϕ(x) майже скрiзь на [a;b].

Звiдси випливає, що ϕ(x) = Φ(x) майже скрiзь на [a;b], а отже,
ϕ(x) ∈ L[a;b] i

lim
n→∞

bw
a

ϕn(x)dx=
bw

a

ϕ(x)dx. (7)

Отже, рiвнiсть (2) випливає з рiвностей (5), (6) та (7). Теорема
2 доведена у випадку III.

IV. Для довiльної функцiї f (x,y) ∈ LP розглянемо її зрiзки
f +(x,y) та f−(x,y) (див. пункт 7.3.5), якi є невiд’ємними L-iнте-
гровними на P функцiями причому f = f +− f−. Отже, цей випадок
зводиться до попереднього.�

Аналогiчними мiркуваннями для загального випадку функцiї p
змiнних можна довести наступну теорему 7.

Теорема 7 (Фубiнi, про зв’язок кратного L-iнтеграла з повтор-
ним). Нехай функцiя f є L-iнтегровною на прямокутнику P =
= [a1;b1]× [a2;b2]× . . .× [ap;bp]. Тодi майже скрiзь на [a1;b1] iснує

ϕ(x1) =
w
P∗

f (x1,x2, . . . ,xp)dx∗,

де P∗ = {x∗ = (x2, . . . ,xp): (x1,x2, . . . ,xp) ∈ P}. При цьому функцiя
ϕ(x1) є L-iнтегровною на [a1;b1] i має мiсце рiвнiсть:

w
P

f (x1,x2, . . . ,xp)dx1dx2 . . .dxp =
b1w

a1

ϕ(x1)dx1.

Застосовуючи теорему Фубiнi до внутрiшнього iнтеграла p− 1
раз, дiстанемо

w
P

f dx=
b1w

a1

dx1

b2w
a2

dx2 . . .

bpw
ap

f (x1,x2, . . . ,xp)dxp,



7.4.6] Êðèòåðié Ëåáåãà iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì 391

причому знаки
bkr
ak

разом iз dxk можна мiняти з iншими аналогiчними

знаками яким завгодно чином. Зокрема, якщо p = 2, то
ww
P

f (x,y)dxdy=
bw

a

dx
dw
c

f (x,y)dy=
dw
c

dy
bw

a

f (x,y)dx.

Таким чином, н а в i д м i н у в i д R- i н т е г р а л i в , i с н у в а н н я
к р а т н о г о L - i н т е г р а л а г а р а н т у є i с н у в а н н я п о в т о р -
н и х i н т е г р а л i в т а ї х р i в н i с т ь . У цьому виявляється ще
одна перевага L-iнтегралiв над R-iнтегралами.

7.4.6. Критерiй Лебега iнтегровностi за Рiманом. Доведемо
тепер критерiй iнтегровностi за Рiманом, згаданий у пунктi 5.1.4.

Теорема 8 (критерiй Лебега iнтегровностi за Рiманом). Нехай
функцiя f обмежена на замкненому елементарному прямоку-
тнику P⊂ Rp. Для того, щоб функцiя f була iнтегровною за
Рiманом на цьому прямокутнику, необхiдно й досить, щоб во-
на була майже скрiзь неперервною на P.
�Припустимо, що функцiя f обмежена на замкненому елемен-

тарному прямокутнику P⊂ Rp.
Побудуємо послiдовнiсть розбиттiв (Tn) прямокутника P на пря-

мокутники P(n)
k , k ∈ 1,νn, n∈ N, так, щоб λ(Tn)→ 0 (n→ ∞) i щоб

розбиття (Tn+1) було роздрiбненням розбиття (Tn) ∀n∈ N.
Позначимо h(n)

k = inf
x∈P(n)

k

f (x), H(n)
k = sup

x∈P(n)
k

f (x) ∀k∈ 1,νn, n∈ N.

Введемо схiдчастi функцiї ϕn та Φn, n∈N, поклавши ϕn(x) = h(n)
k

i Φn(x) = H(n)
k , коли x∈ (P(n)

k )◦, та ϕn(x) = Φn(x) = 0 в iнших випад-
ках. (Через E◦ позначаємо внутрiшнiсть множини E).

Утворимо множину X =
∞S

n=1

knS

k=1
∂P(n)

k , що буде множиною L-мiри

нуль як зчисленне об’єднання множин L-мiри нуль.
Правильнi такi спiввiдношення:

1)


(R)

r
P

ϕndx=
νn

∑
k=1

h(n)
k mesP(n)

k = S∗(Tn),

(R)
r
P

Φndx=
νn

∑
k=1

H(n)
k mesP(n)

k = S∗(Tn),

де S∗(Tn) та S∗(Tn) – нижня й верхня суми Дарбу функцiї f ;



7.4.6] Êðèòåðié Ëåáåãà iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì 392

2) на множинi P\X буде правильною нерiвнiсть ϕn(x) 6 f (x) 6
6Φn(x) ∀n∈ N;

3) на множинi P \ X правильнi нерiвностi ϕn(x) 6 ϕn+1(x) та
Φn(x)>Φn+1(x) ∀n∈ N.

Н е о б х i д н i с т ь . Припустимо, що f ∈ RP. Тодi за критерiєм
R-iнтегровностi (теорема 2 пункту 5.1.3) нижня та верхня суми
Дарбу S∗(Tn) та S∗(Tn) збiгаються до (R)

r
P

f dx при n→ ∞. Звiдси

та iз спiввiдношення 1) випливає, що (R)
r
P

(Φn(x)−ϕn(x))dx→ 0

(n→∞), тобто послiдовнiсть (Φn−ϕn) збiгається до нуля у просторi
SP. Тодi за лемою 1 п. 7.2.2 iснує пiдпослiдовнiсть Φin(x)−ϕin(x)→
→ 0 майже скрiзь на P. Звiдси та iз спiввiдношення 2) маємо, що
Φin(x)→ f (x) (n→ ∞) майже скрiзь на прямокутнику P.

Вiзьмемо точку x0 /∈ X такою, щоб

Φin(x0)−ϕin(x0)→ 0 i Φin(x0)− f (x0)→ 0 (n→ ∞).
Зафiксуємо ε> 0 i знайдемо N = N(ε), для якого

ΦiN(x0)−ϕiN(x0)<
ε
2

i ΦiN(x0)− f (x0)<
ε
2
.

Знайдемо номер k0 ∈ 1,νiN , для якого x0 ∈ (P(iN)
k0

)◦, i вiзьмемо

δ = δ(ε)> 0 таким, щоб Oδ(x0)⊂ (P(iN)
k0

)◦. Тодi

| f (x)− f (x0)|6 | f (x)−ΦiN(x)|+

+|ΦiN(x)−ΦiN(x0)|+ |ΦiN(x0)− f (x0)|=

= (ΦiN(x)− f (x))+(ΦiN(x0)− f (x0))6

6 (ΦiN(x)−ϕiN(x))+(ΦiN(x0)− f (x0)) =

= (ΦiN(x0)−ϕiN(x0))+(ΦiN(x0)− f (x0))<
ε
2

+
ε
2

= ε,

якщо x∈Oδ(x0). Це означає, що функцiя f неперервна у точцi x0.
Отже, доведено, що функцiя f є неперервною майже скрiзь на

прямокутнику P.
Д о с т а т н i с т ь . Припустимо тепер, що обмежена на прямоку-

тнику P функцiя f майже скрiзь неперервна на P.
Вiзьмемо яку-небудь точку x0∈P\X, в якiй функцiя f неперерв-

на, i покажемо, що Φn(x0)−ϕn(x0)→ 0 (n→ ∞), звiдки на основi
спiввiдношення 2) випливатиме, що ϕn(x0)→ f (x0) (n→ ∞).
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Справдi, за означенням неперервностi у точцi x0 для довiльного
ε> 0 знайдеться δ = δ(ε)> 0 таке, що

| f (x)− f (x0)|< ε ∀x∈Oδ(x0)∩P.

Далi для того самого ε знайдемо номери N = N(ε) i kN такi, що
x0 ∈ P(N)

kN
⊂Oδ(x0). Це можна зробити, бо λ(Tn)→ 0 (n→ ∞).

Тодi ∀n>N ∃kn∈ 1,νn: x0∈P(n)
kn
⊂Oδ(x0) в силу того що розбиття

(Tn+1) є роздрiбненнями розбиттiв (Tn).
Звiдси випливає, що ∀x∈ P(n)

kn
, ∀n> N

| f (x)− f (x0)|< ε ⇔ f (x0)− ε< f (x)< f (x0)+ ε⇒

f (x0)− ε6 inf
P(n)

kn

f (x)6 sup
P(n)

kn

f (x)6 f (x0)+ ε⇔

f (x0)− ε6 ϕn(x0)6Φn(x0)6 f (x0)+ ε⇒
Φn(x0)−ϕn(x0)→ 0 (n→ ∞).

Тепер, беручи до уваги спiввiдношення 3), за теоремою Беппо
Левi дiстаємо, що f ∈ LP,

‖ϕn− f‖L→ 0, ‖Φn− f‖L→ 0⇒‖Φn−ϕn‖L→ 0 (n→ ∞)⇔w
P

Φndx−
w
P

ϕndx→ 0⇔ S∗(Tn)−S∗(Tn)→ 0 (n→ ∞)⇔ f ∈ RP.�

7.4.7. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi данi твердження.

1. Якщо fn+1(x)> fn(x) ∀n∈N майже скрiзь на P, то майже скрiзь на
P iснує скiнченна границя lim

n→∞
fn(x)=: f (x).

2. Якщо fn+1(x)> fn(x) ∀n∈N майже скрiзь на P i f (x) := lim
n→∞

fn(x) 6=
6= ∞ майже скрiзь на P, то f ∈ LP.

3. Якщо fn ∈ LP i
r
P
| fn|dx6 H < ∞ ∀n ∈ N, a fn(x)→ f (x) майже

скрiзь на P, то ‖ fn− f‖L→ 0 (n→ ∞).

4. Якщо fn(x) =
{ n, коли n∈ [1

n; 2
n],

0, коли n /∈ [1
n; 2

n],
n∈ N, то lim

n→∞
‖ fn−0‖L = 0.

5. Якщо fn(x) =
{ 1

x , коли n∈ [ 1
n+1; 1

n],

0, коли n /∈ [ 1
n+1; 1

n],
n∈ N, то

1)
r

[0;1]
lim
n→∞

fn(x)dx= lim
n→∞

r
[0;1]

fn(x)dx i
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2) ∃g∈ L[0;1]: | fn(x)|6 g(x) ∀n∈ N i ∀x∈ [0;1].
6. Якщо fn(x) ⇒ f (x) на P i fn ∈ LP ∀n ∈ N, то f ∈ LP i

r
P

f dx =

= lim
n→∞

r
P

fndx.

7. У теоремi 3 умову
∞
∑

k=1

r
P
| fn|dx<+∞ можна замiнити умовою рiвно-

мiрної збiжностi ряду
∞
∑

k=1
fk(x).

8. f ∈ LP⇔ | f | ∈ LP.

9. Якщо f i g∈ LP, то f g∈ LP.

10. Якщо f ,g ∈ LP i m6 f (x) 6 M ∀x ∈ P, то ∃c ∈ [m;M]:
r
P

f gdx =

= c
r
P

gdx.

11. Якщо кожен перерiз Ex1 множини E⊂R2 є множиною L-мiри нуль,
то i множина E має мiру нуль.

12. Твердження, обернене до попереднього, є правильним.

13. Якщо функцiя схiдчаста, то для R-iнтеграла цiєї функцiї має мiсце
теорема Фубiнi.

14. Теорема Фубiнi правильна для R-iнтеграла будь-якої R-iнтегровної
функцiї.

15. Iснування подвiйного R-iнтеграла гарантує iснування повторного
R-iнтеграла.

16. Iснування повторного R-iнтеграла гарантує iснування подвiйного
R-iнтеграла.

17. Iснування подвiйного L-iнтеграла гарантує iснування повторного
L-iнтеграла.

II. Довести данi твердження.
1. Якщо f диференцiйовна на [a;b] i f ′ обмежена на [a;b], то f ′ ∈
∈ L[a;b] i f (x) = f (a)+

r
[a;x]

f ′dx∀x∈ [a;b].

2. Якщо mP> 0, а функцiя f обмежена на P та L-iнтегровна на будь-
якому замкненому прямокутнику Q⊂ P◦, то f ∈ LP.

3. Якщо f ∈ LP, f (x)6 0∀x∈P, а fn(x) = f (x), коли f (x)> n, i fn(x) =
= n, коли f (x)> n, ∀n∈ N, то

r
P

f dx= lim
n→∞

r
P

fndx.

4. Теореми Лебега i Беппо Левi про граничний перехiд пiд знаком iн-
теграла є рiвносильними твердженнями.
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7.5. L-вимiрнi множини i L-iнтеграл
по L-вимiрнiй множинi

У цьому пiдроздiлi введено поняття L-мiри i узагальнено поняття
L-iнтеграла на випадок довiльної L-вимiрної множини, аналогiчно
тому, як це було зроблено для мiри Жордана та iнтеграла Рiмана
по вимiрнiй за Жорданом множинi.

7.5.1. Поняття L-вимiрної множини та її L-мiри. Нехай не-
порожня множина E ⊂ Rp обмежена, а P – деякий елементарний
прямокутник, що мiстить E. Тодi множину E назвемо L-вимiрною,
або вимiрною за Лебегом, якщо характеристична функцiя цiєї
множини fE є L-iнтегровною на P. При цьому число mE :=

r
P

fE dx

називатимемо L-мiрою, або мiрою Лебега множини E.
Враховуючи адитивнiсть L-iнтеграла, легко довести, що L - в и-

м i р н i с т ь м н о ж и н и E т а ї ї L - м i р а н е з а л е ж а т ь в i д
е л е м е н т а р н о г о п р я м о к у т н и к а P⊃ E.

З теореми 1 пункту 7.3.1 про зв’язок мiж iнтегралами Рiмана i
Лебега випливає, що всяка множина E, вимiрна за Жорданом, є
вимiрною i за Лебегом, причому її мiри Лебега i Жордана спiв-
падають.

Разом з цим, iснують множини, вимiрнi за Лебегом, але не ви-
мiрнi за Жорданом. Такою є, хоча б, множина P∩Qp, якщо mP> 0
(див. приклад 1.2◦ пункту 7.3.1).

Зауважимо також, що з властивостi 7 п. 7.3.2 випливає iнва-
рiантнiсть мiри вiдносно зсуву: множини E та E + a = {x+ a:
x∈ E} одночасно або L-вимiрнi (i тодi mE = m(E +a)), або нi.

Пiдкреслимо також, що д л я о б м е ж е н и х м н о ж и н поняття
множини L-мiри нуль, введене в пунктi 7.1.1, рiвносильне щойно
введеному поняттю множини, мiра Лебега якої дорiвнює нулю. Це
випливає з того, що

r
P

fE dx= 0⇔ fE(x) = 0 майже скрiзь на P. Але

перше поняття має ширший обсяг, оскiльки воно застосовне i до
необмежених множин простору Rp.

7.5.2. Основнi властивостi L-мiри. Так само, як i властивостi
мiри Жордана, властивостi L-мiри випливають з вiдповiдних вла-
стивостей L-iнтеграла. Сформулюємо цi властивостi.
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Властивiсть 1 (про невiд’ємнiсть мiри). mE > 0 для будь-якої
L-вимiрної множини.

Властивiсть 2 (про монотоннiсть L-мiри). Якщо множини E1 i
E2 L-вимiрнi i E1⊂ E2, то mE16mE2.

Властивiсть 3 (про L-вимiрнiсть множини та її доповнення).
Якщо E ⊂ P, i CE = P\E то множини E i CE одночасно вимiрнi
або нi. При цьому mE +mCE = mP.

Властивiсть 4 (про повноту мiри). Якщо mA = 0, а E ⊂ A, то
mE = 0.

Властивiсть 5 (про L-вимiрнiсть об’єднання, перерiзу та рiзницi
множин). Нехай L-вимiрнi множини Ek⊂P, k∈ 1,n. Тодi множи-

ни
nT

k=1
Ek, E1\E2 i

nS

k=1
Ek також L-вимiрнi, причому 1) mE1\E2 =

= mE1−mE2, коли E1⊃E2, i 2) m
nS

k=1
Ek =

n
∑

k=1
mEk, коли множини

Ek попарно не перетинаються.
Властивостi 1 – 5 доводяться так само, як i вiдповiднi властиво-

стi мiри Жордана.
Наступнi властивостi 6 – 10 притаманнi тiльки L-мiрi.
Властивiсть 6 (про повну адитивнiсть L-мiри). Нехай множи-

ни Ek, k ∈ N, L-вимiрнi, причому Ek ⊂ P ∀k ∈ N. Тодi множина

E =
∞S

k=1
Ek L-вимiрна i m

∞S

k=1
Ek =

∞
∑

k=1
mEk, коли множини Ek

попарно не перетинаються.
� Для доведення властивостi 6 розглянемо спочатку випадок,

коли множини Ek попарно не перетинаються. У цьому випадку

E ⊂ P i fE(x) =
∞
∑

k=1
fEk(x) ∀x∈ P. Звiдси за теоремою 3 пункту 7.4.3

дiстаємо, що fE ∈ LP i
r
P

fE dx=
∞
∑

k=1

r
P

fEk dx, тобто ∃mE =
∞
∑

k=1
mEk.

У загальному випадку подамо множину E у виглядi

E = E1∪ (E2\E1)∪ (E3\E2\E1)∪ . . . ,
де об’єднуванi множини вимiрнi, мiстяться у прямокутнику P i по-
парно не перетинаються. Тому за доведеним вище множина E ви-
мiрна.�

Властивостi 5, 6 вказують на те, що с и с т е м а в с i х L - в и-
м i р н и х п i д м н о ж и н п р я м о к у т н и к а P є σ - а л г е б р о ю .
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Властивiсть 7 (про L-вимiрнiсть лiнiйної вiдкритої множини).
Якщо лiнiйна вiдкрита множина G⊂ [a;b], то вона L-вимiрна
i mG = ∑

k
(βk−αk), де (αk;βk), k = 1,2, . . . , – складовi iнтервали

множини G.
Властивiсть 8 (про L-вимiрнiсть лiнiйної замкненої множи-

ни). Якщо лiнiйна замкнена множина F ⊂ [a;b], де a = minF,
b = maxF, то вона L-вимiрна i mF = b− a− ∑

k
(βk − αk), де

(αk;βk), k = 1,2, . . . , – сумiжнi iнтервали множини F .
� Властивостi 7 i 8 є простими наслiдками з властивостей 6 та 3

i теорем про будову вiдкритих i замкнених лiнiйних множин.�
Щоб дослiдити на L-вимiрнiсть будь-яку вiдкриту обмежену

множину у просторi Rp, доведемо наступну лему.
Лема 1 (про будову вiдкритих множин простору Rp). Будь-яку

вiдкриту множину G⊂Rp можна представити у виглядi зчи-
сленного об’єднання замкнених елементарних прямокутни-
кiв.
� Зробимо розбиття простору Rp на прямокутники

P(n)
m1,... ,mp =

[
m1

2n ;
m1 +1

2n

]
× . . .×

[
mp

2n ;
mp +1

2n

]
,

де n∈ N, mi ∈ Z ∀i ∈ 1, p.
Сукупнiсть усiх цих прямокутникiв зчисленна, всi вони замкненi

i мають такi властивостi

R
p =

[

m,n

P(n)
m , diamP(n)

m → 0 (n→ ∞),

де m= (m1, . . . ,mp) ∈ Zp. Тому, враховуючи, що множина G вiдкри-

та, матимемо: ∀x∈ G ∃P(n)
m (x): x∈ P(n)

m ⊂ G. Отже, G =
S

x∈G
P(n)

m (x),

а це i є потрiбне представлення.�
За допомогою леми 1 i властивостей 6 та 3 легко дiстаємо
Властивiсть 9 (про L-вимiрнiсть вiдкритих i замкнених множин у

просторiRp). У просторiRp всi обмеженi вiдкритi та замкненi
множини L-вимiрнi.

Властивiсть 10 (про неперервнiсть L-мiри). Нехай L-вимiрнi
множини Ek ⊂ P ∀k∈ N. Тодi

1) якщо Ek ⊂ Ek+1 ∀k, то m
∞S

k=1
Ek = lim

n→∞
mEn;
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2) якщо Ek ⊃ Ek+1 ∀k, то m
∞T

k=1
Ek = lim

n→∞
mEn.

� Для доведення спiввiдношення 1) запишемо множину

E =
∞S

k=1
Ek у виглядi

E = E1∪ (E2\E1)∪ (E3\E2)∪ . . . ,
де об’єднуванi множини попарно не перетинються.

Тодi за властивостями 5, 6 множина E вимiрна i

mE = mE1 +
∞

∑
k=2

(mEk−mEk−1) = lim
n→∞

mEn.

Спiввiдношення 2) зводиться до попереднього шляхом переходу

до множин Fk = P\Ek, k∈N. Позначивши F =
∞S

k=1
Fk, дiстанемо, що

mF = lim
n→∞

mFn. Тодi для множини E =
∞T

k=1
Ek матимемо: E = P\F⇒

mE = mP−mF = lim
n→∞

(mP−mFn) = lim
n→∞

mP\Fn = lim
n→∞

mEn.�

Властивiсть 11 (про iснування невимiрної множини). Якщо
множина E L-вимiрна у просторi Rp i mE > 0, то iснує пiд-
множина E1⊂ E, що не є L-вимiрною у просторi Rp.
� Домовимося позначати K[x,ε] = { x∈ Rp: ‖x‖ 6 ε} (тобто за-

мкнену кулю), а θ = (0, . . . ,0) – нуль простору Rp.
Видiлимо у замкненiй кулi K[θ, 1

2] зчисленну множину A попар-
но рiзних векторiв, один з яких нульовий. Утворимо з цих векторiв

систему B усiляких лiнiйних комбiнацiй вигляду
n
∑

i=1
αiai, де ai ∈ A,

αi ∈ {−1,0,1}. Множина B зчисленна i замкнена вiдносно опера-
цiй додавання та вiднiмання векторiв.

Для кожного x∈K[θ, 1
2] позначимо K(x) = {y∈K[θ, 1

2]: x−y∈B}.
Зауваживши, що K(x) = K(z)⇔ x−z∈ B, доведемо, що

K(x) 6= K(z)⇔ K(x)∩K(z) =∅.
Зрозумiло, що коли K(x)∩K(z) =∅, то K(x) 6= K(z).
Нехай K(x) 6= K(z), тобто x− z /∈ B, i припустимо, що K(x) ∩

∩K(z) 6= ∅. Тодi ∃z∗ ∈ K(x)∩K(z) ⇒ z∗ = x + bx = z+ bz, де bx i
bz∈ B⇒ x−z= bz−bx ∈ B, що суперечить умовi x−z /∈ B.

Утворимо множину A∗, що мiстить тiльки по однiй точцi з ко-
жного класу K(x) i не мiстить нiяких iнших точок.



7.5.2] Îñíîâíi âëàñòèâîñòi L-ìiðè 399

Доведемо, що множина A∗ ⊂ K[θ, 1
2] не є L-вимiрною.

Припустимо супротивне, тобто що множина A∗ L-вимiрна. Тодi
в силу iнварiантностi мiри вiдносно зсуву множина A∗rk

= {x + rk:
x ∈ A∗} також L-вимiрна ∀rk ∈ B∩K[θ,1] = {r0, r1, . . .}, причому
mA∗rk

= mA = α.
Вважаючи r0 = 0, покажемо, що

K
[
θ,

1
2

]
⊂

∞[

k=0

A∗rk
⊂ K

[
θ,

3
2

]
. (1)

Дiйсно, якщо x∈ K[θ, 1
2], то iснує клас K(x) 3 x. Якщо в A потра-

пляє елемент x0∈K(x), то x−x0 = b∈B i |b|6 |x|+ |x0|6 1
2 + 1

2 = 1,

тобто b = rk для деякого k ∈ N0 i тому x ∈ A∗rk
⇒ x ∈

∞S

k=0
A∗rk

. З iн-

шого боку, якщо x ∈
∞S

k=0
A∗rk

, то ∃k ∈ N0: x ∈ A∗rk
⇒ x = x0 + rk, де

x0 ∈ K[θ, 1
2], а тому |x|6 |x0|+ |rk|6 3

2, тобто x∈ K[θ, 3
2].

Покажемо, що A∗rk ∩ A∗r i = ∅ ∀k 6= i. Дiйсно, якщо k 6= i, a
z∈ A∗rk

∩A∗r i
, то z = xk + rk = xi + r i, де rk 6= r i, xk ∈ A∗ i xi ∈ A∗ ⇒

xk 6= xi i тому належать рiзним класам K(x), але xk−xi = rk− r i ∈ B
i тому xk та xi належать одному класу K(x). Дiстали протирiччя, яке
доводить рiвнiсть A∗rk

∩A∗r i
=∅ ∀k 6= i.

Тепер, враховуючи включення (1), монотоннiсть i повну адитив-
нiсть L-мiри, дiстаємо:

mK
[
θ,

1
2

]
6

∞

∑
k=0

mA∗rk 6mK
[
θ,

3
2

]
,

або

0<mK
[
θ,

1
2

]
6

∞

∑
k=0

α6mK
[
θ,

3
2

]
<+∞,

що неможливо при будь-якому α> 0.
Отже, доведено iснування невимiрної пiдмножини E1 = A∗, що

мiститься в кулi E = K[θ, 1
2].

Аналогiчним методом будується невимiрна пiдмножина E1 все-
рединi будь-якої L-вимiрної множини з додатною мiрою.�

Зауваження. Доведення властивостi 11 пiдкреслює надзвичай-
ну загальнiсть поняття мiри Лебега у порiвняннi з мiрою Жорда-
на. Навести приклад невимiрної за Жорданом множини не вимагає
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особливих зусиль, а кожна невимiрна за Лебегом множина має до-
сить складну структуру, описати яку досить важко.

7.5.3. Поняття L-iнтеграла по L-вимiрнiй множинi. Нехай
функцiя f визначена на L-вимiрнiй множинi E ⊂ P. Якщо f не
визначена в деяких точках x елементарного прямокутника P, то
вважатимемо, що f (x) = 0 в цих точках. Таку функцiю f назвемо
L-iнтегровною, або iнтегровною за Лебегом, на множинi E
i писатимемо f ∈ LE, якщо функцiя f1 = fE f є L-iнтегровною на
елементарному прямокутнику P. При цьому число

r
E

f dx:=
r
P

f fE dx

називатимемо L-iнтегралом, або iнтегралом Лебега, функцiї f
по множинi E.

Легко бачити, що L - i н т е г р о в н i с т ь ф у н к ц i ї f н а L - в и-
м i р н i й м н о ж и н i E т а ї ї L - i н т е г р а л п о м н о ж и н i E н е
з а л е ж а т ь в i д е л е м е н т а р н о г о п р я м о к у т н и к а P⊃ E .

Зрозумiло також, що коли E = P, то ( fE f )(x) = f (x) ∀x∈P i тому
поняття L-iнтеграла по елементарному прямокутнику є частинним
випадком поняття L-iнтеграла по L-вимiрнiй множинi.

З означення L-iнтеграла по L-вимiрнiй множинi випливає, що
всi властивостi 1 – 12 L-iнтеграла по прямокутнику, вiдмiченi в
пiдроздiлi 7.3, а також теореми про граничний перехiд пiд знаком
iнтеграла i наслiдки з них, сформульованi в пiдроздiлi 7.4, мають
мiсце i для L-iнтеграла по довiльнiй L-вимiрнiй множинi.

Разом з тим L-iнтеграл по L-вимiрнiй множинi має деякi специ-
фiчнi властивостi.

Властивiсть 13 (про повну адитивнiсть L-iнтеграла). Нехай
множина E ⊂ P є об’єднанням зчисленної кiлькостi L-вимiр-
них множин Ek,що попарно не перетинаються. Для того щоб

f ∈ LE, необхiдно й досить, щоб f ∈ LEk ∀k i
∞

∑
k=1

w
Ek

| f |dx< +∞.

При цьому
w
E

f dx=
∞

∑
k=1

w
Ek

f dx.

�Оскiльки множини Ek попарно не перетинаються, то

| f (x)| fE(x) =
∞

∑
k=1

| f (x)| fEk(x) ∀x∈ P (1)
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i

f (x) fE(x) =
∞

∑
k=1

f (x) fEk(x) ∀x∈ P. (2)

Нехай f ∈ LE, тобто f fE ∈ LP. З того, що множини Ek є L-ви-
мiрними, випливає, що fEk ∈ LP ∀k. Тодi f fEk = ( f fE) fEk ∈ LP ∀k як
добуток L-iнтегровних функцiй. Це означає, що f ∈ LEk ∀k.

З iншого боку, оскiльки f fEk ∈ LP ∀k i ряд (1) збiгається скрiзь
на P до функцiї | f | fE ∈ LP, то за теоремою 3 п. 7.4.3

∞

∑
k=1

w
Ek

| f |dx=
∞

∑
k=1

w
P

| f | fEk dx< ∞

i рiвнiсть (2) можна iнтегрувати почленно.

Навпаки, якщо f ∈ LEk ∀k i
∞
∑

k=1

r
Ek

| f |dx =
∞
∑

k=1

r
P
| f | fEk dx< ∞, то

знову за згаданою теоремою f fE =
∞
∑

k=1
f fEk ∈ LP, тобто f ∈ LE, i

можливе почленне iнтегрування рiвностi (2).�
Властивiсть 14 (про абсолютну неперервнiсть L-iнтеграла).

Якщо f ∈ LE, то ∀ε > 0 ∃δ > 0:

∣∣∣∣∣w
e

f dx

∣∣∣∣∣ 6 w
e

| f |dx< ε для будь-

якої L-вимiрної множини e⊂ E такої, що me< δ.
�Можна вважати, що f (x)> 0∀x∈ P, бо iнакше ми перейдемо

до функцiї | f | ∈ LP.
Скористаємося послiдовнiстю ( fn), де fn(x) = f (x), коли f (x) 6

n, i fn(x) = n, коли f (x) > n, n ∈ N, x ∈ E. Так само, як i для пря-
мокутника P (див. завдання II.3 п. 7.4.7), можна стверджувати, що
fn ∈ LE i 06

r
E

f dx−
r
E

fndx→ 0 при n→ ∞.

Тому для заданого ε> 0 iснує N = N(ε):
r
E

f dx−
r
E

fN dx< ε
2.

Покладемо δ = ε
2N . В силу невiд’ємностi пiдiнтегральної функцiї,

для будь-якої вимiрної пiдмножини e⊂ E матимемоw
e

( f − fN)dx6
w
E

( f − fN)dx⇒

w
e

f dx−
w
e

fN dx<
ε
2
⇒

w
e

f dx<
w
e

fN dx+
ε
2
.
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Проте, оскiльки fN(x) 6 N ∀x ∈ E, то
r
e

fN dx6 N ·me, а отже,

при me< δ виконуватиметься нерiвнiсть
r
e

f dx< ε.�

7.5.4. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Кожна скiнченна множина E ⊂ P є L-вимiрною i mE = 0.

2. Якщо множина E ⊂ P не бiльш нiж зчисленна, то вона L-вимiрна i
mE = 0.

3. Якщо множина E L-вимiрна, то вона обмежена.

4. Якщо E – множина L-мiри нуль у розумiннi пункту 7.1.1, то вона
обов’язково обмежена.

5. Якщо множина E L-вимiрна, то вона i вимiрна за Жорданом.

6. Твердження, обернене до твердження 5, є правильним.

7. Якщо E1⊂ E2, то mE1 <mE2.

8. Множина E L-вимiрна⇔ множина CE L-вимiрна.

9. Якщо E = E1∪E2 – L-вимiрна множина, то множини E1 i E2 також
L-вимiрнi.

10. Кожна лiнiйна вiдкрита множина є L-вимiрною.

11. Кожну вiдкриту множину G можна представити у виглядi об’єднан-
ня скiнченної кiлькостi замкнених прямокутникiв.

12. Кожну вiдкриту множину G можна о д н о з н а ч н о представити у
виглядi об’єднання зчисленної кiлькостi замкнених прямокутникiв.

13. Якщо множини Ek L-вимiрнi i Ek ⊂ Ek+1 ∀k ∈ N, то i множина E =

=
∞S

k=1
Ek L-вимiрна.

14. Якщо множини Ek L-вимiрнi i Ek⊂Ek+1 ∀k∈N, то ∃ lim
n→∞

mEn<+∞.

15. f ∈ LE⇔ fE f ∈ LP.

16. На множинi E, що має нульову мiру, кожна функцiя f : E → R є
L-iнтегровною.

17. Якщо f ∈ LEk ∀k∈ N, то f ∈ LE, де E =
∞S

k=1
Ek.

II. Довести данi твердження.

1. Якщо множини Ek, k ∈ N, L-вимiрнi, то i множина E =
∞T

k=1
Ek

L-вимiрна.
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2. Якщо f ∈ LE, f (x) > 0 майже скрiзь на E i
r
E

f dx = 0, то f (x) = 0

майже скрiзь на E.

3. Якщо множина E вимiрна за Жорданом i f ∈ RE, то f ∈ LE i
(R)

r
E

f dx= (L)
r
E

f dx.

7.6. Функцiї, L-iнтегровнi з квадратом

У даному пiдроздiлi введено простiр L2P функцiй, L-iнтегровних
з квадратом – один з найважливiших гiльбертових просторiв. Роз-
глянуто рiзнi види збiжностi послiдовностей та ряди Фур’є у про-
сторi L2P.

7.6.1. Простiр L2P та скалярний добуток у ньому. Зафiксу-
ємо деякий елементарний прямокутник P ⊂ Rp, не обов’язково
замкнений. Використовуючи тотожнiсть паралелограма (п. 1.7.3),
неважко переконатися, що норму ‖ f‖=

r
P
| f |dxпростору LP немо-

жливо задати за допомогою скалярного добутку.
Разом з тим, з прикладу 4.3) п. 1.7.3 вiдомо, що на множинi CP

неперервних на прямокутнику P функцiй скалярний добуток можна
задати за допомогою рiвностi

( f ,g) =
w
P

f gdx. (1)

Щоб поширити рiвнiсть (1) на ширший клас функцiй, видiли-
мо у просторi LP множину L2P = { f ∈ LP: f 2 ∈ LP}. Кожну фун-
кцiю f з множини L2P називають функцiєю, L-iнтегровною з
квадратом. Легко бачити, що такою функцiєю є кожна обмежена
L-iнтегровна на P функцiя. При цьому L2P 6= LP, тому що коли
f (x) = 1√

x, то за прикладами 2, 3 пп. 7.3.3, 7.3.5 f ∈ L(0;1], про-
те f /∈ L2(0;1].

Перевiримо, чи задає iнтеграл (1) скалярний добуток на множи-
нi L2P.
� Спершу треба показати, що для довiльних двох функцiй f ,

g ∈ L2P їхнiй добуток f g ∈ LP. Для цього вiзьмемо послiдовностi
( fn) i (gn), фундаментальнi у просторi SPi збiжнi майже скрiзь на P
до f (x) i g(x), вiдповiдно. Послiдовнiсть ( fngn) складається з L-iн-
тегровних на P функцiй i збiгається до f (x)g(x) майже скрiзь на P.
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При цьому гранична функцiя задовольняє нерiвнiсть

| f (x)g(x)|6 1
2

( f 2(x)+g2(x)) майже скрiзь на P.

Звiдси за теоремою 5 п. 7.4.4 випливає, що f g∈ LP.
Далi з’ясуємо, чи є множина L2P лiнiйним простором. Оскiль-

ки L2P⊂ LP, то достатньо лише перевiрити замкненiсть вiдносно
додавання i множення на скаляри. Вiзьмемо довiльнi f ,g∈ L2P та
α,β ∈ R i дiстанемо:

(α f + βg)2 = α2 f 2 +2αβ f g+ β2g2 ∈ LP,

оскiльки f 2,g2∈ LP за припущенням, а f g∈ LP за доведеним вище.
Це означає, що α f +βg∈ L2P. Отже, L2P є пiдпростором лiнiйного
простору LP.

Залишилося перевiрити виконання аксiом скалярного добутку,
сформульованих у п. 1.7.3. Читач легко може переконатися у спра-
ведливостi цих аксiом самостiйно.

Слiд лише мати на увазi двi речi: 1) простiр L2P дiйсний; 2) для
правильностi аксiоми (x,x) = 0⇔ x = θ, потрiбно вважати двi фун-
кцiї f ,g ∈ L2P рiвними у даному просторi, якщо вони рiвнi майже
скрiзь на P.�

Отже, має мiсце
Теорема 1 (про евклiдовiсть простору L2P). Якщо на множи-

нi L2P задати скалярний добуток за допомогою рiвностi (1) i
вважати рiвними функцiї, якi рiвнi майже скрiзь на прямоку-
тнику P, то вона стане дiйсним евклiдовим простором.

Евклiдовий простiр L2P називають простором функцiй, L-iн-
тегровних з квадратом. Як i будь-який евклiдовий простiр, цей
простiр є нормованим, причому його норма має вигляд

‖ f‖L2 =
√

( f , f ) =
√w

P

f 2dx ∀ f ∈ L2P. (2)

Для цiєї норми зокрема правильна нерiвнiсть трикутника:√w
P

( f +g)2dx6

√w
P

f 2dx+
√w

P

g2dx ∀ f ,g∈ L2P.
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Правильна також нерiвнiсть Кошi – Буняковського:w
P

| f g|dx6

√w
P

f 2dx

√w
P

g2dx ∀ f ,g∈ L2P,

зокрема, при g(x)≡ 1w
P

| f |dx6
√

mesP

√w
P

f 2dx ∀ f ∈ L2P. (3)

7.6.2. Повнота простору L2P. Повертаючись до евклiдового
простору CR2P, яким є простiр неперервних на прямокутнику P
функцiй зi скалярним добутком (1), мусимо констатувати, що вiн
є неповним. Це можна показати аналогiчно тому, як у п. 1.6.5 до-
ведено неповноту простору CR[a;b].

Дослiдимо питання про повноту простору L2P, коли mesP> 0.
� Вiзьмемо довiльну послiдовнiсть ( fn), фундаментальну у про-

сторi L2P, i, задавши довiльне ∀ε> 0, знайдемо номер n0 такий, щоб

‖ fn− fm‖L2 < ε ∀m,n> n0.

В силу нерiвностi (3) буде правильною нерiвнiсть

‖ fn− fm‖L 6
√

mesP ‖ fn− fm‖L2 < ε
√

mesP ∀m,n> n0,

яка означає, що послiдовнiсть ( fn) фундаментальна також i в про-
сторi LP. Оскiльки простiр LP повний, то ∃ f ∈ LP: fn→ f у просторi
LP. Через це, згiдно з наслiдком 2 з теореми Єгорова (див. п. 7.3.3),
∃ fkn(x)→ f (x) майже скрiзь на P. При цьому, як частинний випадок
попередньої нерiвностi, буде правильною така нерiвнiсть:

‖ fm− fkn‖2L2
=
w
P

( fm− fkn)
2dx< ε2 ∀m,n> n0. (4)

Оскiльки ( fm(x)− fkn(x))2 → ( fm(x)− f (x))2 (n→ ∞) ∀m> n0

майже скрiзь на P, то за теоремою Фату (теорема 4 п. 7.4.4)
( fm− f )2 ∈ LP i w

P

( fm− f )2dx6 ε2 ∀m> n0. (5)

З того, що fm ∈ L2P i fm− f ∈ L2P при m> n0, випливає, що
f ∈ L2P. Нерiвнiсть же (5) можна переписати так:

‖ fm− f‖2L2
6 ε2 ∀m> n0,

де ε> 0 було довiльно задано з самого початку, а номер n0 залежить
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тiльки вiд ε. Це i означає, що fn→ f у просторi L2P.�
Цим самим доведена
Теорема 2 (про повноту простору L2P). Простiр L2P є повним

евклiдовим, а отже, гiльбертовим, простором.

7.6.3. Рiзнi види збiжностi функцiональних послiдовностей.
Згадаємо вiдомi види збiжностi до функцiї f (x) функцiональної по-
слiдовностi ( fn(x)), заданої на прямокутнику P:

1) поточкова;

2) рiвномiрна;

3) майже скрiзь на P;

4) у просторi LP (збiжнiсть у середньому);

5) у просторi L2P (збiжнiсть у середньому квадратичному).

Пiдведемо пiдсумок про спiввiдношення мiж цими видами збi-
жностi.

Очевидно, що 2)⇒ 1)⇒ 3).
Легко бачити, що у випадку, коли fn, f ∈ LP, 2) ⇒ 4), а коли

fn, f ∈ L2P, то 2)⇒ 5).
З нерiвностi (3) випливає спiввiдношення

‖ fn− f‖L 6
√

mesP ‖ fn− f‖L2 ∀n,
на пiдставi якого 5)⇒ 4).

Виникає питання: чи 4)⇒ 5), коли fn, f ∈ L2P?
Приклад 1. Нехай P = (0;1], а

fn(x) =
{ √

n, коли x∈ (0; 1
n],

0, коли x∈ (1
n;1].

У просторi LP fn→ 0, оскiльки

‖ fn‖L =
w

P

| fn|dx=

1
nw

0

√
ndx+

1w

1
n

0dx=
1√
n
→ 0 (n→ ∞).

Але у просторi L2P fn 6→ 0, оскiльки

‖ fn‖2L2
=
w

P

f 2
n dx=

1
nw

0

ndx+
1w

1
n

0dx= 1→ 1 (n→ ∞).

Звiдси можна також зробити висновок, що послiдовнiсть ( fn) взагалi
розбiжна у просторi L2P.
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Отже, приклад 1 дає негативну вiдповiдь на поставлене вище
питання.

Далi виникає наступне запитання: чи 1)⇒ 4), коли fn, f ∈ LP?
Приклад 2. Нехай P = (0;1], а

fn(x) =
{

n, коли x∈ (0; 1
n],

0, коли x∈ (1
n;1].

Поточково fn(x) → 0 (n→ ∞) скрiзь на P, оскiльки ∀x ∈ (0;1] ∃n0:
x /∈ (0; 1

n] ∀n> n0, i тому fn(x) = 0 ∀n> n0.
Але у просторi LP fn 6→ 0, оскiльки

‖ fn‖L =
w

P

| fn|dx=

1
nw

0

ndx+
1w

1
n

0dx= 1→ 1 (n→ ∞).

Згадуючи наслiдок 2 з теореми Єгорова (див. п. 7.3.3), прийдемо до
висновку, що послiдовнiсть ( fn) у просторi LP взагалi не має границi.

Отже, приклад 2 дає негативну вiдповiдь на поставлене перед
ним запитання.

Нарештi, залишається запитання: чи 4)⇒ 3), коли fn, f ∈ LP?
Приклад 3. Нехай P = [0;1). Побудуємо спочатку трикутну матрицю,

яка складається з функцiй

ϕm,k(x) =

{
1, коли x∈ [ k

n; k+1
n ),

0, коли x∈ P\ [ k
n; k+1

n ),
m∈ N, k∈ 0,m−1.

Якщо виписувати послiдовно рядки цiєї матрицi, а саме:

ϕ1,0;ϕ2,0,ϕ2,1;ϕ3,0,ϕ3,1,ϕ3,2; . . .

i нумерувати їх пiдряд натуральними числами, то дiстанемо нову послiдов-
нiсть ( fn). Спробуємо записати аналiтично спiввiдношення мiж fn i ϕm,k.
Для цього позначимо сумарну кiлькiсть елементiв у перших mрядках ма-
трицi ϕm,k через qm, m∈ N. Очевидно, що

qm = 1+2+ . . .+m=
m(m+1)

2
i qm+1 = qm+m ∀m∈ N.

Оскiльки qm ↑ ∞, то N =
S

m∈N
qm,qm+1−1, де множини, що об’єдную-

ться, попарно не перетинаються. Тому для будь-якого n ∈ N iснує єдина
пара номерiв m= mn ∈ N i k = kn ∈ 0,m−1 таких, що n = qm+ k. Тодi по-
дане вище словесне означення послiдовностi ( fn) можна задати рiвнiстю

fn = ϕm,k, де m= mn, k = kn.

Покажемо, що mn→ ∞ при n→ ∞. Справдi, qmn = n− kn > n−mn⇒
mn(mn +1)> 2(n−mn)⇒m2

n +3mn > 2n∀n∈N, звiдки вже випливає, що
скiнченних часткових границь послiдовнiсть (mn) не може мати.
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Тому у просторi LP

‖ fn‖L = ‖ϕm,k‖L =

k+1
mw

k
m

1dx=
1
m

=
1

mn
→ 0 (n→ ∞),

тобто fn→ 0.
Спробуємо тепер знайти lim

n→∞
fn(x) хоча б в однiй точцi x ∈ P = [0;1).

Вважаючи x∈ [0;1) довiльним фiксованим, знайдемо для кожного m∈ N,
m> 1, номери r = rm i s = sm ∈ 0,m−1 такi, що x ∈ [ r

m; r+1
m ), але x /∈

/∈ [ s
m; s+1

m ). Позначимо nm = qm+ rm, Nm = qm+sm, m= 2,3, . . . . Зрозумiло,
що nm,Nm ↑ ∞. Розглянемо двi пiдпослiдовностi послiдовностi ( fn(x)):

fnm(x) = ϕm,rm(x) = 1→ 1 (m→ ∞),

fNm(x) = ϕm,sm(x) = 0→ 0 (m→ ∞).
Це говорить про те, що послiдовнiсть ( fn(x)) розбiжна у точцi x. В силу
довiльностi точки x∈ P, ця послiдовнiсть розбiжна скрiзь на P.

Отже, приклад 3 теж дає негативну вiдповiдь на поставлене пе-
ред ним запитання. Нагадаємо лише (див. наслiдок 2 п. 7.3.3), що
коли fn→ f у просторi LP, то з послiдовностi ( fn(x)) можна видiли-
ти пiдпослiдовнiсть ( fkn(x)), збiжну до f (x) майже скрiзь на P.

7.6.4. Ряди фур’є у просторi L2P. Проiлюструємо деякi фа-
кти з теорiї рядiв Фур’є у довiльному гiльбертовому просторi, вста-
новленi в п. 1.7.4, на прикладi простору L2P. Зазначимо, що в за-
гальному випадку, коли P ⊂ Rp, картина виходить дуже складна.
Справа у тому, що навiть у просторi CR2[a;b] важко навести при-
клад повної ортонормованої системи, яка б складалася з функцiй
простого аналiтичного вигляду.

Виявляється, найпростiшим є випадок, коли P= [−π;π], на яко-
му ми й зупинимося. Неважко перевiрити, що так звана тригоно-
метрична система

T =
{

1√
2π
,
cosx√

π
,
sinx√

π
,
cos2x√

π
,
sin2x√

π
, . . . ,

cosnx√
π
,
sinnx√

π
, . . .

}
(6)

ортонормована у просторi L2[−π;π]. Значно складнiше довести
(див., наприклад, [15, с. 47 – 50]), що вона повна.

Визначимо коефiцiєнти Фур’є довiльної функцiї f , що є L-iнте-
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гровною з квадратом на вiдрiзку [−π;π]: c0 =
1√
2π

πw
−π

f (x)dx,

c2n−1 =
1√
π

πw
−π

f (x)cosnxdx, c2n =
1√
π

πw
−π

f (x)sinnxdx, n∈ N.

Для зручностi покладають

a0 = c0

√
2
π
, an =

c2n−1√
π
, bn =

c2n√
π
, n∈ N.

Тодi дещо громiздкий ряд Фур’є
∞
∑

n=0
cnϕn функцiї f за тригонометри-

чною системою (6) набуває простiшого вигляду:
a0

2
+

∞

∑
n=1

ancosnx+bnsinnx. (7)

Приклад 4. Для функцiї f (x) = x маємо:

c0 =
1√
2π

πw

−π
xdx= 0, c2n−1 =

1√
π

πw

−π
xcosnxdx= 0

за властивiстю про iнтеграл вiд непарної функцiї. Тому an = 0 ∀n∈ N0.
Далi, iнтегруючи частинами, знайдемо:

bn =
c2n√

π
=

1
π

πw

−π
xsinnxdx=− 1

πn

πw

−π
xdcosnx=

=− 1
πn

xcosnx
∣∣∣π
−π

+
1

πn

πw

−π
sinnxdx=−2

n
cosπn =

2
n

(−1)n−1, n∈ N.

Отже,
∞
∑

n=1

2(−1)n−1

n sinnx– ряд Фур’є функцiї f (x) = x.

Позначимо Hn замкнений лiнiйний пiдпростiр, породжений пiд-
системою Tn, утвореною першими 2n+ 1 функцiями системи (6),
тобто Hn = L[Tn]. Елементи пiдпростору Hn можна записати у ви-
глядi тригонометричного многочлена

α0

2
+

∞

∑
n=1

αncosnx+ βnsinnx. (8)

За теоремою 8 п. 1.7.4 найближчим до вектора f ∈ L2[−π;π]
елементом простору Hn є часткова сума ряду Фур’є вектора f за
ортонормованою системою Tn. Iнакше кажучи, серед усiх тригоно-
метричних многочленiв (8) найближчим (у розумiннi середньоква-
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дратичної вiдстанi, що задається рiвнiстю (2)) до функцiї f є част-
кова сума її ряду Фур’є

Sn(x) =
a0

2
+

n

∑
k=1

ak coskx+bk sinkx.

Оскiльки тригонометрична система повна, то ряд Фур’є (7)
будь-якої функцiї f ∈ L2[−π;π] збiгається у просторi L2[−π;π] до
самої функцiї f (теорема 9 п. 1.7.4). Як наслiдок, згiдно з п. 7.6.3,
∃kn ↑∞: Skn(x)→ f (x) майже скрiзь на [−π;π]. Зауважимо при цьо-
му, що ряд Фур’є функцiї f не зобов’язаний поточково збiгатися до
f (x) навiть майже скрiзь.

Приклад 5. Так, згiдно з прикладом 4, ряд
∞
∑

n=1

2(−1)n−1

n sinnx є рядом

Фур’є функцiї f (x) = x на вiдрiзку [−π;π], а тому вiн збiгається до цiєї
функцiї у просторi L2[−π;π].

Умови поточкової збiжностi рядiв Фур’є вивчаються у теорiї ря-
дiв Фур’є (див., наприклад, [12, 15]).

Теорема 9 пункту 1.7.4 гарантує також для будь-якої функцiї f ∈
∈ L2[−π;π] правильнiсть рiвностi Парсеваля

∞
∑

n=0
c2

n = ‖ f‖2, тобто

a2
0

2
+

∞

∑
n=1

a2
n +b2

n =
1
π

πw
−π

f 2dx. (9)

З рiвностi (9) зокрема випливає, що lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = 0, або

lim
n→∞

πw
−π

f (x)cosnxdx= lim
n→∞

πw
−π

f (x)sinnxdx= 0 ∀ f ∈ L2[−π;π].

Приклад 6. Запишемо рiвнiсть Парсеваля (9) для функцiї f (x) = x:
∞

∑
n=1

4
n2 =

1
π

πw

−π
x2dx⇔

∞

∑
n=1

1
n2 =

π2

4
.

7.6.5. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Якщо f 2 ∈ LP, то f ∈ LP.

2. Якщо f ∈ L2P, то f ∈ LP.

3. Твердження обернене до попереднього, правильне.

4. Якщо f ∈ LP i f обмежена на P, то f ∈ L2P.

5. Якщо f неперервна на P, то f ∈ L2P.
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6. Якщо f неперервна на P, то f ∈ L2P.

7. Якщо f ∈ L2P, то f n ∈ L2P ∀n∈ N, n> 2.

8. Простiр L2P є поповненням простору CR2P.

9. Якщо fn(x)→ f (x) на P, причому fn, f ∈ LP, то умова “ fn 6→ f у
просторi LP” є достатньою для того, щоб fn(x) збiгалася до f (x)
нерiвномiрно.

10. Тригонометрична система функцiй замкнена i тотальна у просторi
L2[−π;π].

11. У просторi L2[−π;π] можуть iснувати скiнченнi повнi системи фун-
кцiй.

12. Якщо fn→ f у просторi L2P, то lim
n→∞

r
P

fngdx=
r
P

fngdx∀g∈ L2P.

13. Твердження, обернене до попереднього, неправильне.

14. Якщо lim
n→∞

r
P

fngdx=
r
P

fngdx∀g∈ L2P i ‖ fn‖L2→‖ f‖L2, то fn→ f у

просторi L2P.

II. Виконати наступнi вправи.
1. Довести, що простiр CR2[0;1] неповний.

2. Знайти значення α, при яких функцiя f (x) = x
1
α sin1

x при x 6= 0,
f (0) = 0 належить простору L2[0;1].

3. Показати, що функцiя f (x) = 1
xln2 x

при x 6= 0, f (0) = 0 належить

простору L[0; 1
2], але не належить L2[0; 1

2].

4. Знайти у просторi L2[0;1] найближчий до функцiї x2 елемент пiд-
простору H1, породженого функцiями 1 та x.

7.7. Класичне означення мiри та iнтеграла

У цьому пiдроздiлi встановлюється зв’язок введених ранiше по-
нять L-мiри та L-iнтеграла з класичними поняттями мiри та iнте-
грала Лебега.

7.7.1. Поняття зовнiшньої мiри та мiри Лебега. Зовнiш-
ньою мiрою множини E ⊂ P Анрi Лебег назвав число

µ∗E = inf ∑
k

mPk,

де iнфiмум береться по усiляких не бiльш нiж зчисленних сукупно-
стях елементарних прямокутникiв {Pk}, для яких

S

k
Pk ⊃ E (кожна

сукупнiсть {Pk} покриває множину E).
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Виявляється, що правильна
Лема 1 (про оцiнку суми µ∗E +µ∗CE). Якщо E ⊂ P, то

µ∗E +µ∗CE>mP.

� За властивостями iнфiмуму ∀ε > 0 ∃{P′k} i {P′′k }:
S

k
P′k ⊃ E,

S

k
P′′k ⊃CE, ∑

k
mP′k < µ∗E + ε

2 i ∑
k

mP′′k < µ∗CE+ ε
2. Зрозумiло, що

S

k
P′k∪

S

k
P′′k ⊃ P i тому за лемою 2 пункту 7.1.1

mP6∑
k

mP′k +∑
k

mP′′k < µ∗E +µ∗CE+ ε⇒mP6 µ∗E +µ∗CE.�

Множину E ⊂ P Лебег назвав вимiрною, якщо
µ∗E +µ∗CE = mP,

де CE = P\E. При цьому мiрою множини E вiн назвав число
µE :=µ∗E.

Неважко показати, що довiльний елементарний прямокутник
вимiрний за Лебегом, причому µP = mP.

7.7.2. Зв’язок мiж L-вимiрнiстю i вимiрнiстю за Лебегом.
Теорема 1 (про зв’язок L-вимiрностi з вимiрнiстю за Лебегом).

Множина E ⊂ P є L-вимiрною тодi й тiльки тодi, коли вона
вимiрна за Лебегом, тобто коли µ∗E +µ∗CE = mP. При цьому

mE :=
w
P

fE(x)dx= µE.

� Припустимо, що множина E ⊂ P є L-вимiрною, тобто її ха-
рактеристична функцiя fE ∈ LP, причому mE =

r
P

fE(x)dx. Тодi за

теоремою Єгорова (див. пункт 7.3.3) ∀ε > 0 iснує послiдовнiсть
( fn(x)), фундаментальна у просторi SPi ∃{Pk}: Pk ⊂ P, ∑

k
mPk <

ε
3,

fn(x)⇒ fE(x) на P\
S

k
Pk i

r
P

fn(x)dx→
r
P

fE(x)dx (n→ ∞).

Можна також вважати (див. властивiсть 10 пункту 7.3.5), що
06 fn(x)6 1 ∀x∈ P i ∀n∈ N.

Нехай P(n)
i , i ∈ 1,ν(n) – прямокутники сталостi схiдчастої фун-

кцiї fn(x), x∈ P.
Оскiльки fn(x)⇒ fE(x) на P\

S

k
Pk, то, вважаючи ε> 0 довiльним
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фiксованим, знайдемо n0 = n0(ε):

fn(x)> 1− ε
3mP

, коли x∈ E \
[

k

Pk = E1,

i

06 fn(x)<
ε

3mP
, коли x∈ (P\

[

k

Pk)\E1 = E2, ∀n> n0.

При цьому
r
P

fn(x)dx<
r
P

fE(x)dx+ ε
3 ∀n> n0(ε).

Прямокутники сталостi P(n)
i , що мають з E1 спiльнi точки, утво-

рюють сукупнiсть A.
Якщо P(n)

i /∈ A, то можливi два випадки:

1) P(n)
i ∩E2 6= ∅, i сукупнiсть таких прямокутникiв сталостi по-

значимо B;

2) P(n)
i ∩E2 =∅ i тодi P(n)

i ⊂
S

k
Pk, а сукупнiсть цих прямокутникiв

сталостi позначимо C.

Враховуючи повну адитивнiсть L-iнтеграла, маємо:w
P

fn(x)dx= ∑
P(n)

i ∈A

w
P(n)

i

fn(x)dx+ ∑
P(n)

i ∈B

w
P(n)

i

fn(x)dx+

+ ∑
P(n)

i ∈C

w
P(n)

i

fn(x)dx>
(

1− ε
3mP

)
∑

P(n)
i ∈A

mP(n)
i > ∑

P(n)
i ∈A

mP(n)
i −

ε
3
.

Оскiльки в прямокутниках P(n)
i , що належать до B, нема точок

з множини E, то множину E покривають лише прямокутники P(n)
i ,

що належать до A чи до C. Звiдси, враховуючи останню нерiвнiсть,
маємо:

µ∗E 6 ∑
P(n)

i ∈A

mP(n)
i + ∑

P(n)
i ∈C

mP(n)
i 6

w
P

fn(x)dx+
ε
3

+∑
k

mPk <

<
w
P

fE(x)dx+
ε
3

+
ε
3

+
ε
3
⇒ µ∗E 6

w
P

fE(x)dx.

Аналогiчно доводимо, що

µ∗CE6
w
P

fCE(x)dx=
w
P

(1− fE(x)) dx=
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= mP−
w
P

fE(x)dx⇒ µ∗E +µ∗CE6mP.

Тому, враховуючи лему 1, дiстаємо, що E – вимiрна Лебегом
множина i mE = µE.

Припустимо тепер, що E – вимiрна за Лебегом множина, тобто
µ∗E +µ∗CE = mP, µE = µ∗E i µCE = µ∗CE.

Нехай ε> 0 – довiльне фiксоване i

A =
{

P′k:
[

k

P′k ⊃ E i ∑
k

mP′k < µ∗E +
ε
2

}
,

B =
{

P′′k :
[

k

P′′k ⊃CE i ∑
k

mP′′k < µ∗E +
ε
2

}
.

Покладемо σ1(x) = ∑
k

fP′k(x), σ2(x) = ∑
k

fP′′k (x). За теоремою 3

пункту 7.4.2 про почленне iнтегрування функцiонального ряду σ1

i σ2 ∈ LP, а за самою побудовою функцiй σ1(x) > fE(x), a σ2(x) >
> fCE(x) = 1− fE(x) ∀x∈ P.

Окрiм цього,w
P

(
σ1(x)−

(
1−σ2(x)

))
dx= ∑

k

mP′k +∑
k

mP′′k −mP<

< µ∗E +µ∗CE−mP+ ε = ε.
Тому, враховуючи, що 1−σ2(x) 6 fE(x) 6 σ1(x), за наслiдком 1

пункту 7.4.3 дiстаємо, що fE(x) ∈ LP iw
P

(
1−σ2(x)

)
dx6

w
P

fE(x)dx6
w
P

σ1(x)dx⇒

mP−µCE− ε
2

= µE− ε
2
6
w
P

fE(x)dx6 µE +
ε
2
⇒

r
P

fE(x)dx= µE, тобто множина E L-вимiрна та її L-мiра збiгається

з мiрою Лебега.�
Пiсля того, як доведено теорему 1, можна не розрiзняти поняття

L-мiри i мiри Лебега, i завжди позначати мiру Лебега mE.

7.7.3. Поняття вимiрної та L-вимiрної функцiй. Другим кро-
ком в теорiї Лебега пiсля введення поняття L-вимiрної множини є
означення вимiрної функцiї. Функцiю f А. Лебег назвав вимiрною
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на вимiрнiй множинi E, якщо ∀c∈R множина E( f < c) :={x∈ E:
f (x)< c} вимiрна за Лебегом.

Назвемо L-вимiрною функцiєю на прямокутнику P таку
функцiю, яка є границею майже скрiзь на P послiдовностi схiдча-
стих функцiй ( fn(x)).

Функцiю f , що задана на L-вимiрнiй множинi E ⊂ P, назвемо
L-вимiрною на множинi E, якщо функцiя f fE L-вимiрна на пря-
мокутнику P.

Неважко довести, що
1) коли функцiя f L-вимiрна, то i | f |– L-вимiрна функцiя;
2) якщо f i g– L-вимiрнi функцiї, то f±g, f gта f/g– L-вимiрнi

функцiї (у випадку f/g вимагають, щоб |g(x)|> 0 ∀x∈ P);
3) якщо fn – L-вимiрнi функцiї ∀n∈ N та iснує lim

n→∞
fn(x) = f (x)

майже скрiзь на P, то i f – L-вимiрна функцiя.
� Проведемо мiркування лише для границi. Насамперед заува-

жимо, що кожна L-вимiрна i обмежена функцiя є L-iнтегровною на
P. Це випливає з теореми 5 пункту 7.4.4.

Отже, якщо fn – L-вимiрна ∀n i fn(x)→ f (x) (n→ ∞) майже
скрiзь на P, то

gn(x) =
fn(x)

1+ | fn(x)|
→ f (x)

1+ | f (x)|
=: g(x) (n→ ∞)

майже скрiзь на P, причому |g(x)|< 1 i |gn(x)|< 1 ∀n i ∀x∈ P.
Оскiльки gn ∈ LP, то за теоремою Лебега g ∈ LP⇒ g – L-ви-

мiрна функцiя на P⇒ f = g
1−|g| – L-вимiрна функцiя на P.�

Цi самi властивостi мають функцiї, що вимiрнi на множинi E
(впевнiться у цьому).

7.7.4. Рiвносильнiсть вимiрностi та L-вимiрностi функцiй.
�Нехай функцiя f є L-вимiрною на P. Зафiксуємо довiльне дiй-

сне число c i розглянемо функцiю

f [c](x) =
{

f (x), коли f (x)> c,
c, коли f (x)< c.

Можна довести, що функцiя f [c] є L-вимiрною на P, а тому ∀n∈ N
функцiя

gn(x) =
f [c− 1

n ](x)− f [c](x)
−1

n
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є L-вимiрною на P. Покажемо, що gn(x)→ fe(x) (n→ ∞) ∀x∈ P, де
e= {x∈ P: f (x)< c}.

Дiйсно, якщо x0 ∈ e, тобто f (x0)< c, то f (x0)< c− 1
n для досить

великих n> n0, тому

gn(x0) =
c− 1

n−c

−1
n

= 1 = fe(x0) ∀n> n0.

А якщо x0 ∈ P\e, тобто f (x0)> c, то

f (x0)> c− 1
n
⇒ gn(x0) =

f (x0)− f (x0)
−1

n

= 0 = fe(x0) ∀n∈ N.

Через це fe(x) = lim
n→∞

gn(x) ∀x ∈ P, а тому fe(x) – L-вимiрна фун-

кцiя на P. Оскiльки fe – обмежена функцiя, то fe∈ LP⇒ множина
e= P( f < c) – вимiрна за Лебегом ∀c∈ R.

Отже, якщо функцiя f L-вимiрна, то вона вимiрна i за Лебегом.
Припустимо тепер, що функцiя f вимiрна за Лебегом, тобто

множина P( f < c) вимiрна за Лебегом ∀c∈ R.
Тодi для будь-яких чисел a i b будуть вимiрними множини

P(a6 f < b) :={x∈ P: a6 f (x)< b},
що випливає з рiвностi P(a6 f < b) = CP( f < a)∩P( f < b).

Зафiксуємо довiльне H ∈N i розглянемо розбиття числової пря-
моїR точками n

2H , n∈Z. Позначимо P(H)
n = P

(
n

2H 6 f < n+1
2H

)
∀n∈Z,

a також

gH(x) =
{

n
2H , коли x∈ P(H)

n i |n|2H 6 H +1,
0 для iнших x∈ P.

Якщо x0∈P фiксоване, то ∀H ∈N: H > | f (x0)| ∃n0∈Z: x0∈P(H)
n0 ,

тобто n0
2H 6 f (x0)< n0+1

2H . Звiдси дiстанемо, що

f (x0)− 1
2H <

n0

2H 6 f (x0)⇒−H−1<
n0

2H 6 H⇒ |n0|
2H 6 H +1⇒

gH(x0) =
|n0|
2H i 06 f (x0)−gH(x0)< 2−H → 0 (H→ ∞)⇒

gH(x)→ f (x) (H → ∞) на множинi P. Оскiльки gH ∈ LP, то gH –
L-вимiрна функцiя⇒ функцiя f (x) = lim

H→∞
gH(x) також L-вимiрна.

Рiвносильнiсть понять вимiрностi та L-вимiрностi функцiй на
довiльнiй вимiрнiй множинi E випливає з доведеного вище випадку
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E = P. Покажемо це.
Нехай функцiя f L-вимiрна на E⊂P⇒ f1 = f fE L-вимiрна на P.

Тодi, за доведеним вище, f1 вимiрна на P, тобто множина P( f1 < c)
вимiрна ∀c∈ R. Звiдси випливає, що множина

E( f < c) = P( f1 < c)∩E

теж вимiрна ∀c∈ R. Це означає, що функцiя f вимiрна на E.
Навпаки, нехай f – вимiрна функцiя на множинi E. Тодi ∀c∈ R

можна записати P( f1 < c) = E( f1 < c)∪ (P\E)( f1 < c), причому
E( f1 < c) = E( f < c), а (P\E)( f1 < c) = P\E, коли c> 0, або є
порожньою множиною, коли c60. Тому множина P( f1< c) вимiрна
∀c∈ R i, вiдповiдно, функцiя f1 вимiрна на прямокутнику P.�

Отже, доведена
Теорема 2 (про рiвносильнiсть вимiрностi та L-вимiрностi фун-

кцiї). Функцiя f є вимiрною на вимiрнiй множинi E ⊂ P тодi й
тiльки тодi, коли вона L-вимiрна на цiй множинi.

7.7.5. Поняття iнтеграла Лебега. Введемо тепер поняття iн-
теграла так, як це робив сам А. Лебег.

Нехай функцiя f невiд’ємна i вимiрна на вимiрнiй множинi E,
причому iснує послiдовнiсть (ln), для якої l0 = 0, 0< ln ↑+∞, n→∞,

0< lk+1− lk < δ, а ряд
∞
∑

k=1
lk mEk, де Ek = E(lk−16 f < lk), збiжний.

Такi функцiї f називатимемо сумовними на множинi E.
Доведемо, що коли функцiя f сумовна, то для будь-якої iншої

послiдовностi (ln): l0 = 0, 0< ln ↑ +∞, 0< lk+1− lk < δ ∀k ряд ви-

гляду
∞
∑

k=1
lk mẼk, де Ẽk = E(lk−16 f < lk), також є збiжним.

Дiйсно, з означення множин Ek i Ẽk випливає, що ∀x∈ E
∞

∑
k=1

lk−1 fẼk
(x)6 f (x)6

∞

∑
k=1

lk fEk(x). (1)

Оскiльки ряд
∞
∑

k=1
lk mEk =

∞
∑

k=1
lk
r
P

fEk(x)dx збiжний, то за теоре-

мою про почленне iнтегрування ряду маємо:w
P

∞

∑
k=1

lk fEk(x)dx=
∞

∑
k=1

lk
w
P

fEk(x)dx=
∞

∑
k=1

lk mEk.
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Звiдси та з нерiвностi (1) дiстаємо ∀n∈ N:
n

∑
k=1

lk−1

w
P

fEk
(x)dx6

w
P

∞

∑
k=1

lk fEk(x)dx=
∞

∑
k=1

lk mEk⇒

ряд
∞
∑

k=1
lk−1mẼk збiжний, а тому збiжний i ряд

∞

∑
k=1

lk mẼk =
∞

∑
k=1

lk−1mẼk +
∞

∑
k=1

(lk− lk−1)mẼk 6

6
∞

∑
k=1

lk−1mẼk + δmP. (2)

Проведенi мiркування також доводять, що
∞

∑
k=1

lk−1mẼk 6
∞

∑
k=1

lk mEk

для будь-яких послiдовностей (lk) i (lk): 0< lk, lk ↑+∞, 0< lk− lk−1,
lk− lk−1 < δ<+∞. Тому iснують

sup
(lk)

∞

∑
k=1

lk−1mEk =: I∗ та inf
(lk)

∞

∑
k=1

lk mEk =: I∗.

Враховуючи нерiвнiсть (2), маємо:

06 I∗− I∗ 6
∞

∑
k=1

lk mEk−
∞

∑
k=1

lk−1mEk 6 δmP.

Звiдси, враховуючи, що число δ > 0 можна брати як завгодно
малим, дiстаємо рiвнiсть I∗ = I∗, i це спiльне значення А. Лебег на-
звав iнтегралом сумовної функцiї f по вимiрнiй множинi E i
позначив {L}

r
E

f (x)dx.

Для вимiрної функцiї, що набуває значень будь-якого знаку, ма-
ємо:

f (x) = f +(x)− f−(x) ∀x∈ E,

i тому цю функцiю А. Лебег назвав сумовною на E, якщо такими є
функцiї f + та f−. При цьому

{L}
w
E

f (x)dx:={L}
w
E

f +(x)dx−{L}
w
E

f−(x)dx.

7.7.6. Рiвносильнiсть понять iнтеграла Лебега та L-iнтегра-
ла. У цьому пунктi вважаємо, що функцiя f є невiд’ємною на
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множинi E, оскiльки в iншому разi можна перейти до функцiй f +

та f−.
� Нехай функцiя f вимiрна i сумовна на множинi E ⊂ P. Тодi

має мiсце нерiвнiсть (1), звiдки за наслiдком 1 пункту 7.4.4 дiстаємо
L-iнтегровнiсть на прямокутнику P функцiї f1 = f · fE.

Навпаки, якщо функцiя f1 є L-iнтегровною на P, то за теоре-
мою 2 функцiя f є L-вимiрною на E. Зафiксуємо δ> 0 i розглянемо
послiдовнiсть (ln): ln− ln−1 < δ, l0 = 0, ln < ln+1 → +∞ (n→ ∞).

Тодi, вважаючи Ek = E(lk−1 6 f < lk), маємо: f1(x) 6
∞
∑

k=1
lk fEk(x) =

=
∞
∑

k=1
f1(x) fEk(x)+

∞
∑

k=1
(lk− f1(x)) fEk(x)6 f1(x)+ δ.

Звiдси випливає, що ряд
∞
∑

k=1
lk mEk збiжний, причому

w
P

f1(x)dx6
∞

∑
k=1

lk mEk 6
w
P

f1(x)dx+ δmP⇒

inf
(lk)

∞

∑
k=1

lk mEk =
w
P

f1(x)dx,

оскiльки δ> 0 – довiльне.
Це означає, що функцiя f є сумовною на множинi E i

{L}
r
E

f (x)dx=
r
P

f1(x)dx.�

Отже, доведена
Теорема 3 (критерiй сумовностi). Для того щоб функцiя f бу-

ла вимiрною i сумовною на вимiрнiй множинi E ⊂ P, необхiдно
й досить, щоб вона була L-iнтегровною на цiй множинi. При
цьому

{L}
w
E

f (x)dx=
w
E

f dx.

7.7.7. Контрольнi запитання i завдання.
I. Визначити, чи правильнi наступнi твердження.

1. Кожна множина E має зовнiшню мiру Лебега µ∗E.

2. µ∗E +µ∗CE = mP для кожної множини E ⊂ P.

3. Iснує множина E ⊂ P: µ∗E +µ∗CE<mP.

4. Iснує множина E ⊂ P: µ∗E +µ∗CE>mP.

5. Iснує L-вимiрна множина E ⊂ P, що не є вимiрною за Лебегом.
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6. Iснує вимiрна за Лебегом множина E ⊂ P, що не є L-вимiрною.

7. Множина E вимiрна за Лебегом, якщо ∃c∈ R: E( f < c) – вимiрна
множина.

8. Iснує L-вимiрна функцiя, що не є вимiрною за Лебегом.

9. Кожна сумовна функцiя на множинi E має iнтеграл Лебега по мно-
жинi E.

10. Кожна сумовна функцiя на множинi E є L-iнтегровною на E.

II. Довести данi твердження.
1. Якщо одна з множин E( f > c), E( f < c), E( f > c), E( f 6 c) вимiрна

за Лебегом ∀c∈ R, то i будь-яка з цих множин вимiрна ∀c∈ R.

2. Якщо функцiя f вимiрна на P, то її можна вважати неперервною,
якщо нехтувати множиною як зовгодно малої мiри.

7.7.8. Iсторична довiдка. Поняття множини L-мiри нуль по сутi на-
лежить французькому математику Е. Борелю (1871 – 1956), який у 1896
роцi запропонував означення мiри, яке узагальнює означення мiри Жор-
дана.

У 1902 роцi французький математик А. Лебег (1875 – 1941) побуду-
вав нову теорiю мiри та iнтеграла, яка узагальнює теорiю Е. Бореля.

Метод побудови iнтеграла Лебега за допомогою схiдчастих функцiй
належить угорському математику Ф. Рiсу (1890 – 1956), який запропо-
нував цей метод у 1919 роцi.

Теорема, доведена у 1911 роцi росiйським математиком Д. Ф. Єгоро-
вим (1869 – 1931), стала вiдправною точкою для робiт з теорiї функцiй
дiйсної змiнної математикiв, якi працювали в Росiї, до складу якої входи-
ла тодi й Україна. Бiльшiсть iз цих математикiв входили у славнозвiсну
московську математичну школу, засновниками якої були Д. Ф. Єгоров та
М. М. Лузiн (1883 – 1950).

Свою теорему про граничний перехiд пiд знаком iнтеграла А. Лебег
довiв у 1910 роцi. Iталiйський математик Б. Левi (1875 – 1961) та фран-
цузький математик П. Фату довели свої теореми про граничний перехiд
пiд знаком iнтеграла у 1906 роцi. По сутi цi три твердження еквiвалентнi
мiж собою.

Теорема про зв’язок подвiйного iнтеграла Лебега з повторним доведе-
на iталiйським математиком Г. Фубiнi (1879 – 1943).

У 1930 роцi датський математик Б. Iєнсен (1907) першим узагальнив
теорему Фубiнi на випадок декартового добутку з нескiнченною кiлькiстю
спiвмножникiв.
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Потенцiал поля тяжiння (ньюто-

нiвський) 324
Похiдна вектор-функцiї 145
– – за напрямком 147
– множина 32
Похiдна скалярної функцiї за на-

прямком 142
– – – повна 139
– – – частинна 140
– – – – n-го порядку 178
Принцип Кавальєрi 314
Проколений окiл 31
Промiжнi точки розбиття 220
Проста крива (дуга) 267
– область 292
Простiр Банаха (B-простiр) 75
– C

n 17

Простiр C[a;b] 19
– CR[a;b] 19
– iзольованих точок 18
– l p 20
– LP 368
– L2P 403
– m 20
–MR

n
m 145

– R
n 17

– SP353
Прямокутники сталостi схiдчастої

функцiї 353

Рiвнiсть Парсеваля 90, 410
Рiвняння кривої 266
– Лапласа 337
R-iнтеграл векторнозначної функ-

цiї дiйсної змiнної 274
– комплекснозначної функцiї дiйс-

ної змiнної 275
Робота силового поля 327
Розвинення вектора у ряд Фур’є 90
Роздрiбнення розбиття 224
Розбиття елементарного прямокут-

ника 220
Розклад множини 243
Ротор 152
Ряд у нормованому просторi 74
– Фур’є 87
– – у просторi L2[−π;π] 409

Сила тяжiння матерiального тiла
327

Силова функцiя 327
Силове поле 326
– – потенцiальне 327
Система векторiв замкнена 90
– – лiнiйно залежна 71
– – – незалежна 71, 72
– – ортонормована 83
– – повна 77
– – тотальна 90
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Система множин 242
Скалярний добуток 78
Cкiнченновимiрний лiнiйний прос-

тiр 71
Складовий iнтервал лiнiйної мно-

жини 41
Слiд неперервної кривої 266
Спряжено-гармонiчнi функцiї 337
Спрямлювана крива 269
Статичний момент маси 321, 322
Стацiонарна точка 210
Стискуюче вiдображення 127
Суми Дарбу 122
Сумiжний iнтервал лiнiйної мно-

жини 43
Сумовна функцiя 417, 418
Сферичнi координати 309
Схiдчаста функцiя 353

Теорема Банаха 129
– Беппо Левi 381
– Больцано – Вейєрштрасса 35
– Больцано – Кошi 118
– Вейєрштрасса 113
– Єгорова 369
– Кантора 114
– Лебега 382
– Лузiна 373
– Пiфагора 81
– про вiдновлення аналiтичної

функцiї за її дiйсною частиною
339

– – вiдповiднiсть меж 208
– – граничний перехiд пiд знаком

L-iнтеграла 381, 382
– – – – – – R-iнтеграла 265
– – зв’язнiсть образу 118
– – зв’язок аналiтичної функцiї з

гармонiчними 338
– – – мiж повною та частинни-

ми похiдними вектор-функцiї по
вектор-змiнних 140, 142

Теорема про зв’язок мiж вимiр-
нiстю множини та її межi 256

– – – – – та R-iнтегровнiстю 249
– – – – iнтегралами Рiмана i Ле-

бега 365
– – iснування первiсної 341 – 343
– – – та диференцiйовнiсть обер-

неної функцiї 207
– – – та рiвнiсть мiшаних похiдних

180
– – – та обчислення криволiнiй-

ного iнтеграла 277 – 279
– – – – – L-iнтеграла 372
– – –, єдинiсть та неперервнiсть

неявної функцiї 202
– – компактнiсть образу 113
– – L-iнтегровнiсть граничної фу-

нкцiї 384
– – множину первiсних 344
– – неперервнiсть оберненої фун-

кцiї 117
– – об’єднання множин L-мiри

нуль 351
– – об’єднання та перерiз вiдкри-

тих множин 40
– – – – – замкнених множин 40
– – оборотнiсть аналiтичної фун-

кцiї 208
– – обчислення подвiйного iнте-

грала 260, 261
– – – потрiйного iнтеграла 262
– – поповнення метричного про-

стору 66, 68
– – почленне iнтегрування фун-

кцiонального ряду 264, 286, 384
– – рiвнiсть iнтегралiв за рiзними

контурами 332
– – R-iнтегровнiсть неперервної

функцiї 228, 260
– – розвинення диференцiйовної

функцiї у степеневий ряд 335
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Теорема про середнє 231, 234, 263
– – структуру вiдкритої лiнiйної

вiдкритої множини 42
– – – – замкненої множини 43
– – – – досконалої множини 44
– Фату 384
– Фубiнi 236, 388, 390
Тотожнiсть паралелограма 82
Точка екстремуму 210
– дотику 32
Тригонометрична система 83, 408

Узагальнена криволiнiйна трапецiя
257

Узагальнене цилiндричне тiло 314
Узагальнення теореми Банаха 131,

132
Умови Кошi – Рiмана 191
Умовний екстремум 215

Формула Грiна 293
– замкненостi 90
– Ньютона — Лейбнiца 341
– Лагранжа 187
– обчислення маси дуги 321
– – – – пластинки 321
– – – – тiла 321
– – площi кривої поверхнi 318,

319
– – – плоскої фiгури 313
– – об’єму тiла 314
– переходу до полярних координат

306
– – – сферичних координат 309
– – – цилiндричних координат 308
– – – узагальнених полярних ко-

ординат 306
– – – – сферичних координат 310
– – – – цилiндричних координат

308
– Тейлора 186

Фундаментальна послiдовнiсть 57
Функцiонал 94
Функцiональний представник 358
Функцiя вимiрна за Лебегом 414
– кiлькох змiнних 95
– – – елементарна 109
– L-вимiрна 415
– L-iнтегровна 363, 400
– – з квадратом 403
– неперервна 107
– – на множинi 108
– n разiв диференцiйовна 178
– обмеженої варiацiї 269
– рiвномiрно неперервна 114
– R-iнтегровна (iнтегровна за Рi-

маном) 221
– – на вимiрнiй множинi 259
– сумовна 417, 418
– схiдчаста 353
– цiлком неперервна 115

Характеристична функцiя множини
248

Центр маси 322, 323
Цилiндричнi координати 305
Цiлком неперервна функцiя 115

Частинна похiдна вектор-функцiї
по вектор-змiннiй 148

– – скалярної функцiї 139
– – вищого порядку 178
– – – – мiшана 178
– – – – чиста 178
Чобiт Шварца 317

Щiльнi множини у просторi LP
369, 376

Ядро лiнiйного функцiонала 97
Якобiан вектор-функцiї кiлькох

змiнних 147


